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SIK  LA  «  GÉOMÉTRIE  DES  FEUILLETS  »  M  M.  KE^É 
DE  SAIISSIRE.  ÉTIDE  A\ALVTIQL'E; 

Par  m.  R.  BRIGARD. 


Introduction. 

M.  René  de  Saussure  a  abordé  la  Géométrie  cinéma- 
tique à  un  point  de  vue  nouveau.  Il  considère  la 
multiplicité  constituée  par  l'ensemble  des  positions, 
dépendant  de  six  paramètres,  que  peut  prendre  un 
solide  entièrement  libre  dans  l'espace,  el  il  étudie  les 
diverses  formes  existant  dans  cette  multiplicité. 

Si  un  solide  est  assujetti  à  des  conditions,  dont  le 
nombre  peut  varier  de  un  à  cinq,  l'ensemble  de  ses 
positions  constitue  une  forme  à  cinq,  quatre,  trois, 
deux  ou  un  paramètres.  C'est  ce  qu'il  appelle  respec- 
tivement wne  pentaséî'ie,  une  tétrasérie,  une  trisérie, 
une  biséîie  ou  une  monosérie. 

Une  monosérie  est  donc  en  particulier  l'ensemble, 
simplement  infini,  des  positions  que  prend  un  solide 
assujetti  à  cinq  conditions. 

Les  positions  prises  par  un  corps,  dans  un  mouve- 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  X.  (Janvier  1910.)  i 


(  ^  ) 

ment  physique  quelconque,  forment  toujours  une 
nionosérie,  parce  qu'elles  dépcndenl  du  temps,  qui  n'a 
qu'une  dimension. 

C'est  à  cause  de  cette  importance  physique  des 
monoséries  que  leur  étude  est  en  général  considérée 
comme  essentielle.  Les  séries  d'ordre  supérieur  appa- 
raissent, avec  les  idées  courantes,  comme  moins  inté- 
ressantes et  de  nature  plus  compliquée,  parce  qu'elles 
correspondent  à  des  fonctions  contenant  un  nombre 
de  variables  indépendantes  de  plus  en  plus  considérable. 
Au  contraire,  au  point  de  vue  de  M.  de  Saussure,  qui 
classe  les  mouvements,  non  d'après  le  nombre  des 
paramètres  dont  ils  dépendent,  mais  d'après  le  nombre 
des  conditions  auxquelles  est  soumis  le  solide  mobile, 
une  série  doit  être  considérée  comme  d'autant  plus 
simple  que  son  rang  est  plus  élevé. 

C'est  ainsi  par  exemple  qu'en  Géométrie  ponctuelle 
de  l'espace,  une  courbe  est  plus  simple  qu'une  surface, 
si  l'on  introduit  une  représentation  paramétrique.  Une 
surface  est  au  contraire  plus  simple  qu'une  courbe,  si 
l'on  a  égard  au  nombre  des  conditions  auxquelles  sa- 
tisfait un  point  de  l'être  considéré  :  une  surface  a  une 
équation,  une  courbe  en  a  deux.  De  même,  en  Géo- 
métrie réglée,  l'étude  du  complexe  précède  celle  de  la 
congruence,  et  l'étude  de  la  congruence  celle  de  la  sur- 
face réglée. 

Tel  est  le  point  de  vue  original  et  fécond  au(juel 
s'est  placé  M.  de  Saussure,  et  ses  recherches  ont  abouti 
à  la  constitution  de  la  Géométrie  des  feuillets  (  '  ). 


(')  Voici  la  raison  de  cette  dénomination  :  M.  de  Saussure,  qui  a 
poursuivi  ses  éludes  par  la  voie  «3  nlliétique,  a  substituée  la  consi- 
dération incommode  d'un  corps  solide  indéfini  celle  d'une  figure 
de  nature  aussi  simple  que  possible,  et  dont  la  position  une  fois 
connue  détermine  sans  ambiguïté  celle  d'un  corps  qu'on  lui  suppose 


(3  ) 
Il  a  d'abord  reconnu  que  dans  celte  Géomélrie  une 
relation  joue  un  rôle  primordial  :  c'est  celle  qui  existe 
entre  deux  positions  telles  qu'on  puisse  passer  de  l'une 
à  l'autre  par  une  rotation  simple.  Les  deux  positions 
sont  alors  dites  réciproques.  11  a  ensuite  fait  ressortir 
l'imporlance  de  certaines  séries  particulières  de  posi- 
tions, dites  couronne,  couronoïde  et  hypercouronoïde, 
qui  définissent  ce  que  l'auteur  appelle  rotation  à  i, 
1  et  à  paramètres.,  et  enfin  de  la  pentasérie  linéaire 
(le  sens  de  celte  épillièle  apparaîtra  par  la  suite) 
constituée  par  l'ensemble  des  c/o^  positions  réciproques 
d'une  position  donnée.  Les  relations  qui  existent  entre 
ces  diverses  séries  ont  amené  M.  de  Saussure  à  recon- 
naître une  analogie  remarquable  entre  la  Géométrie  des 
feuillets  et  la  Géométrie  réglée,  ainsi  qu'à  entrevoir 
l'existence  d'une  pentasérie  linéaire  plus  générale  que 
celle  qu'il  a  définie  et  qui  correspondrait  au  complexe 
linéaire  de  droites  ('). 


lié.  Une  telle  figure  est  \&  feuillet,  constitué  par  une  droite  orientée, 
un  point  de  celte  droite  et  un  plan  oriente  qui  la  contient.  (  On 
voit  que  cette  figure  ne  contient  plus  aucun  paramètre  de  grandeur.  ) 
Dans  les  développements  qui  vont  suivre,  je  suppose  la  figure  liée 
à  un  trièdre  trircctangle.  Je  dirai  donc,  au  lieu  At  feuillet,  trièdre 
ou  encore  position.  Il  convient  cependant  de  conserver  à  la  Géo- 
métrie dex  feuillets  le  nom  que  lui  a  donné  son  créateur. 

(')  Voici  les  tilres  des  principaux  .Mémoires  que  .M.  de  Saussure 
a  consacrés  à  la  Géomélrie  îles  feuillets  : 

Cinématique  des  fluides.  Note  parue  dans  les  Archives  des 
Sciences  jihysiques  et  naturelles,  Genève,  t.  V,  1898,  p.  497- 

Sur  le  mouvement  le  plus  général  d'un  corps  solide  qui  possède 
deux  degrés  de  liberté  autour  d'un  point  fixe  (  Comptes  rendus, 
23  décembre  1901). 

Théorie  géométrique  du  mouvement  des  corps  (Arch.  des 
Se.  ph.  et  nat..  Genève,  1902  et  1901). 

La  Géométrie  des  feuillets  {Id.,  190»)). 

(Ces  deux  dernières  études  ont  été  tirées  à  part  sous  forme  de 
brochures  (?n  veiile  à  la  librairie  Kuiidig,  Corralcrie.  Genève.) 


(  4  ) 

Je  me  propose  dans  ce  travail  de  reprendre  les  théo- 
ries de  M.  de  Saussure  par  la  voie  analytique.  V^oici  les 
résultats  essentiels  auxquels  on  parvient  : 

On  peut  représenter  toute  position  d  un  corps  solide 
par  un  sjstènie  de  huit  coordonnt-es  homogènes,  liées 
par  une  relation,  et  seud)lables  aux  six  coordonnées 
pliickériennes  d'une  droite  (' j. 

La  condition  de  réciprocité  de  deux  positions  a  la 
même  forme  que  les  conditions  de  rencontre  de  deux 
droites. 

La  Géométrie  des  feuillets  est  d'après  cela  entièrement 
analogue  à  la  Géométrie  réglée  (mutatis  mutandis^ 
puisqu'on  a  affaire  à  deux  coordonnées  de  plus).  En 
particulier,  il  existe  une  penlasérie  linéaire  générale, 
correspondant  au  complexe  linéaire  de  droites. 

Tous  les  faits  établis  par  M.  de  Saussure  et  ceux 
qu'il  a  conjecturés  avec  tant  de  sagacité  reçoivent  donc 
une  coii  (irniHl  ion  complète. 

La  Geometrio  folietara.  Articles  en  esperaiiLo  parus  dans  l'Jnter- 
nacia  Scienca  Fievuo,  Genève,  1908  et  1909. 

(Brochure  à  part  en  vente  chez  Kûndii;.) 

Je  signale  particulièrement  ce  dernier  travail,  où  les  idées  de 
l'auteur  ont  pris  leur  forme  définitive. 

Il  a  été  rendu  compte  de  la  première  t'artie  de  la  Geometrio 
folietara,  dans  les  Nouvelles  Annales,  1909,  p.  422.  Cette  première 
Partie  est  consacrée  à  la  Géométrie  cinématique  du  plan,  beaucoup 
plus  simple  naturellement  que  celle  de  l'espace.  Elle  correspond  à 
la  Géométrie  ponctuelle  de  l'espace  et  présente  ainsi  un  caractère 
linéaire,  tandis  que  la  Géométrie  cinémali([ue  de  l'espace  présente, 
comme  la  Géométrie  réglée,  un  caractère  quadratùiue. 

Je  ne  m'occuperai  que  de  la  Géométrie  des  feuillets  de   l'espace. 

(')  Ces  huit  coordonnées  se  rencontrent  déjà,  sous  une  forme 
différente,  dans  un  Mémoire  d'Olinde  Hodrigues  inséré  au  Journal 
de  Lioin'ille,  t.  V,  18^0.  .^f.  Sludy  les  a  retrouvées,  en  faisant  usage 
de  l'algorithme  des  biquaternions,  dans  son  important  travail  sur 
les  groupes  des  mouvements  (Mat/tematische  Annalen,  t.  \\.\IX, 
1891).  Mais  il  ne  me  semble  pas  qu'on  ait  encore  signalé  l'analogie 
de  ces  coordonnées  avec  les  coordonnées  pliickériennes  de  la  droite. 
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1.  —   Coordonnées  d'un  trièdre  trirfxtangle. 

Soient  Oo^ojKo^o  ""  Irièdre  trireclangle  fixe,  Oxyz 
un  Irièdre  triiectangle  variable  (de  même  orientation 
que  le  premier  ),  avec  lequel  on  suppose  entraînée  une 
figure  de  grandeur  constante.  Pour  fixer  le  trièdie  Oxy^, 
on  peut  se  donner  les  coordonnées  ;,  T|,  Z  du  |)olnt  O 
et  les  neuf  cosinus  directeurs  des  axes  Ox,  ()  )',  O:;, 
par  rapport  au  trièdre  Oo^oJKo^o* 

Un  premier  progrès  consiste  à  exprimer  les  neuf 
cosinus  directeurs  en  fonction  de  quatre  paramètres 
homogènes  "k,  jx,  v,  p.  On  obtient  ainsi  des  formules, 
dites  d'Euler  ou  d'Olinde  Rodrigues^  et  dont  l'uti- 
lité dans  les  recherches  cinématiques  est  bien  connu. 

J'écris  seulement,  pour  mémoire,  la  première  de  ces 
formules 


cos(0.r,  OqXq)  =  ^■,_^  ^.   ,    ,^2^  l-a' 

Les  paramètres  )>,  ul,  v,  o  ont  une  signification  ciné- 
matique intéressante  :  les  deux  trièdres  O^Xf^y^z-a  et 
Oxyz  étant  de  même  orientation,  il  existe  un  axe  bien 
déterminé  O,,//  tel  que  le  premier  Irièdre,  tournant 
autour  de  cet  axe,  soit  amené  à  avoir  ses  arêtes 
parallèles  à  celles  du  second.  Soient  a,  jil,  y  les  co- 
sinus directeurs  de  cet  axe  et  H  l'angle  de  la  rotation 
(OoM  est  un  vecteur  et  Tangle  9  a  un  signe  bien  déter- 
miné). On  a 

A  M.  V  P  .  , 

a  sin  -        p  sin  7  sm  -        cos 

■X  x  ■>■  ■?. 


(')  Pour   la  démonstration   de  ces   formule?,   coi/-  les   Leçons   de 
Cinématique  de  M.  Ivnnij^s,  Note  \,  p.  '|fi4- 


(6) 
Si  l'on  suppose  donnés  X,  ul,  v,  p  (non  tous  nuls)  ces 
formules  et  la  relation 


ft2. 


déterminent,   on  le  voit  tout  de  suite,  le  système  des 

quantités  a,  ^3,  v  et  tang-  au    signe  près,   c'est-à-dire 

deux  axes  de  rotation  opposés  et  deux  angles  de 
rotation  également  opposés  :  ce  qui  se  réduit  évidem- 
ment à  une  seule  rotation. 

A,  |ji,  V,  p  sont  quatre  des  coordonîiées  que  je  veux 
introduire.  Les  quatre  autres  sont  les  quantités  /, 
m,  «,/?,  définies  par  les  formules 


(2) 


m  —  —  pr,  —  a;  -f-  v;, 
7i  =  —  p^  —  IJL;  -i-  ÀTj, 
p     =  \\~-   JJLT,  —  V^ 


Il  existe  visiblement  entre  les  huit  quantités  /,  /?i, 
/i,/j,  A,  UL,  V,  p  la  relation 

(  3  )  //.-:-  m  ;jL  -i-  rt  V  -f-  /)  p  =  o. 

Inversement,  donnons-nous  huit  quantités  /,  /?î,  n, 
/>,  A,  ijL,  V,  p  liées  entre  elles  par  la  relation  (3),  A,  [A, 
V,  p  n'étant  pas  tous  les  trois  nuls. 

//  correspondra  toujours  à  ce  système  une  position 
du  trièdre  Oxyz.  parfaitement  déterminée. 

En  effet  les  quatre  équations  (2)  en  ^,  r,,  X.  forment 
en  vertu  de  (3)  un  svstéme  compatible,  et  peuvent 
toujours  être  résolues  d'une  seule  manière  par  rapport 
à  ces  quatre  quantités,  parce  f[ue  les  quatre  déterminants 
de  ces  équations  considérées  trois  à  trois  ont  pour  râ- 
leurs respectives,  comme  on  le  voit  aisément, 

—  p  U ,    AU,     ,a  U ,    V  U , 


(  7  ) 
en  posant 

et  ne  sont  pas  tous  nuls,  en  vertu  de  l'hypothèse  faite 
sur  A,  !j.,  V,  p. 

En  second  lieu,  comme  on  l'a  déjà  vu,  la  rotation  qui 
amène  le  trièdre  Oo^o^o-o  à  avoir  ses  arêtes  parallèles 
àcelles  du  trièdre  Oxyz  est  également  bien  déterminée. 

En  résumé,  on  peut  faire  correspondre  à  toute 
position  du  trièdre  Oxyz,  et  de  façon  biunivoque, 
un  système  homogène  de  huit  nombres  l,  m,  /i,  /?,  A, 
UL,  V,  p,  liés  entre  eux  par  la  relation  (3).  Ces  huit 
nombres  seront  dits  les  coordonnées  du  trièdre  Oxyz. 


II.  —   Réciprocité  de  deux  trièdres. 

Proposons-nous  le  problème  suivant  : 

Soient  deux  trièdres,  Oxyz  et  O'x'y'z',  de  coor- 
données respectives  {l,  m,  .  .  . ,  p)  et  (/',  m',  .  .  . ,  p  )• 

Trouver  la  relation  entre  ces  coordonnées.,  qui 
exprime  qu'il  existe  une  rotation  simple,  amenanl 
le  premier  trièdre  à  coïncider  avec  le  second,  c  est- 
à-dire  que  les  deux  trièdres  sont  réciproques,  au 
sens  donné  dans  l'introduction. 

Faisons  intervenir  pour  un  moment  les  coordon- 
nées i,  Ti,  r  et  E',  r/,  "Q  des  points  O  et  O'  par  rapport 
à  O^x^ya^o-  On  a  les  formes  (2)  et  les  formules  ana- 
logues 


(4) 


l'      :=—    û'f'  —  v't)'-|-  \i!l\ 

m'  —  —  p'r/— X'^'  -+- v't', 
n'  ^  -  p'C  — 1^'^'-+-^'^/' 

p'    =         l'^'  -+-  |i.'T/-+-  v'^'. 

Soient  A,,  a,.  V,.  p,  les  paramètres  d'une  rotalion  II, 


(8) 
d'axe  0;/i,  qui  amène  le  irièdre  Oxyz  à  avoir  ses 
arêtes  parallèles  à  celles  de  O'x'yz'.  En  général  un 
mouvement  hélicoïdal,  d'axe  parallèle  à  Ow,,  est  né- 
cessaire pour  amener  Oxyz  à  coïncider  avec  O' x'y' z'y 
et  la  translation  qui  entre  dans  ce  mouvement  a  pour 
valeur  la  projection  du  segment  00' sur  Oa,.  Pour  que 
le  mouvement  hélicoïdal  se  réduise  à  une  rotation,  il 
faut  et  il  suffit  que  cette  projection  soit  nulle,  c'est- 
à-dire  que  00'  soit  perpendiculaire  à  Owj,  ce  qui  se 
traduit  par  la  relation 

(5)  A,  (  i  _  £'  )  +  jjL,  (  r,  —  r/  )  ^-  vj  (^,—  ;';  =  o. 

Il  reste  à  calculer  A,,  -jl,  et  v,. 

Appelons  R  la  rotation  de  paramètres  X,  a,  v,  s  et  R' 
la  rotation  de  paramètres  À',  u',  v',  o'.  R,  peut  être 
considérée  comme  étant  le  produit  des  deux  rotations 
R~'  et  R',  effectuées  dans  l'ordre  indiqué.  En  effet  R~', 
rotation  inverse  de  R,  amène  Oxyz  à  avoir  ses  axes 
parallèles  à  ceux  de  OqXoJKo-^O)  et  R'  amène  ce  dernier 
trièdre  à  avoir  ses  axes  parallèles  à  ceux  de  O'x'y' z'. 

On  a  donc  symboliquement 

R,  =  R-i.R'. 

Remarquons  que  R~'  a  pour  paramètres 

X.      a,     V,     —  p, 

comme  cela  résulte  tout  de  suite  des  formules  (  i),  où 
Ton  change  le  signe  de  8. 

Appliquons  maintenant  un  résultat  connu  de  la 
théorie    des    quaternions    (')    :   considérons    les    trois 


(')  r'nur  cette  application  de  la  méthode  des  quaternions  à  la 
composition  des  rotations,  consulter  la  note  \  déjà  citée  du  Traité 
de  Cinématique  de  M.  Kœnigs. 


(  îO 

quaternions 

s    =  —  p    4-  )>  i     -+-  [XJ     -i-  V  k, 

s'  =       p'  -h  'k' i  -\-  [x'J  ~  >/7i, 
5,  =       p,  -T-  X,  t  -4-  ;x,  /  -^  V,  /.-, 

où  f,  y,  X"  sont  les  unités  salisfaisaot  aux  relations 

y'A  =  —  //  =  f,         Â«  =  —  i/c  =  y,  «y  =  — Ji  =  k. 

On  sait  que  la  relation  symbolique    écrite  plus 
haut 

R,  =  R   '.R' 

se  traduit  par  V identité 


Développons  les  calculs  :  ou  a 

p  1  -f-  A 1  i  —  [X\j  -+-  U|  k 

=  (  p'-f-  X'i  -f-  a'y  -T-  v'/i  )( — •  p  -)-  X/  ^  ijLy  -+-  ') k  ), 

d'où  en  elTectuant  le  produit  du  second  membre  d'après 
les  règles  connues,  et  en  égalant  séparément  les  parties 
scalaires  et  les  cofficients  des  trois  unités, 


pl 

=  - 

—  00 

— 

AA      -   U'JL   —  vv  , 

X, 

--= 

Xp' 

— 

pX'  -+-  vu'  —  ;jLv', 

'M 

= 

ap' 

— 

p[j.'-f-  Xv'    —  vX', 

-h 

= 

vp' 

— 

pv'  -4-  uX'  —  X;jt'. 

Substituant   les   valeurs   précédentes    de   À|,   Ui,  v, 
dans  la  relation  (5),  il  vient 

(Xp'  -  pX'  -^  V.Jl'  —  |JIV')(Î  —  t') 
+  (  jjip'  —  p;x'  -h  Xv'  —  vX'  )(  r,  —  r/  ) 
-(-  (vp'  —  pv'  -^  ;jlX'  —  Xti.'  )(  ^  —  ^')  =  o, 
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ce  qui  peut  s'écrire 

P'  (  ^  -^  !^-1  -H  vO  +  p  (  À'  i-  _  ;jl' ri'+  v'  Ç' ) 
-!->.'(— pï  —  VT)  -|-jji^)-j-X(— p't'  — v'r/ -i- ,u'Ç') 
-^  a'r-  pr,  -  ÀÇ  -+-  vï)  ^  .u(-  p'r/-  A'^'  -.-  v' t') 
-T-  v'  (  —  p^  —  fji^  -I-  Xrj  I  -+-  V  (  —  p'  ^'  —  ;j.'  ^'  -f-  À'  r/  )  =  o, 

OU  enfin,  en  tenant  compte  des  formules  (2)  et  (\), 

(6)  l'/J  -^  À  l' -T-  m  ;jl'  -i-  am' -+■  wi' -r-  'i  n  -{- pz' -\-  op'  ^  o. 

Telle  est  la  relation,  remarquablement  simple,  expri- 
mant la  réciprocité  de  deux  trièdres. 

III.  —  Analogie  de  la  Géométrie  des  felillets 
ET  DE  LA  Géométrie  réglée. 

On  sait  que,  dans  l'espace,  on  peut  attribuer  à  une 
droite  six  coordonnées  homogènes  /,  m,  n,  À,  a,  v,  dites 
coordonnées pliïckériennes,  et  liées  par  la  relation 

(7)  .  /),  -r-  ?n|i. -4- /iv  ==  o. 

La  l'encontre  de  deux  droites  (/,  m,  ....  v)  et 
(/',  m',  ....  v')  s'exprime  par  la  condition 

(8  )  Ik  -r-  X  V  -T-  m  ,a'-i-  (JL/?i'  -t-  \  ri  -T-  ni'  =  o. 

On  voit  que  les  relations  (3)  et  (6)  sont  semblables 
de  formes  aux  relations   (^)  et  (8),    respectivement. 

Gela  suffît  à  établir  la  parfaite  analogie  de  la  Géomé- 
trie des  feuillets  et  de  la  Géométrie  réglée  :  au  lieu  de 
droites,  on  considérera  les  positions  d'un  trièdre  tri- 
rectangle,  et  la  rencontre  de  deux  droites  sera  rem- 
placée par  la  réciprocité  de  deux  positions.  On  n'a  donc 
qu'à  se  guider  sur  la  Géométrie  réglée  pour  établir  la 
Géométrie  des  feuillets  dans  ses  points  essentiels.  Seii- 
lemenl,  comme  on  a  affaire  à  une  multiplicité  à  six 
paramètres,  au  lieu  de  quatre,  on  rencontrera  dans  la 
nouvelle  Géométrie  une  plus  grande  variété  de  formes. 
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IV.  —  La  pentasérie  linéaire. 

La  première  forme  qui  se  présente  en  Géométrie 
réglée  est  le  complexe  linéaire^  ensemble  des  droites 
dont  les  coordonnées  satisfont  à  une  relation  linéajre. 
Nous  allons  de  même  chercher  à  étudier  la  pentasérie 
linéaire^  ensemble  des  trièdres  Oxyz  dont  les  coor- 
données satisfont  à  une  relalion 

(9)       A  /  -)-  B»i  -t-  C/i  -1-  D/?  ^  aÀ  M-  'i\^.  -f-  vv  -+-  op  =  o, 

où  A,  B,  C,  D,  a,  ^,  y,  ô  sont  des  coefficients  constants. 
Remarquons  en  premier  lieu  que,  si  ces  coefficients 
satisfont  à  la  relation 

Aa-+-  Bp  +  GY-f-Do  =  0, 

il  existe  un  trièdre  de  coordonnées  a,  [i,  y,  0,  A,  B,  C,  D 
et  l'équation  (9)  exprime  que  le  trièdre  considéré 
est  réciproque  à  celui-là.  On  a  donc  un  premier 
exemple  particulier  de  pentasérie  linéaire,  constituée 
par  l'ensemble  des  trièdres  qui  sont  réciproques  à  un 
trièdre  donné.  Une  telle  pentasérie  linéaire  sera  dite 
spéciale,  ^diVAWiAos^xe  dt\ec\e  complexe  linéaire  spécial, 
lieu  des  droites  qui  rencontrent  une  droite  fixe. 

R.evenons  au  cas  général.  Si  dans  l'équation  (9)  on 
remplace  /,  m,  /«,  p  par  leurs  valeurs  (2),  l'équation 
devient 

Cio)     (—  A  ;  —  Bv-  C;j.  +  DX)«-f-(-  Bc  +  ex  —  Av  —  D.ulr, 

H-  (—  Cp  -i-  AijL  —  liA  H-  Dv) ^  -i-  îtX  -i-  P;i.  4-  vv  -+-  op  =  o. 

On  peut  donner  à  cette  équation  une  forme  plus 
simple.  Soit,  en  eilet,  O^x'^y'^^z'^  \v.  Iiirdre  ([u'on  ob- 
tient en  soumettant  le  trièdre  Oo^oJ'0^0  'i  ''i  rotation 
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dont  les  paramètres  sont 

A,     B.     C.     D. 

On  passera  de  OoX^^y^z'^  à  Oj^k^  en  composanl'Ies 
deux  rotations  dont  les  paramètres  sont 

—  A,     —  B.     —  C.     D         et        A.     ;jL.     V.     ç. 

Les  parainèlies  A) ,  jA)  ,  V) ,  p,  de  cette  nouvelle  rotation 
s'obtiennent  en  développant  la  relation  entre  qua- 
ternions 

(il)       Si-4-Xif  —  aly-+-v,^ 
=  (  p  -f-  >,  i  -r-  u./  —  V  /■  )  (  D  —  Ai  —  By  —  C  A-  ), 

ce  qui  donne 

,  À,  =  —  A  p  -r-  B  V  —  G  [X  -h  D  X, 
\  a,  =  —  B  p  -r-  C  A  —  Av  —  D  a, 
^'^'  '     ,  =  — Cp  + A;jL  — BÀ  ^Dv, 


.-'1  — 


Di-1- Aa— B'jL^Gv. 


On  voit  que  /.,,  ;jl,,  v,  ne  sont  autres  que  les  coef- 
ficients de  i,  r,,  ^  dans  l'équation  (lo).  Cette  dernière 
peut  donc  s'écrire 

(i3  )  Al  ^  -i-  ij^i  r,  H-  7|  ^  -4-  a/  —  3;JL  -!-  yv  -f-  op  =  o. 

On  peut  ensuite  résoudre  le  système  (  12)  par  rapport 

à  A,  a,  V,  c.  On  obtient  la  valeur  de  ces  quantités,  plus 

rapidement  que  par  la  résolution  directe,  en  multipliant 

à  droite  les   deux  membres   de  l'identité  (11)   par  le 

quaternion 

D  -+-  A  i  —  By  -T-  C  k. 
Il  vient  ainsi 

p  -^  >,  i  —  'xj  -^  V  k 

_  (  p  I  -->.,/  —  ;i.,  /  -^  V,  A'  )  (  D  -r-  A  i  —  By  —  C  /.  ) 
"  ~  A^+  B-^H-  CJ-+-  Di  ' 

doù  Ton  tire  ),,  'ji.,  v,  0. 
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Les  valeurs  obtenues  sont  des  fondions  linéaires  et 
homogènes  de  ).,,  |J-i,  v,,  p),  qu'il  est  inutile  d'écrire. 

En  les  portant  dans  l'équation  (i3),  celle-ci  prend  la 
forme 

>^i  ç  -t-  l^i  f,  ^  vi  Ç  -^i-  a,  X,  -H  3i  jJ-i  -i-  YT'i  —  /'■  ?i  =  O7 

OÙ  cf-i,  |3,,  V,,  /c  sont  des  constantes.  Remplaçons  enfin 
letrièdrederéférenceOo.z^oJ''o^opai'letrièdreO,a:^,jK,  :;, , 
qui  en  provient  par  la  translation  de  composantes  — a,, 
—  [i,,  — y,,  et  posons 

L'équation  de  la  peotasérie  linéaire  prendra  la  forme 
réduite 

(14  )  >>Ki-+-  l-ti-Oi-^-'O^i— A?,  =0, 

OÙ  Â|,  a,,  Vi,  0,  sont  les  composantes  d'une  rotation 
amenant  un  certain  trièdre  fixe  OiX\y\z\  (d'axes 
parallèles  à  ceux  du  trièdre  Oo^qJ^,,  ^j,)  à  avoir  ses 
axes  parallèles  à  ceux  du  trièdre  Oxyz.  k  est  une 
constante. 

II  est  facile  d'interpréter  géométriquement  l'équa- 
tion (i4)'  Considérons  en  effet  le  mouvement  héli- 
coïdal qui  amène  le  trièdre  OfX\y\z\  en  coïncidence 
avec  le  trièdre  Oxyz-.  Appelons  H,  la  valeur  de  la  trans- 
lation et  9)  celle  de  la  rotation  qui  entrent  dans  ce 
mouvement-,  H,  est  la  longueur  de  la  projection  du 
segment  O)  O  sur  l'axe  du  mouvement,  axe  dont  nous 
désignerons  les  cosinus  directeurs  par  a,,  |j),  y,.  On  a 
donc 

1   —  "^t  ;i  -~  l-»!  fil  -r-    ;i  •,!  , 

mais  on  a,  en  vertu  des  formules  (1), 


«1  =   —  cot  —  , 

?1         -^ 


col 


Yi  =  —  cot  — 
Pi  i 
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Il  en  résulte 

col  — 

où,  d'après  Téqualion  (i4)? 

(i5)  H]  tan"—  =  /-. 

2 

On  parvient  donc  à  la  définition  suivante  très  simple 
d'une  pentasérie  linéaire  : 

Une  telle  pentasérie  est  constituée  par  l'ensemble 
des  positions  d'un  solide  qu'on  obtient  en  donnant 
à  une  position  fixe  un  déplacement  hélicoïdal  dont 
la  translation  H,  et  la  rotation  8,  satisfont  à  la 
relation 

Ilitang—  =  k. 

Si  k  ==  o,  le  déplacement  hélicoïdal  se  l'éduit  à  une 
rotation,  et  l'on  a  aflalre  à  la  pentasérie  spéciale  dont 
il  a  été  question  plus  haut. 

Un  autre  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  Ton 
a  A"  =  00.  L'équation  (i 5)  se  réduit  alors  à  H ,  ==  x,  ce 
qui  n'a  pas  de  sens,  ou  bien  à 


Dans  la  définition  de  cette  nouvelle  pentasérie 
linéaire  particulière,  la  translation  du  mouvement  héli- 
coïdal ne  figure  pas.  La  pentasérie  est  constituée  par 
Tensemble  des  positions  d'un  solide  qu'on  obtient  en 
donnant  à  un  solide  fixe  un  dévelo|ipenient  hélicoïdal 
dont  la  rotation  est  égale  à  — . 

Revenant  à  la  pentasérie  linéaire  générale,  son 
équation  met  facilement  en  évidence  des  propriétés  que 
M.  de  Saussure  a  déjà  obtenues  géométriquement  dans 


I 
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le  cas  de  la  penlasén'e  spéciale.  Pour  ne  pas  allonger 
ce    travail    outre   mesure,    examinons    simplement    la 
question  suivante  : 

On  considère  tous  les  solides  de  la  pentasérie 
linéaire  qui  ont  un  foint  fixe.  Leur  position  dépend 
encore  de  5  —  3  =  2  paramètres  et  constitue  par 
conséquent  une  hisérie.  Quelle  est  la  définition 
simple  de  cette  bisérie  ? 

On  n'apporte  aucune  restriction  en  supposant  que  le 
point  fixe  considéré  est  le  sommet  O  du  trièdre  mobile. 
En  se  reportant  à  la  définition  des  coordonnées  /,  /«, 
/?,/?,  on  voit  C|ue  l'équation  (g)  se  réduit  à 

a\  -\-  b  \x  -\-  c^i  -\-  dz  =  o, 

où  a,  b,  c,  d  sonl  certaines  constantes.  En  raisonnant 
comme  précédemment,  on  réduira  cette  équation  à  la 
forme 

pi  =  o, 

dont  l'interprétation  est  immédiate  :  le  trièdre  Ox]-z 
reste  constamment  symétrique  d'un  certain  trièdre  fixe 
de  sommet  O  par  rappoit  aux  droites  d'une  gerbe 
ayant  le  même  sommet.  Il  revient  au  même  de  dire, 
d'après  les  propriétés  élémentaires  de  la  symétrie, 
que  Oxyz  reste  symétrique  d'un  trièdre  fixe  par  rapport 
aux  plans  d'une  gerbe  de  sommet  O. 

M.  de  Saussure  donne  à  une  telle  bisérie  le  nom 
de  couronoïde  à  point  ^xe  et  au  mouvement  qu'elle 
définit  le  nom  de  rotation  à  deux paramètJ-es.  Ainsi, 
le  lieu  des  solides  d' une  pentasérie  linéaire  qui  ont 
un  point  fixe  est  un  couronoïde  (ou  une  rotation  à 
deux  paramètres)  autour  de  ce  point.  On  peut  rap- 
prochei-  cette  propriété  de   la   suivante    :    le   lieu  des 
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droites   d^ un  complexe    linéaire  qui  ont  un  point 
fixe  est  un  faisceau  plan. 

On  établirait  aussi  facilement  diverses  propositions 
établies  par  M.  de  Saussure  et  relatives  aux  couronnes 
et  aux  hypercouronoïdes  (rotations  à  un  et  à  trois  pa- 
ramètres). Une  couronne  est  la  monosérie  constituée 
par  les  positions  provenant  dune  position  fixe  par  ro- 
tation autour  d'une  droite  fixe;  un  hjpercouronoïde 
(rotation  à  trois  paramètres)  est  la  trisérie  constituée 
par  la  position  sjmétrique  d'une  position  fixe  par  rap- 
port à  un  |)lan  libre  de  Tespace. 

V.   —   Les  sékies  likéaires. 

Nous  appellerons  létrasérie  linéaire  l'intersection 
de  deux  peulaséries  linéaires.  Autrement  dit,  une  tétra- 
série  linéaire  est  le  lieu  des  positions  d'un  solide  dont 
les  coordonnées  satisfont  à  deux  équations  linéaires 

(  Ai/-^  Biw— Cin-4- Di/) -f- 3t,A -h  [i,;ji-l- vjv^  ûip  =  o, 
\  Aj/  -i-  Bom  -i-  Ciii  -r-  Do/j  -i-  ajÀ  -f-  (^2,11  -^  YjV  --  ôo?  =  o. 

De  même,  on  considérera  des  triséries,  biséries  et 
monoséries  linéaires  définies  par  3,  4  ou  5  équations 
de  la  foinie  précédente. 

Parlons  d'abord  de  la  tétrasérie  linéaire. 

On  voit  que  les  coordonnées  du  solide  mobile  satis- 
font, en  vertu  de  l'équation  (16),  à  l'équation 

(17)  (Ai-f-  A  A2  )/-!-(  B,-i-  XB.>)/?i  -i-..  .=  o, 

où  k  désigne  une  constante  cpielconque.  On  peut  dire 
que  les  positions  qui  appartiennent  à  une  tétrasérie 
linéaire  appartiennent  à  une  infinité  de  peulaséries 
linéaires  formant  un  faisceau. 

Parmi  ces  pentaséries,  il  en  est  deux  de  spéciales.  En 
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eflfet,  pour  (|ae   la  penlasérie  (17)  ait  ce   caractère,  il 
faut  que  les  coeffîcienls  de  /,  m,  n,  .  .  .,  0   soient  les 
coordonnées  d'une  position. 
On  doit  donc  avoir 

(  A.,  +  /f  A,  j(  a,  -+-  A-x.,)  ^-  (  B,  -+■  AB,  )(  3,  +  ÂJiî) 
-+-  r G,  +  /vGî )( Yi  +  /»■-;•>)  +  ( D,  -  A- D2 )Co, ^  /.o, /  =  „, 

équalioii  du  second  degré  en  /  ,  adineltanl  généralenienl 
deux  racines  distinctes.  Par  consé(pient  : 

Les  positions  qui  appartiennent  à  une  tf'trasérie 
linéaire  sont  en  général  réciproques  de  deux  posi- 
tions fixes. 

Cette  définition  est  analogue  à  celle  de  la  congruence 

linéaire  en  Géométrie  réglée. 

Passons  au  cas  de  la  trisérie  linéaire,  définie  par  les 

équations 

Aj  /+...=  o, 

A^/  -(-...  =  o, 

A3/  -I-  .  .  .  =  o. 

Les  positions  qui  appartiennent  à  la  trisérie  appar- 
tiennent au  réseau  des  pentaséries  définies  par  l'équa- 
tion 

(A,+  ÀA,+  A'A3)/^-...=  o, 

où  /  cl  /,'sunt  deux  constantes  qii(,'lcon(pics.  Parmi  ces 
pentaséries,  il  en  est  une  inlinitc'  simjjle  de  spéciales, 
définies  par  la  relation  suivante  entre  k  et  k'  : 

(  A 1  -4-  k  A.,  -h  /,'  A:i  )(  a ,  -H  /.■  3Î2  +  /'  '  2t3  )  -^  •  ■  •  =  <>■ 

Ainsi  les  positions  qui  appartiennent  à  une  trisérie 
linéaire  sont  réciproques  d' une  infinité  simple  de 
j>osilions  (jui  fornicnl  pu)-  suite  une  nionosé/ie.  Cette 
monosérie  est  d'ailleurs  linéaire  :   en  ellet,   les  huit 

Ann.  de  Matliémat.,  l\'  série,  t.  X.  (Janvier  1910.)  0. 
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coordonnées  de  ses   posilions  dépcndeiil  linéairement 
de  deux  paramètres  /."  et  k'  ;  on  peut  donc  former  entre 
ces  huit  coordonnées  n'nq  relations  linéaires  et  homo- 
gènes. 

On  raisonnera  de  même  sur  la  bisérie  et  la  monosérie 
linéaires.  Voici  le  résumé  de  la  discussion  : 

Les  oo''  posilions  d'une  tétrasérie  linéaire  sont  réci- 
proques de  deux,  positions  ; 

Les  ac^  positions  d'une  trisérie  linéaire  sont  réci- 
prof|ues  de  ce'  positions  c|ui  forment  une  monosérie 
linéaire; 

Les  oc-  positions  d'une  bisérie  linéaire  sont  réci- 
proques de  ce-  i^ositions  qui  forment  une  bisérie 
linéaire  ; 

Les  oc'  positions  d  une  monosérie  linéaire  sont  réci- 
proques de  00^  positions  qui  forment  une  trisérie 
linéaire. 

On  j)eul  dire  aussi  : 

A  une  monosérie  (  triséi'ie)  linéaire  correspond  une 
trisérie  (monosév'ie)  linéaire,  telle  que  toute  position 
de  la  nionosérie  (trisérie)  soit  réciproque  de  toute 
position  de  la  trisérie  (monosérie). 

A  toute  bisérie  linéaire  correspond  une  bisérie 
linéaire,  telle  que  toute  position  de  la  première 
bisérie  soit  récipjroque  de  toute  position  de  la  seconde. 

11  en  résulte  qu'à  une  monosérie,  une  bisérie  et  une 
trisérie  linéaires  données,  correspondent  respective- 
ment une  trisérie,  une  bisérie  et  une  monosérie  li- 
néaires réciproques . 

Ces  tliéorèmes  correspondent  (surtout  le  second,  en 
raison  de  sa  svmétrie  )  à  I  existence  de  \  hyper boloïde. 
oix  l'on  trouve  deux  monoséries  de  droites,  telles  que 
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toiilo  HroilP  i\o  t'iino  <lr-;  rti(»iins*'iic-.  irMif-dnlii-  lunlc 
(Iroilr  (lo   rjuilrc. 

On  voit  encore  qu'une  |)enlas('Tie,  une  lélraséiie,  ..., 
une  mouosérie,  sont  cli-lenninres  respectivcnicnl  par 
7,  6,  .  .  . ,  3  positions. 

De  combien  fie  paranirtres  dé/tcnd  une  série 
fF ordre  déterminé?  Une  /^-série  esl  délerniinée 
par  /?  -}-  2  posilions,  ce  qui  flonncrail  ()(//  +  ■>.)  para- 
mèlres.  Mais  cliaqiie  |K)silion  peut  « /^/vo/v' èlre  assn- 
jellie  à  n  conclilions. 

I^e  nombre  cliorclié  de  paranièlres  se  rédnil  ainsi  à 
(6  —  n){n  -\-  ■i).  D'après  cela  : 

Une  pcntascrie  ilépcnd  de     7  |i;iranièlres 
»       lélraséiie  »  1»  » 

»       trisérie  »  i  "ï  ■> 

»       bisi'i'ie  »  i()  » 

»       nionoséric  ..  1  ">  » 

On  voil  (pTune  lélras<'rie  el  un  sysl«"nie  d(;  i\c.\\\ 
])Osilions  dépendeni  du  inènic  nombre  de  parantèlres, 
de  même  une  trisérie  et  une  monosérie;  ce  qui  esl  bien 
d'accord  avec  les  faits  de  réciprocité  établis  plus  liant. 

Il  reste  enfin  à  reconnaître  combien  six  pcnlascries 
linéaires  ont  de  positions  communes.  Les  coordonnées 
de  la  position  inconriue  satisfont  à  une  équation  du 
second  degré 

/a  --  )})  a  -,  -  fn  —  !>  c  =ï  0 

et   à   six   équations    linéaires,   i^e    nombre   clicrcln-  est 
donc  deux. 

Va\  particiiliei-  //  existe  en  <j[énér(d  deii.r  positions 
réciproques  de  six  positions  données,  de  méuic  (piil 
existe  en  général  deux  droites  reuconliaiil  qualic 
dioites  données. 


(    20    ) 
VI.    —     Co-NCLUSIONS. 

J'ai  simplement  esquissé  la  ihéorie  analytique  de  la 
Géométrie  des  feuillets.  Mais  il  va  sans  dire  que  l)ien 
des  recherches  intéressantes  à  poursuivre  se  présentent 
d'elles-mêmes. 

Tout  d'abord  il  faudrait  approfondir  la  nature  des 
séries  réciproques  (§  V).  Le  cas  des  biséries  réci- 
proques est  particulièrement  à  signaler,  en  raison  de  la 
symétrie  qui  s'y  manifeste. 

On  reconnaît  assez  facilement  que  les  surfaces  tra- 
jectoires des  points  d'une  position  faisant  partie  d'une 
bisérie  sont  du  quatrième  ordre.  Les  courbes  trajec- 
toires des  points  d'une  position  faisant  partie  d'une 
monosérie  sont  du  dixième  ordre.  Ces  surfaces  et  ces 
courbes  mériteraient  d'être  étudiées  de  plus  près. 

Pour  compléter  l  étude  des  pentaséries  linéaires,  il 
faudrait  chercher  ce  qui  correspond  à  la  notion  de 
complexes  en  involulion,  si  importante  en  Géométrie 
réglée  ('  ).  On  serait  alors  conduit  èi  introduire,  au  lieu 
des  coordonnées   /,   m,   ...,   p,  huit  coordonnées  o),. 


(')  M.  René  lie  Saussure  vient  loul  récemment  de  répondre  à 
cette  question  [Internacia  Scienca  Revuo,  numéros  de  novembre 
et  décembre  1909)  :  une  pcntasérie  linéaire  est  définie,  d'après 
l'équation  (i5),  par  une  position  (i.\e  C  et  un  paramètre  K.  Deux 
pentaséries  (Cp  K,  )  et  (  C,,  K^)  seront  dites  en  involution  (ou 
réciproques) ,  quaud  leurs  paramètres  K,  et  K„  satisfont  à  la  relation 

0 
/(  lang  -  =  Iv,+  K,, 

où  II  el  h  désignent  la  translation  et   l'angle   du   déplacement    héli- 
coïdal qui  fait  passer  de  la  position  C,  à  la  position  C,. 

En  partant  de  cette  définition,  on  trouve  une  série  de  résultats 
analogues  à  ceux  que  R.  Bail  a  oble.ius  pour  la  Géométrie  réglée 
dans  sa  Théorie  des  vis. 


(  ^'  ) 

to.j,   ...,  (-)s,   analogues  aux  coordoutices    kicinéennes 
d'une  droite,  et  li<'e.s  par  la  relalloii 


OJÎ  -^.  .  .  -f-  0)5  =  <). 


Enfin  il  senible  très  possible  que  la  Géométrie  des 
feuillets  Coiirnisse  l'occasion  de  trouver  de  nouvelles 
applications  géoinélriques  de  la  théorie  des  fonctions 
abéliennes  à  plus  de  deux  variables. 


[H9d] 

AITLICATIOX   M    I/KOIIATIOX    HES    TÉ(,K(.IIAPIIISTES    AUX 

SIHFACES  l;0\r  LES  IMA(iES   SPIIÉRIOIES   DES   LI(i\ES 

m  COIIIBIUE  SOiM  DES  LOXdlIJUMIIES; 

Par  m.  Émii.i.  TlRRIliRR. 


1.  Une  surface  (S)  étant  considérée,  par  rapporta 
des  axes  rectangulaires  Oa:jz,  comme  enveloppe  du 
plan 

X  cosœ  cos'i/  ^y  coscp  siinl/  -t-  z  sinç  =  rn, 

l'équation  difTérenlielle  des  images  spliériques  (dans 
la  représentation  de  Gauss)  des  lignes  de  courbure 
de  (S)  est 

(i)  d^- —  cos^ <^  d-y- -^ — — — '- d'^  d'\>  =  o  ; 

en  désignant  par/?,  q,  r,  5,  t  les  dérivées  de  la  fonc- 
tion TO  de  'j  et  de  t|/,  les  délerminanls  D,  D',  D"  de 
Gauss  ont  pour  expressions,  à  un  même  faclcnr 
près, 

D  —  HT  4-  r, 

\)'  =  c/  tango  -f-  s. 

D"  =  Tîj  cos^  *?  "^  '  —  P  cos  cp  sin  o. 


(     ■■'•2     ) 

L  ('miiitioii  (I  )  mel  en  ('•videiicc  ileiix  ckisses  <le  sur- 
faces :  celle  des  surlaces  iiioiilures  D=o,  pour  les- 
quelles les  lignes  de  courbure  ont  pour  images  sphé- 
riques  les  parallèles  el  les  méridiens  de  la  sphère,  et 
celle  des  surlaces 

D"  -  D  co^S'j;  =  (), 

surfaces  (jui  sonlles  inlégndes  de  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre 


(2; 


t  =  co*œ(/>sin'^  —  /coso  1; 


les  images  sphériques  des  lignes  de  courbure  de  ces 
dernières  surfaces  sont  des  loxodromies  inclinées  de  4')" 
sur  les  méridiens 


(  i  » 


*l.,„[,a„s(j^f,; 


2.  Soit  -  rargunienl  des  fonctions  hyperboliques 
liées  aux  fondions  circulaires  de  Tare  'i  par  les  rela- 
tions de  !M.  Laisanl 


In  transforma  lion 


tatiï'j;  =  sli-:  : 


cosc  cil' 


N    =  7;t(  I 


tiaiislorme    réquiition  (j  i    en   l  équation    des   télégra- 
phistes 


dV 


r/n 


d-  0.r- 


La  dêlevminalion  des  surfdces  dont  les  {mai; es 
sphéî'iqiies  des  lignes  de  cou/bure  sont  des  loxodro- 
mies (  3  )  est  donc  ramenée  à  r intégration  de  V équa- 
tion des  télégraphistes. 

On    peu!     prendre    |)our    intégrale  celle  (|ue  donne 


(  ^'^  ) 


M.  Poincaié  : 


;osç   /         Al  cos(- v/à- 


i)  -A, 


siiil  -.  v^"/.-~    I  • 


'■"'■'>  (/>., 


A,  el  Aj  désignant  deux  fondions  arbitraires  de),. 

3.   Les  inlégrales  particulières  connues  de  léqualion 
des  télégraphistes  donnent  les  surfaces 

T7T  =  a  coscp  cos']/  +  h  cosç  sin'!;  -i-  c  sin  (p. 


t"  ==  ?, 

T77  =:  '}  Sintf 


iu  ©  Log    tang  (  f        r  ) 


et  celle  qu'on  en  déduit  par  combinaison  linéaire;  à 
cette  dernière  solution,  on  pourra  appliquer  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes. 

La  première  solution  représente  un  point. 

La  solution  7îT  =  'l/sin'j  représente  V  hclicoïde 
gauclw.  à  plan  diiecleur.  seule  surface  mininia  dont 
les  lignes  de  courbure  ont  les  loxodromies  (.^)  pour 
images  sphériques. 

La  solution  m  =i  'i  est  transformée  de  la  précédente 
par  la  Iransformation  de  Bonnet,  transformation  qui 
laisse  invariarite  l'équation  (2)  (sans  donner  d'ailleurs 
aucun  résultat  intéressant  pour  léquation  des  télégra- 
phistes); cette  surface  est  donc  une  surlace  admettant 
le  plan  Oxy  pour  surface  ino_)enne.  Celte  surface 
est  aussi  une  surface  de  M.  Appelle  admettant  le 
point  O  |)Our  développée  moyenne;  la  projection  de  O 
sur  chaque  normale  se  fait  don<;  au  milieu  du  segment 
a^ant  pour  exi rémités  les  centres  de  courbure  princi- 
paux^ et  celle  projeclion  est  dans  le  pian  O .ry  :  c'esl 
à  ce  titre  que  je  considérerai  celte  surface  dans  un 
prochain  Mémoire  sur  les  Co/tsét/fie/iccs  de  deux  t/na- 


(  24  ) 

rèmes  de  M.  Bricard  concernant  les  tangentes  com- 
munes à  deux  quadviques  ('  ). 

Pour  terminer,  jeferai  observer  qu'on  peut  appliquer, 
aux  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  ont  des  loxo- 
dromies  pour  images  spliériques,  la  méthode  exposée 
par  M.  Goursatdans  ses  Leçons  sur  V intégration  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 
M.  Goursat  traite,,  en  particuber,  le  cas  où  les  images 
sphériques  sont  des  cercles  et  intègre  l'équation  cor- 
respondante 

,  0-  u  ,  ff-  u 

X- y- =  o  : 

Ox^       -^     Oy- 

(lans  le  cas  actuel  des  loxodromies  (3),  l'équation  est 

„  d^  u  0'^  u 

x^  - — -  +  r- =  o  ; 

dx-       -^    '{r- 

elle  ne  s'intègre  pas  par  l;i  méthode  de  Monge;  il  est 
aisé  de  la  transformer  en  des  équations  de  Laplace  à 
invariants  égaux  et  constants,  par  exemple  en  l'équa- 
tion 


[N'ii] 

co\séoie\(:es  de  deix  théorèmes  de  m.  imicAii» 

CO\CER\A\T  LES   TWGE.MES   COMMl  \ES  A    DEIX 
OIADRIOllES; 

Par  m.  Emile  TURRIÊRE. 


1.  On  doit  ;'i  M.  R.  Bricard  {Nouvelles  Annales,  1908) 
le  théorème  suivant  :  Si  une  droite  varie  en  touchant 

(')   Voir  le  présent  Numéro,  p.  24. 


(  ^-^  ) 

constamment  deux  quadriques  homofocales^  les 
plans  lanij^enls  menés  par  cette  droite  aux  diverses 
quadriques  liomofocales  aux  deux  premières 
forment  un  faisceau  de  grandeur  constante. 

Considérons  le  complexe  des  arèles  des  dièdres  de 
grandeur  constante  donnée  (Jonl  les  faces  touchent  une 
quadrique  donnée  Hq",  soit  (y)  une  courbe  plane  du 
complexe;  toute  tangente  ode  (y)  est  touchée  par  deux 
quadriques  H,,  H2  du  système  horaotocal  H  auquel 
appartient  la  quadrique  H^.  Puisque  0  est  un  ravon  du 
complexe,  la  congruence  des  tangentes  communes  àH| 
et  à  H2  appartient  au  complexe,  d'après  le  théorème  de 
M.  Bricard. 

Lorsque  Ô  varie  en  louchant  (y),  cette  congruence 
varie  en  dépendant  d'un  paramètre  et  engendre  le  com- 
plexe. Cette  congruence,  d'autre  part,  est  une  con- 
gruence de  normales  (Chasies)  à  une  famille  de  sur- 
faces dont  on  connaît  l'équation  (Liouville).  Une 
famille  à  un  paramètre  de  congruences  de  normales 
appartenant  au  complexe  étant  connue,  il  résulte  d'un 
théorème  fondamental  de  M.  Darboux  que  toutes  les 
congruences  de  normales  appartenant  au  complexe  sont 
connues;  toutes  les  surfaces  dont  les  normales  appar- 
tiennent au  conq)lexe  sont  elles  aussi  connues  et  leur 
équation  gi'iiéiale  se  déduit  de  l'équation  donnée  par 
Liouville,  sans  introduction  de  (piadralures. 

il  résulte  donc  du  théoième  de  M.  Bricard  que  le 
problème  de  Transon  est  résolu  pour  te  complexe 
des  arêtes  des  dièdres  de  grandeur  constante  donnée 
dont  les  faces  touchent  une  quadrique  donnée. 

Le  prol)lème  est  équivalent  à  celui  des  géodésiques 
d'une  (piadri(|uc  gém'rale. 

2.  (Considérons  le  cas  particulier  du  complexe  de 
Painvin  attaché  à  une  (juadrique  à  centre. 


(  ^6  ) 

Les  axes  coordonnés  Oxyz-  sont  rectangulaires;  />,, 
po.  />,,  p.,,  />5,  />c  désignent  les  coordonnées  plûcké- 
riennes  d'une  droite,  les  trois  premières  étant  les  cosi- 
nus directeurs. 

Le  comj)lexe  quadrali(|ue  spécial  attaché  à  la  qua- 
drique  à  centre  Ho  déqualion  tangentielle 

A«^-T-  Iic2—  Cu'^-=  I 

a  pour  équalion 

\pl-i-  iipl-T-  Cp^  —  }iCp\  —  CApl  —  \Bpl  =  o; 

par  simple  soustraction  des  premiers  membres  des 
équations  des  complexes  quadratiques  spéciaux  atla- 
chés  aux  deux  quadriques  H,  et  H.>  du  faisceau  liomo- 
focal 

•'■-      ,     .y-  -- 

-T r   -^  T- ^ r- — : I  =  o, 

A  -h  /.         B  —  A         C  -^  /. 

quicorrespondent  aux  deux  valeurs  symétriques  ).|  =  A, 
io  =  —  ">*>  du  paramètre,  on  vérifie  que  la  congruence 
commune  aux  complexes  quadratiques  spéciaux  atta- 
chés à  H,  et  à  H2  appartient  au  complexe  de  l'ainvin 

Pl^ Pl-^ PÎ  —  '  ^  -+-  ^^)pI  —  '  *^  "•"  ^'^^ pi  —  (  A  ^  B  )pl  =  o. 

attaché  à  la  (piadrupie  Hq.  Introduisons  les  coordon- 
nées de  Bonnet  par  les  formules  que  j'ai  données  à  la 
page  354  des  lYonvelles  Annales  àe  1909.  Les  surfaces 
dont  les  normales  appartiennent  au  complexe  de  Pain- 
vin  sont,  en  coordonnées  de  Bonnet,  intégrales  de  l'é- 
quation aux  dérivées  partielles 

-[i-r  UV)* 

OU    Ov 

=  (  B  —  C  ) (  a  +  i-  )2  —  (  C  -t-  A  )  f  «/ —  »•  j2  +  (  A  ^  B  M  ««^  —  I ;-, 

qu'on  peut  intégrer^  d'après  ce  qui  précède,  en  intro- 
duisant l'intégrale  de  Liouville. 


(  '^-7  ) 
3.    Une    piiinirrc    généralisation    du    complexe    de 
Piiinvin  esL  le  complexe  d  é(|iialion 

l'I  —  rl^ pI^J'^ i'\- l'I-  ri  ' 

des  droites  donl  la  distance  à  un  poinl  fixe  e>l  une 
fonclion  donnée  des  cosinus  directeurs:  ce  complexe 
est  un  des  complexes  invariants  flans  la  transformation 
de  droites  (pie  j'ai  ('-tudiée  dans  les  Nouvelles  Annales 
de  1909  (|).  2.")5  ).  Pour  \\\\  tel  complexe,  le  problème 
de  Transon  est  écpiivalent  à  lintégration  de  l'équa- 
tion 

Otts  Om        ,, 

—    —  =^  \-  {  u.  (•  I, 

Ou    Oi' 

et.  pai-  consé(|uont,  à  la  détermination  des  géodésiques 
de  la  surface  la  plus  générale  rapportée  à  ses  lignes  de 
longueur  nulle. 

Le  problème  de  I  rauson  pour  le  complexe  de  Pain- 
vin  étant  résolu,  il  en  est  donc  de  même  du  problème 
des  géodésiques  |)Our  les  surfaces  d'élément  linéaire 

<n  ,7'  -+-  V  )- —  l>t  ./■  —  r')--^  Cl  :rv  —  m-    ,      , 
as-  =  : : a.r  dy. 

(  1  -f-  TV  )* 

Il  en  résulte  encore  qu'on  peut  déterminer  et 
ramener  à  la  détermination  des  géodésicpies  d  une 
quadrique  à  centre  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité d'un  corps  solide  quelcon(pie  à  point  lixe  O, 
chacpie  éb-ment  du  corps  étant  allir(''  ou  icpoussé  par 
trois  |)lans  reclaugulaircs  (ou  par  trois  axes  rectangu- 
laires) passant  par  O  proporlionnellement  aux  dis- 
tances de  cet  élément  aux  plans  (ou  aux  axes). 

-4.  Dans  le  (;ks  |)arl  icidicr  où  le  conq)l('xc  général 
du  n"  3  est  de  révolution  aiitoiir  de  O  :;,  F  est  une  fonc- 
tion (pielcoïKpie  du  |)!-oibiil  m",  les  ('(piations  dilb-ren- 


(  -^  ) 

lielles  des  caractéristiques  présentent  alors  la  combi- 
naison intés:rable 


./( ''" 


(  " 

dont  se  déduit  une  intégrale  complète 

,       u        /  i/«f  F  +  a^ 
TïT  =  a  \Ms h  /    a(  iiv  )  -f-  const. 

Il  est  encore  commode,  pour  ce  même  cas,  de  con- 
sidérer les  surfaces  dont  les  normales  appartiennent 
au  complexe  comme  enveloppes  du  plan 

X  cosç  cos'ii  -^  y  cosç  sin  'i/  —  ^  sino  =  rn; 

l'équation  à  intégrer  est  à  variables  séparées  (propriété 
des  complexes  de  révolution)  : 

on  retrouNC  ainsi  l'intégrale  complèie  précédenle. 

Les  considérations  relatives  aux  complexes  de  Pain- 
vin  de  révolution  s'appliquent  au  cas  particulier  inté- 
ressant, du  moins  au  point  de  vue  historique,  du  com- 
plexe spécial  des  tangentes  à  une  sphère  de  centre  O. 
L'intégrale  complète  est  alors 

—  =  a<\  -\-  arc  lang^  —  a  arc  tang(ai)-<-  b; 

R  représente  le  rajon  de  la  sphère;  a  et  b  sont   deux 
constantes,  et  l'on  a  posé 


\/  i  —  a^t 


V' 


5.  Une  autre  généralisation  du  complexe  de  Painvin 
attaché  à  une  quadrique  à  centre  est  le  complexe  des 


{  ^9  ) 
sécantes  harinopiiquesdedeaxsplières  (Loria  et  Segre). 
Prenant   pour  axe   O:;   la    ligne  des  centres    et    pour 
plan  Oxy  le  plan  ladical,  l'équation 

-+-{a  —  h)(  ptp:,  —  p..  Pi  )  —  aù/t'^  =  o 

représente  le  complexe  des  droites  qui  coupent  liarmo- 
niquement  les  deux  sphères 

x-  -{- y^  -f-  «'  —  ■?.az  —  c  =^  o,         x^  -^  y-  ^  z-  —  ib z  —  c  =  o. 

L'équation  des  surfaces  dont  les  normales  apparlieuneut 
au  complexe  est 

-—  1  H TT      —  {a  -k-  b  )  sin  es  —  —  ab  siii-o  — ^  c  =  o; 

\<rz  I        fos'-tp  \dii  /  '  f>o 

les  variables  se  séparent  el,  en  posant 

«  =  siii'i,  R  =  Au?<^ -+- A]  «2_|_  \^^ 

4Ao=(rt  — 6/2^         —  2  A,  =  «-M- 6^-1- 2c, 

(a-t-/>V2 

\i=  -, — i-  c  —  A^, 

I 

on  a  l'intégrale  complète,  dépendant  d'intégrales  ellip- 
tiques des  trois  espèces, 

^=.A.^+^^:ii:^.-^B-^(A„4-A,)r^ 

-+-  Ao  /  — pr-  -+-  (  Ao  4-  A,  H-  A2  )  /   -—  ; 

A  el  B  sont  des  constantes. 

6.  Dans  tout  ce  qui  |trécède,  nous  avons  supposé 
que  le  complexe  de  l^ainvin  élait  attaché  à  une  qua- 
driqtie  à  centre.  (>onsi(léroiis  mainlcnant  le  cas  des 
complexes  de  l'ainvin  attachés  aux  paraboloïdes,  com- 
plexes   qui    interviennent    dans    la     théorie    des    axes 


(    3o    ) 
d'inertie  des  systrmes  inaléricls  de   masse  lotalc  mdU*. 
Etant  donné  un  paiaboloïde 

Au-  ~  Ri-  —  2(1'  -^  >J  II-—  (•■-  -f-  ^v-  )  =  o, 

ré(jiialion  du  coni|)lexe  quadratique  spécial  attaché  à 
ce  paraI)oloïde  est 

pi  —  i(\-+-  'i.) p^p;  —  •>.(  B  -4-  À  l/'i/?.-, 

—  >.('  B  —  À  )p\  —  Al  A  -^  À  )/>5  —  (  A  -t-  X  )  (  B  -f-  'i.)pl  —  o  ; 

la  congruence  commune  aii\  deux  complexes  spéciaux 
altacliés  aux  paraboloïdes  de  j)aiamètres  À  et  —  A  du 
faisceau  liomofocal  ap|)artient  au  complexe  de  Painvin 

2'  /'3/>4  —  p\  p-o)  -I-  B/?f  ^  A  /)|  —  l'A  -+-  B  )  pi  —  o, 

attaché  au  paraboloïde  de  paiam«'tre  nul:  le  théorème 
de  M.  Bricard  est  ainsi  vérilié  dans  ce  nouveau  cas 
particulier. 

^r  désignant  une  fonclion  arbitraire  de  'h,  l'équation 
générale  des  surfaces  dont  les  normales  appartiennent 
au  complexe  est 


•->.  TU  =  si n  9  (  A  cos -  i  -f-  B  si  n 2  '!/  ) 

—  (  A  +  B  )  Log    tang  {t-\-  1:  \ 


Le  terme  logarilhn)if|uc  dispaïaîl  dans  Je  cas  où  le 
paraboloïde  est  équilatère  :  l'é(piation  générale  des 
surfaces  dont  les  normales  a|)|)artiennenl  au  complexe 
de  Bal!  (The  theorr  of  screivs,  p.  21)  est  donc 


'2  ra  =  A  s i  n  c;  cos  ?.  'l 


W. 


7.  Dans  les  ^  m/iel/es  Annales  de  1909,  revenant 
sur  son  travail  de  1908,  M.  Hi-icard  a  donné  un  nou- 
veau tliéorème  Siif  les  qaadriques  eiiconscrites  à 
deux  sphères.  De  ce  second  théorème,  en  se  bornant 


(  ■'•  ) 

aux  complexes  de  Painviii,  il  résiilie  que  la  con- 
fluence des  tangentes  communes  à  deux  sphères  {^') 
et  (S')  appartient  au  complexe  de  Pain  vin  attaché 
à  la  quadrique  dégéni'rée  tangentiel lement  en  les 
deux  centres  de  similitude  i  et  o-'  des  deux  sphères. 

Maintenons  fixes  les  centres  S  et  S'  des  deuxsphcrcs 
et  constant  le  rappoil  des  rajons  :  o"  et  t'  sont  alors 
fixes,  et  la  congiuenee  engendre  le  complexe.  En 
d'autres  termes,  il  résulte  du  second  tliéorème  de 
M.  Bricard  que  le  complexe  des  droites  dont  le  rap- 
port des  distances  à  deux  points  est  constant  est 
identique  au  complexe  de  Painvin  attaché  à  une 
quadrique  dégénérée  tangcntiellement  en  deux 
points.  Nous  retrouvons  ainsi  un  théorème  du  Mi'- 
nioire  de  AI.  ^éry  Sur  les  courbes  pour  lesquelles  le 
rapport  des  distances  de  leurs  tangentes  à  deux 
points  fixes  est  constant  [Nouvelles  Annales,  1902). 

Ce  complexe  est  une  dégénérescence  du  complexe  de 
Painvin  attaché  à  une  quadrique  de  révolution,  et,  à  ce 
titre,  il  est  une  d(''gén(''rescence  du  complexe  des 
sécantes  harmoniques  de  deux  sphères  :  les  deux 
sphères  sont  alors  tangentes. 

Voici  de  nouvelles  propriétés  de  ce  complexe;  la 
première  est  imtiiédiate  ;  quant  à  la  seconde,  qui  con- 
stitue une  extension  d'un  théorème  de  M.  Darboux. 
j'en  donnerai  la  démonstration  ultérieurement. 

Si  u/i  quadrilatèie  articulé  garœhe  ABCD  à  dia- 
gonales AC  et  liD  orthogonales  se  déforme,  deux  de 
ses  sommets  consécutifs  A  et  M  restant  fixes,  la  per- 
pendiculaire commune  aux  diagonales  engendre  le 
complexe  de  Painvin  pour  la  quadrique  formée 
par  les  points  A  et  B. 

De  n)ème,  si  un  quadrilatère  articulé  gauche 
WICD,  provenant  de  la  déformation  d' un  quadri- 


(  32  ) 
latère plan  circonscriptible  à  un  ct^rcle^se  déforme, 
deux  df  ses  sommets  consécutifs  A  et  B  restant  fixes, 
la  droite  lieu  des  centres  des  sphères  inscrites  au 
quadrilatère  gauche  ABCD  engendre  un  complexe 
de  Painvin  attaché  à  une  quadrique  dégénérée  en 
deux  points.  Ces  deux  points  sont  les  extrémités  du 
segment  qui  divise  harmoniquement  les  deux  dia- 
gonales AC  et  BD  du  quadrilatère  quand  il  est 
amené  dans  la  position  pour  laquelle  il  a  ses  quatre 
sommets  en  ligne  droite.  • 

Réciproquement  lout  complexe  de  Painvin  pour  une 
quadrique  dégénérée  en  deux  points  est  susceptible 
d  une  lelle  génératiou. 

8.  Daus  le  cas  où  les  deux  sphères  (S)  et  (S')  qui 
figurent  dans  l'énoncé  du  théorème  de  M.  Bricard  sont 
égales,  le  complexe  est  le  complexe  des  droites  équi- 
distantes  de  deux  points. 

Les  cotés  opposés  AD  et  BC  du  quadrilatère  articulé 
circonscriptible  à  une  infinité  de  s[)lières  sont  alors 
égaux. 

Le  complexe  0  des  droites  équidistantes  de  deux 
points  A,  B  est  identique  au  complexe  des  droites  sur 
lesquelles  les  projections  d'un  point  fixe  (milieu  O 
de  AB)  sont  dans  un  plan.  Il  appartient  à  ce  litre  à 
une  classe  importante  de  coin|)le\es  admettant  une  sur- 
face podaire  que  j'aui*ai  l'occasion  d'étudier  dans  un 
Mémoire  Sur  1rs  surfaces  de  M.  Appcll. 

Le  complexe  0  est  le  même  si  l'on  remplace  A  et  B 
par  les  extrémités  d'un  autre  segment  de  même  direc- 
tion et  de  même  milieu. 

Le  complexe  0  est  celui  des  sécyntes  d'une  sphère 
ayant  leurs  milieux  dans  un  plan  diamétral  donné  :  c'est 
bien  là  une  dégénérescence  du  complexe  de  Battagliiii. 


(  33  ) 
En  pienanl  O  pour  origine  et  AB  sur  Oz,  l'équation 
du  complexe  il  est 

le  complexe  est  donc  un  cas  particulier  (ellipsoïde  de 
révolution)  du  complexe 

a-p-i  p\  —  b^'PiPïy  =  •> 

des  cordes  de  l'ellipsoïde 

X^  y  2  -2 

ayant  leurs  milieux  dans  le  plan  principal  Oxy 
(Amigues);  c'est  encore  là  une  nouvelle  dégénéres- 
cence du  complexe  de  Battaglini. 

Le  complexe  i.2,  élant  un  complexe  de  Battaglini  et 
étant  son  propre  polnire  réciproque  par  rapport  à 
toute  sphère  de  centre  O,  est  un  complexe  d'As- 
chieri. 

Le  cône  du  complexe  Q  avant  pour  sommet  un  point 
quelconque  M  de  l'espiice  admet  pour  sections  cycliques 
les  plans  normaux  à  la  génératrice  OM  et  à  la  généra- 
trice parallèle  à  Oz. 

La  courbe  du  complexe  située  dans  un  plan  quel- 
conque est  une  parabole  d'éléments  immédiatement 
connus. 

La  surface  du  complexe  correspondant  à  une  droite 
quelconque  de  0.rvest  un  cvlindre  parabolique. 

Je  lermnieiai  l'éiiuméralion  des  propriétés  du  com- 
plexe Q  en  l'appebinl  <pic  je  l'ai  considéré  à  la  page  256 
des  Nomclles  Annales  de  '909  comme  transformé  du 
complexe  linéaire  spécial.  Ce  même  com|)lexe  Q  a  été 
étudié  par  Eck  dans  son  Mémoire  :  Ueber  die  \'erlhei- 
lung  der  Axen  von  Rotation  Fldchen  2  grades 
Ann.  de  Malhémat.,  4°  série,  t.  X.  (Janvier  1910.)  3 
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ivelche  duj'ch gegebene  Punckte gehen  ('Dissertation 
von    Munster,    1890)    et   par  Sturm  à   la   pag^e  364  du 
Tome  I  de  son  Ouvrage  :  Die  gebilde  lundli  Grades 
der  Liniengeometrie, 

9.  Tandis  que  le  premier  théorème  de  M.  Bricard 
conduit  à  la  solution  du  problème  de  Transon  pour  le 
complexe  de  Paiuvin  général,  le  second  théorème  ne 
permet  pas  de  résoudre  ce  même  problème  pour  le 
complexe  de  Painvin  dégénéré  :  la  congruence  des  tan- 
gentes communes  à  deux  sphères  n'est  |)as  une  cou- 
gruence  de  normales.  Mais,  ce  complexe  étant  de  révo- 
lution, le  problème  est  résoluble  a  priori. 

Je  m'occuperai  uniquement  du  complexe  ù  des 
droites  équidistanles  de  deux  points  :  on  connaîl  alors 
une  famille  de  surfaces  non  parallèles  (cylindres  fie 
révolution  autour  de  droites  du  plan  O xy  issues  de  O) 
dont  les  normales  apnarliennent  au  complexe.  Dès  lors 
le  problème  est  résoluble  sans  quadrature,  d'après  le 
théorème  fondamental  de  M.  Darboux. 

Effectuons  une  transformation  de  contact  :  prenons 
les  podaires  pai-  rapport  à  O.  La  podaiie  d'un  cylindre 
d'axe  passant  par  O  et  situé  dans  O  xy  est  un  cercle  de 
centre  O  et  de  diamètre  O  z.  La  surface  (1>)  la  plus 
générale,  dont  les  normales  appartiennent  au  com- 
plexe ti,  est  antipodaire  par  rapport  à  O  de  la  sur- 
face cerclée  la  plus  générale  (S)  engendrée  par  un 
cercle  de  centre  O  et  de  diamètre  O2.  En  d'autres 
termes,  (S)  est  la  transformée  apsidale  par  rappoitàO 
d'une  courbe  générale  du  plan  Oxy. 

Ce  théorème  est  d'ailleurs  un  cas  particulier  du 
théorème  suivant  :  La  surface  la  plus  générale  dont 
les  normales  appartiennent  au  complexe  des  droites 
sur  lesquelles  le  point  fixe  O  se  projette  en  les  points 


(     .k",    ) 

d' un  coiie  de  sommet  O  est  anlipodaire  par  rapport 
à  O  de  ta  surface  transformée  apsidale  par  rapport 
à  O  d' une  courbe  quelconque  tracée  sur  le  cône. 

10.   Signalons  quelques  propiiélés  des  surfaces  (S) 

et  (S). 

La  surface  (ï)  la  plus  générale  esl  enveloppe  du 
plan 

X  cos«2  cos'j/  -f- jv  coso  siicL  —  3  sir»  Ci  =  ttt, 

m  n'élanl  fond  ion  que  de  'l. 

Les  lignes  de  niveau  de  (S)  et  celles  de  sa  podaire(S) 
se  correspondenl  :  en  général,  la  cole  d'un  poini  d'une 
surface  définie  en  coordonnées  C2  et  'h  esL 


ra  sin  o    •-  —  roses  ; 

C>Ci 


pour  une  surface  (Si,   g  se  réduit  à  rosincp.  c'esl-à-dire 
à  la  cole  du  point  (;orrespondaiil  de  la  j)odaire  (S). 

Sur  la  podaire  (S),  les  cercles  (•})  et  les  courbes 
(tracées  sur  des  cônes  de  révolution  aulour  de  O z) 
correspondant  aux  courbes  (  cp)  de  (S)  sont  orthogo- 
naux. Il  esl  évident  a  priori  (pic  les  courbes  trajec- 
toires orlliogonales  sur  (S)  des  certdes  générateurs  sont 
détcrniinahics,  piiiscpie  l'axe  O  :;  et  la  trace  de  (S) 
sur  ()./)•  sont  soliilioiis  doubles  de  l'équiition  de  liic- 
cati  dont  dé|)eiidcnt  ces  trajectoires.  Il  résidle  de  l'ex- 
pression de  l'élément  linéaire  de  la  surface  podaire 
d'une  surface  quelconque 


>h-\  - 


1  l)V^ 


,l".-'- 


<lb- 


que  ces  liajc(  ton  c>  orlliogonales  sont  b  -  i  oui  bcs  ('},): 


(  :^^>  ) 

c'est  là  une  propriété  ttaïucl  én'siiqiie  des  siirCaces  (S) 
et  des  surfaces  de  révolution  autour  de  Oz.  Les 
projections  su?'  Or  y  des  trajectoires  orthogonales 
des  cercles  générateurs  de  la  surface  (S)  sont 
honiotliétiques  par  rapport  à  O  de  la  trace  de  (S  ) 
sur  Ojcy.  Celle  trace  n'est  autre  d'ailleurs  que  la 
courbe  transformée  apsidale  de  (S),  après  loiaiion 
d'un  angle  droit  autour  de  O  z  ('). 

il.  Après  avoir  indiqué  ces  quelques  propriétés 
générales,  je  donnerai  quelques  exemples  de  sui-faces 
cerclées  (S). 

I.  Une  surface  (S)  classicpie  (qui  donna  d'ailleurs 
lieu  à  diverses  questions  des  Nouvelles  Annales)  est 
la  surface  engendrée  par  les  sections  circulaires  dia- 
métrales d'une  famille  d'elli|isoïdes  homofocaux. 

D'une  façon  générale,  toute  surface  (S)  peut  être 
envisagée  comme  lieu  des  sections  circulaires  diamé- 
trales   d'une    famille    à    un    paramètie    de   qiiadriques 


(')  Nous  venons  de  déicriiiiner  les  surfaces  telles  que  les  courbes 
(  »  )  el  (<^)  sont  orthogonales  sur  la  podaire.  Signalons  incidemment 
que  les  surfaces  (II)  telles  que  les  courbes  (s)  et  (-y)  soient  con- 
juguées sur  la  podaire  sont  intégrales  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre 

,'   il- m  Om  ,  ^yn   i)T7] 

n -; l a n  "  a     —  »  —  — r  —  o. 

\iri  iK        ()-i        '^  ■   '  fji  i)-;^ 


La  transformation  nra' =  i  (du  groupe  que  j'ai  considéré  à  la 
page  oïl  des  A'ouvelles  Annales,  de  1999)  transforme  ces  sur- 
faces (II)  en  les  surfaces  moulures 


on  a  donc 


«1>  désignant  une  fonction  arbitraire  de  s,  et  M'  une  fonction   arbi- 
traire de  ■^. 


Ij 

/-n 

tanj; 

0 

?C't' 

ÎT7(«1> 

-f-M- 

cos  9  ; 

1  =  I, 

(  3;  ) 
coaxiales;  lorsque  c'est  la  famille  homofocale 


y2  zl 

^ i  =  o         (a2>c-i>62), 


6"  -+-  > 


la  surface  (S)  a  pour  équation  en  coordonnées  ellip- 
tiques 

et  en  coordonnées  cartésiennes 

c'est  une  dc'j^énérescence  de  la  surface  des  ondes  de 
Fresnel;  elle  est  transformée  apsidale,  par  rapport  à 
son  centre,  de  l'hyperbole  focale  du  faisceau. 

II.  La  surface  (S)  transformée  apsidale  de  la  spirale 
d'Archimède  de  pôle  O  est  la  podaire  de  la  surface  (S) 
d'équation 

cette  surface  (S)  est  une  surface  de  M.  Appell  que  j'ai 
déjà  considérée  dans  une  Note  sur  V Application  de 
l'équation  des  télégraphistes  aux  surfaces  dont  les 
images  sphériques  des  lignes  de  courbure  sont  des 
loxodromies  ('  ). 

III.  La  surlace  (S)  d'équation 

est  une  dégénérescence  de  la  surface  des  ondes  de 
Fresnel;  elle  est  transformée  apsidale  d'une  droite. 
Elle  est  engendrée  par  des  courbes  qui  se  projettent 
surOj^-v  suivant  des  ellipses  homofocales. 

Si  le  plan  Oyz  est  supposé  horizontal,  les  lignes  de 
plus  grande  pente  de  cette  sjirface  sont  les  cercles  gé- 

(')  .\oia-efh's  Annales.  mt':ine   l'uiiic.  |>.    >.'\. 


(  ;3<s  ) 

iicraleiirs.  On  connail  donc  un  résean  orllioyonal  liacé 
sur  celle  surfac(i  el  fortné  de  deux  syslènics  de  co- 
ni(|iies. 

l\  .  La  surface  (S)  dëqnation 

esl  engendrée  par  des  cercles  qui  se  projeltenl  snrOy:; 
snivanl  des  ellipses  d'aire  conslante;  elle  esl  liansfor- 
mée  apsidale  de  la  courbe  d'équalion  polaire 

r-  cosO  =  c'^  ; 

les  Irajectoires  orlliogonales  des  cercles  générateurs  se 
projellent     orlhogonalemenl    sur     O^;)'     snivanl     les 

courbes 

r-  «in  0  =  con?t.  ; 

ces  courbes  sont  inverses  d  une  courbe  reniarcjuable 
qu'on  rencontre  fréquemmcnl  :  projeclion  des  asvnip- 
lotiquesdu  conoïde  de  Wallis  ;  hodographe  du  pendule 
simple,  dans  un  cas  parliculier  ;  méridienne  du  solide 
de  moindre  altraclion:  méridiennes  des  surfaces  équi- 
polenlielles  des  doublet>,  elc.  ('). 

V.  Comme  der.iicr  e\em|)le  de  surface  (S),  je  signa- 
lerai le  suivant  :  si  quatre  cercles  de  centres  fixes,  de 
rajons  variables,  les  différences  des  rayons  deux  à  deux 
étant  constantes,  sont  assuj(;ltis  à  être  quatre  cercles 
d'une  même  sphère  (s|)hère  qui  dès  lors  engendre  un 
faisceau  ),  chacun  de  ces  quatre  cercles  engendre  une 
surface  (S)  particulière. 

1^.    Le  complexe  lî  app  iitient  à  une  classe  iinpor- 

(')  On  Irouvera  les  courljcs  /•- =  6- r.os6  et  leurs  Irajecloiies  or- 
thogonales /■  =  rtsin-6  représenlécs  à  lu  figure  87  (  p.  '|5)  du  Traite 
de  Mccaniijiie  rationnelle  rlc  .M.   tl.  lÎDUasse. 


(  ^9) 
tante  de  complexes  pour  lesquels  le  problème  de 
Transon  se  résout  par  trois  quadratures. 

Considérons  un  complexe  dont  l'équation  est  linéaire 
et  homogène  en  /^, ,  />5,  /?«,  les  coef(icienls  étant 
trois  fonctions  homogènes  et  de  même  degré  de 
\Jp'\  -+-  pt  -^ pI  et  de  chacune  des  trois  coordonnées  res- 
pectives yc»i, /^2> />3  !  en  d'aulres  termes,  cette  équation 
est,  en  tenant  compte  de  la  relation  yo^  -^  fl  -^  pl  ^=  h 

l'i/;;-}-  Po/'s^-  Ps/'G^  ", 

P,,  Pj,  1*3  étant  trois  fonctions  données  respectivement 
de/?,,  de  /?2,  de  />^. 

L'é([ualion  linéaire  dont  dépendent,  en  coordonnées 
de  Bonnet,  les  surfaces  dont  les  normales  appartiennent 
au  coni[)lexe  peut  être  mise  sous  la  forme 

.-^         l)(  a,  1-) 
ou 

D(7;t,V)   _ 

en  posant 

V  =  f\>,  dp,^  fv,  dp,-^  j  l'3  dp,: 

toutes  les  surfaces  cherchées  sont  données,  par  consé- 
quent, par  la  formule 

n(m)  =  ri'i  ^fpi  +  / ^2 dp,^  f\\ dp,., 

dans  laquelle  fl  est  une  lonclion  arbitraire  de  rn. 

En  prenant  pour  P,,  Pj,  P;,  trois  dérivées  de  fonc- 
tions connues,  le  problème  se  résout  sans  quadrature. 
Un  premier  exemple  est  celui  du  complexe  ti, 


-/(fO 


(  4o  ) 

et  du  complexe  plus  général  (n"  8)  des  cordes  d'un 
ellipsoïde  dont  les  milieux  sont  dans  un  plan  principal 

Pi  Pi  \p':  / 

celte  classe  importante  de  complexes  conllenl  le  com- 
plexe des  droites  rencontrant  une  droite  issue  de  O,  le 
complexe  tétraédral,  le  complexe  polaire  réciproque, 
par  rapport  à  une  sphère  de  centre  O,  du  complexe  des 
génératrices  des  quadriques  homofocales  et  liomothé- 
IJques,  etc. 

P. -S.  —  Dans  cette  ^lOte,  je  me  suis  préoccupé 
d'exposer  quelques  conséquences  des  deux  théorèmes 
si  simples  et  si  curieux  de  M.  Bricard.  Je  publierai  pro- 
chainement un  ensemble  de  recherches  sur  le  problème 
de  Transon  ;  je  montrerai  comment  un  théorème  de 
M.  Darboux,  théorème  dont  Sophus  Lie  a  indiqué  des 
applications,  conduit  à  diverses  méthodes  nouvelles 
pour  déterminer  les  congruences  de  normales  apparte- 
nant à  un  complexe  donné. 


CERTIFICATS  D'ANALYSE  SUPERIEIKE. 


Lille. 
I.   Question  de  cours.  —  i°  Démontrer  que  le  produit 


n(-7,) 


est  convergent  pour  toute  valeur  de  z. 

2°  Enoncer  et  démontrer  les  propriétés  de   la  fonction 


(  4i  ) 

s{z)  dé Jinie  par  ce  produit,  ainsi  que  de  la  fonction 

s'(z) 


X{z) 


s(z, 


3"  Démontrer  que  l'on  a  sinT.z  =  e^^'^s(z),  G(z)  étant 
une  fonction  entière.  Déterminer  cette  fonction  G(z). 

4"  Relations  entre  les  fonctions  '/.'(  z)  et— En  dé- 

duire  la  somme  des  séries  de  la  forme 

Il  I 

i/'    '    •.*/'        3/'    '   ■  *  ■' 

p  étant  un  entier  positif . 

n.  Problème.  —  On  considère  l'équation  différentielle 
du  deuxième  ordre 

t"'  y" 

(i)  y  —  xy'  -^ (y  —  xy"  )^-—y"-^=  o. 


i"  Démontrer  qu'elle  admet  comme  intégrale  /générale 
un  trinôme  du  deuxième  degré  dont  deux  coefficients  sont 
arbitraires. 

■i"  Démontrer  qu'elle  admet  en  outre  une  solution  sin- 
gulière, dépendant  d'une  constante  arbitraire,  et  satisfai- 
sant à  une  équation  du  premier  ordre 

(■i)  Vix,y.  y')  =  o. 

3"  Former  l'équation  (i  )  :,  l'intégrer  ;  chercher  si  elle 
admet  elle-même  une  solution  singulière,  satisfaisant  ou 
non  à  l'équation  (  i  ). 

(Juillet  1909.) 

Nancy. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Définir  un  système  complet  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  linéaires  et 
liomogènes.  Etablir  ses  propriétés  immédiates.  Systèmes 
complets  jacobiens.  Démontrer  qu'un  système  complet 
de  m  é</uations  à  m  -)-  n  variables  indépendantes  admet 
n  intégrales  distinctes. 

II.    Intégrer    l'équation     aux    dérivées    partielles      du 


(    42     ) 

second  ordre 

(rx  -^ p)(  t  -T-  \)  —  s( SX  —  cj  —  y )  =  o. 

EpBEUVE  PRATIQUE.  —  Intégrer  le  système 

ix-iXi p\^  xiXi,p!,-\-  x\x^p^=^  o, 

iXiPi  —  Xip^^  X5pr,=  o. 
X^xlps-^  XiX3X'^p<,-h  XiXzX-^pi  —  o. 

(Juin  igoS.) 
Toulouse. 

Epreuve  écrite.  —  \.  i"  Soient  deux  coniques  S  et  S| 
ayant  pour  équations  trilinéaires  respectives 

(S)  .r-2-^j2-i-2  2==o, 

(Si)  ax--\- by- -^  cz-^=  o. 

On  considère  un  triangle  .^BC  circonscrit  à  S  ayant 
deux  sommets  A  e<  B  sur  S].  Exprimer-  tes  coordonnées  du 
point  C  au  moyen  de  celles  du  point  de  contact  .M  de  AB 
avec  S. 

2°  En  se  servant  des  formules  précédentes,  trouver  la 
relation  qui  existe  entre  les  racines  a,  b.  c  de  l'équation 
en  K  des  deux  coniques,  s'il  existe  un  triangle  inscrit 
dans  Si  et  circonscrit  à  S.  Si  cette  relation  est  vérifiée, 
montrer  qu'il  existe  alors  une  infinité  de  triangles  ayant 

Fig.  I. 


la  propriété  précédente.  Trouver  la  forme  de  la  relation 
considérée  quand  on  introduit  les  invariants  simultanés 
B,  A,  6|.  Al  des  deux  coniques. 


(.  i-'^  ) 
y  Aiiplifjucr  <i  nue  ellipse  S  et  à  an  cercle  Sj  ayant 
son  centre  sur  le  f^rand  axe.  Montrer  qu'il  y  a  deux 
cercles  de  centre  donné  oj  sur  le  grand  axe  et  répondant 
à  la  question.  Etablir  que,  w  se  déplaçant  sur  le  grand 
axe,  V enveloppe  de  ces  deux  cercles  est  un  système  de 
deux  cercles. 

II.  Ui,  U2,  U3,  Ui  désignant  quatre  fonctions  de  la  seule 
variable  u  et  V],  Vi,  V3,  V.,  quatre  fonctions  de  la  seule 
variable  v,  on  considère  la  sur/ace  S  définie  par  les  équa- 
tions 

lii-Vt  U2^V2  U3^V. 

qui  expriment  en  fonction  de  deux  paramètres  u  et  i'  les 
coordonnées  cartésiennes  ^r,  y,  z  d'un  point  de   S. 

1"  Établir  que  les  deux  Jamilles  de  courbes  (u)  et  (  c  ) 
sont  conjuguées. 

■>."  Indiquer  quelle  est  la  nature  de  la  développahle 
circonscrite  à  S  le  long  d'une  des  courbes  (  u)  ou  (  i"  )  ; 
examiner  le  cas  dans  lequel  l'une  des  fonctions  U;.  V,  se 
réduit  à  une  constante  et  celui  dans  lequel  ces  deux  fonc- 
tions sont  constantes. 

0"  Déterminer  les  lignes  asyniptotiques  de  S  dans  te  cas 
particulier  où  les  formules  (i)  sont  les  suivantes  : 

X  =  u-,        y  =  V-,         z  =  u^ —  ('■'. 

EpRELVK  PRATiQi  K.  —  On  Considère  la  fonction  u  de  z  dé- 
finie par  l'équation 

u^-^  ■—-  {\.  -\-  z)  u  -^  i  —  32  =  (». 

V  •'- 

Soient  K],  «2,  «3  les  racines  de  cette  équation  pour  z  =  o; 
«1  est  réelle  et  négative  ;  le  coefficient  de  i  dans  u^  est  po- 
sitif, dans  u.i  il  est  négatif. 

i"  Trouver  les  points  de  ramijiculion.  Indiquer  quelles 
sont  les  déterminations  qui  se  permutent  autour  de  chacun 
d'eux.  (On  remarquera  que  l'équation  n'a  jamais  de 
racine  réelle  pour  z  purement  imaginaire.  ) 

•1"   Trouver,  //mis  le  voisinage  du  poi/if  j  =    -  1,  les  trois 


(  44  ) 

premiers  termes  du  développement  des  trois  racines  suivant 
les  puissances  fractionnaires  de  z^\. 

3°   Tracer  des  coupures  qui  rendent  uniforme  chacune 


Fiî 


des  trois  déterminations  ;  A,  C,  D,  E,  F,  B  désignant  les 
points  dont  les  coordonnées  sont  respectivement 

(—1,-1),     (~2,  o;,     (o.  3),     (o,  —  3), 

(>,  o),     (+  I,  -i-i), 

on  part  du  point  A  avec  la  détermination  U\,  en  suivant  le 
chemin  indiqué  ci-contre  AGDOEFB  ;  avec  quelle  déter- 
mination arrive-t-on  en  B? 

(  Juillet  u)o8.  ) 

Epreuve  écrite.    —   I.  Indiquer  les  diverses  valeurs  que 
peut  prendre  l'intégrale 

r'  dz 

.(    (--3)v/i-3-^ 

quand  on  va  dans  le  plan  complexe  du  point  z  =  o  au 
point  z  =:  i  en  suivant  un  chemin  arbitraire. 

II.   (Jn  considère  la  surface  S  enveloppe  des  plans 

•i  a:r  -H  -2  3  V  —  (  I  —  a2  —  ^«  )2  =  ■?.f(  a,  .3 ) 
qui  dépendent  des  deux  paramètres  a  et  '6. 


(  4.^  ) 

I"  Trouver  l'expression  la  plus  générale  de  fit, '^j)  de 
manière  que  les  lignes  a  =  consf.,  p  =  const.  soient  les 
lignes  de  courbure  de  la  sur/ace;  ce  sont  alors  des  courbes 
planes. 

•j."  Déterminer  tous  les  cas  où  ces  lignes  de  courbure 
sont  circulaires. 

3"  Parmi  ces  dernières  surfaces  il  en  existe  une  dont  les 
rayons  de  courbure  sont  en  chaque  point  égaux  et  de 
signes  contraires.  Trouver  ses  lignes  asymptotiques. 

Eprkkvk  l'RATiQi  k.  —  On  coupe  l'ellipsoïde 

a'-         b-         c- 

par  un  plan;  déterminer  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité de  l'un  des  volumes  limités  par  le  plan  et  l'ellipsoïde. 
En  déduire  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  volume 
limité  par  l'ellipsoïde  et  deux  plans  quelconques  n'ayant 
aucun  point  commun  à  l'intérieur  de  l'ellipsoïde. 

(Novembre  1908.) 

EpREivK  ÉCRITE.  —  I.  On  considère  la  surface  2,  enve- 
loppe du  plan  P, 

-i'xx  —  ■i.'^y  -^  (  t^  ^  j32_,)-^_(f3î__  a2)(a2-(-  p2_^3)  =  o, 

où  %  et  ^  sont  des  paramètres. 

1°  Calculer  les  coordonnées  du  point  de  contact  .M  de  V 
avec  son  enveloppe  et  l'élément  linéaire  de  la  surface. 

■x"  Déterminer  les  lignes  de  courbure  de  2  {ces  lignes 
sont  planes)  et  aussi  ses  lignes  itsyrnptotiques.  Que  sont  ces 
lignes? 

5"  Les  plans  des  deux  lignes  de  courbure  cjui  passent 
en  M  coupent  les  plans  coordonnés  yOz  et  xOz  suivant 
deux  droites  \)  et  A  dont  on  demande  les  trajectoires  or- 
thogonales. 

1"  Montrer  que  les  droites  per/wndiculaires  à  P  qui 
s'appuient  sur  \)  et  A  engendrent  une  congruence  de  nor- 
males :  quelles  sont  les  surfaces  normales  à  ces  droites? 

II.  Etant  donnés  trois  points  \\  Q,  R  su/-  une  cubique 
plane,   déterminer    un   triangle    ABC   dont    les    sommets 


(  \i]  ) 

soient  sur  la  courbe  et  dont  les  côtés  passent  respect ivenient 
par  les  points  donnés  P,  Q,  R  ;  cas  où  les  trois  points  P, 
Q,  R  sont  en  ligne  droite. 

Epreuve  pratique.  —  I.  On  envisage  la  fonction  ellip- 
tique fi  u)  admettant  les  mêmes  périodes  données  et  les 
mêmes  pôles  que  la  fonction  pu  et  qui,  dans  le  voisinage 
de  u  =  o,   se  développe  par  la  formule 

•'  u^         u'*         \  •'()  '   -/  «2        j^      "       ' 

n  =  0 

dans  laquelle  les  coefficients  A„  ont  des  valeurs  cons- 
tantes dont  la  première  Aq  est  supposée  donnée  et  où  g^ 
désigne  la  constante  qui  figure  dans  le  développement 
connu 

I  oî      .,    .      ,4"':) 

nu  = i H-  -^  -—  K  ♦  -i- . .  . 

u-  20  9.0 

de  pu. 

i°  Déterminer  la  décom/iosilion  de  f{u)  en  éléments 
simples. 

1°  Exprimer  la  fonction  fiu)  au  moyen  de  la  fonc- 
tion pu. 

3"  Déterminer  la  fonction  primitive  et  les  dérivées  suc- 
cessives de  f{  u  ). 

II.  Etudier,  dans  le  voisinage  de  l'origine,  la  courbe 
représentée  en  c:>ordonnées  cartésiennes  pai-  l'équation 

:ry'-  (  y  —  x  V-  -J-  '1 .7  -  i  y''  —  x'*  }  —  '\y'  -\-  x^  =  O. 

(  .liiillel   1909.  ) 


CERTIFICATS  n'ASTRO\OMIK. 


Besançon. 


ÉpuELVE  ÉclUTE.  —  I.  Mouvement  d'un  seul  corps  céleste 
autour  du  Soleil.  —  Cas  de  l'orbite  elliptique,  position  du 
corps  à  l'instant  t. 


(  ^7  ) 

II.  Aberration  annuelle.  Formules  usuelles  pour  les 
coordonnées  équatoriales. 

Épreuve  pratique.  —  i"  Calculer  d'heure  en  heure  les 
ascensions  droites  de  la  Lune  à  Vaide  des  données  sui- 
vantes pour  les  .>jy3o  Juin  1909  : 

h  II        m       s 

O I  ) .    () .  3o ,  7 

4 I  5.  14  -36,5 

8 13. 22. 47, S 

ra 1 5  . 3 1 .    4  5  '> 

16.... i5.39.>.7,o 

v>o 1 5 .  47  •  55 , 3 

■>4 1 5 .  56 .  29 , 5 

•28 iG.    5.   9,28 

(  Juillet  1909.) 
Bordeaux. 

KpRKUVK  THÉoRrQUE.  —  Montrer  comment  les  lois  expéri- 
mentales du  mouvement  des  planètes  conduisent  à  la  loi 
d'attraction  ne»>tonienne  et  comment  cette  loi  est  néces- 
saire pour  expliquer  le  mouvement  des  satellites  autour 
des  planètes  ;  vérification  dans  le  cas  de  la  Lune. 

Indiquer,  sans  démonstration,  les  raisons  qui  permettent 
d'étendre  cette  loi  à  tous  les  systèmes  stellaires. 

Épreuve  pratique.  —  Connaissant  à  deux  époques  diffé- 
rentes les  longitudes  /,  et  1-2  d'une  planète  et  les  lati- 
tudes Xi  et  À.),  calcule/-  la  longitude  du  nœud  ascendant 
et  l'inclinaison  île  son  orbite. 

l\  =  7")"2  V  32",  ?2  =  104°  •(>'  17") 

),,=    8"  fi'   7",         X.2=      3"3V4r'. 

(Juin  1909.) 
Caen. 

Epreuve  écrite.  —  Définition  et  p/incipales  propriétés 
des  fonctions  de  Bcsscl . 

Démontrer.,  en  particulier,  la  formule 

},i( X )  ^  ~    j      cos(n'i  —  X  s'iiKf)  do. 


(  48  ) 

Epreuve  pratique.  —  Sachant  qu'une  étoile  reste  un 
temps  sidéral  T  au-dessus  de  l'horizon  d'un  lieu,  déter- 
miner la  déclinaison  de  cette  étoile. 

La  latitude  c;  du  lieu  est  donnée. 

Application  numérique  : 

T  =  6''38'"i5% 

(  Juillet  1909.  ) 
Lille. 

EpREiVE  THÉouiQUE.  —  I.  Résoudre,  par  application  de  la 
méthode  des  moindres  carrés,  le  système 

apX  ^  bpy  =  Cp         (/?  =  i,  2,  . . .,  n), 

et  déterminer  les  erreurs  moyennes  des  valeurs  calculées 
des  inconnues. 

II.  Erreurs  d'excentricité  dans  la  mesure  des  angles  au 
moyen  de  cercles  divisés:  emploi  de  verniers  multiples. 

Epreuve  pratique.  —  Un  observateur  en  un  lieu  dont  la 
latitude  boréale  est  X  =  47"47  ^i"  aperçoit  à  une  hauteur 
H  =  Sa" 38' 18",  du  côté  de  l'Est,  une  étoile  dont  la  décli- 
naison boréale  est  D  =:  11'* 'io  iCy" . 

On  demande  de  trouver  :  \"  l'azimut  de  cette  étoile: 
2"  quel  temps  s'est  écoulé  depuis  son  lever:  3"  quel  temps 
s'écoulera  jusqu'à  son  coucher. 

(Juin   1909. ) 


OlKSilOV 


2143.  —  Soient  ABGD  un  tétiaédie  et  P  un  point  quel- 
conque de  l'espace.  La  Hroite  PA  rencontre  la  face  BCD  en  A| 
et  les  droites  BA,,  CA,,  DA,  coupent  CD,  DB,  BG  en  L,  M,  N, 
On  joint  le  milieu  I  de  AA|  au  centre  O  de  la  conique  inscrite 
à  BCD  en  L,  M,  N.  A  chacun  des  sommets  du  tétraèdre  cor- 
respond une  droite  10. 

Démontrer  que  ces  quatre  droites  «ont  conrouraiilcs. 

(P.    So.NDAT.) 


(  49  ) 
SURFACES  PAKTIELLEiUKM  CYLiXDKOJDES 

Par  m.  I:.   KERAVAL, 

Professeur  ;iu  lycée  Hoche. 


I 


Définition.  —  Je  dirai  qu'un  point  A  est  un  point 
de  Cajley  pour  une  surface  réglée  lorsque  les  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées  de  A  sur  les  génératrices 
forment  une  section  plane  de  la  surface:  je  désignerai 
par  P^  le  plan  de  cette  section.  Pour  la  surlace  appelée 
cylindroïde  de  Cayley^  tout  point  A  de  l'espace  est 
un  point  de  Cajley. 

MM.  Appell  et  Bricard  ont  montré  dans  le  lînllclin 
de  la  Société  mathématique  de  France.  anuée> 
1900-1901,  que  ce  cylindroïde  était  la  seule  suiface 
réglée  réelle  jouissant  de  la  propriété  en  question  poui- 
tout  point  de  l'espace.  Pour  les  autres  sui'faces  réglées, 
les  points  de  Cayley  A  sont  donc  ou  des  |)oints  isolés  ou 
bien  formant  des  courbes  ou  des  surfaces  quand  il  en 
existe.  Je  laisse  de  côté  des  surfaces  réglées  qui  pos- 
sèdent zéro,  un  ou  deux  points  de  Caylev;  j"a|)pelle 
donc  surfaces  partiellement  cylindroïdes  celles  (jui 
possèdent  au  moins  trois  points  de  Gayley. 

J'arrive  alors  à  la  classification  sui\nnte  : 

1°  Les  surfaces  à  plan  directeur  qui  possèdent  deux 
points  de  Cayley  en  possèdent  une  infinité  situés  sur 
un  cylindre  de  révolution  ou  dans  un  plan.  L'équalion 
de  ces  surfaces  résulte  de  l'élimination  de  /  entre 

;    y  =z  tx  —  kt-. 

at^^l)t^-T-c 


Ann.  de  Mathéinat.,  '\"  série,  t.  \.  (  Tévrier  mjio.) 


(    .^o    ) 
L'ensemble  des  lernies  du  plus  haut  degré  est 

z{x--^y- )i  kz -^  ax). 

Ces  surfaces  sont  donc  du  quatrième  degré.  Si  a  =  o, 
/:r=o,  on  a  le  cylindroïde  de  Cavlej. 

Tout  ceci  est  extrêmement  facile,  je  le  laisse  de  côté. 

2°  Les  surfaces  à  cône  directeur.  Je  Irouve  : 

1°  Des  surfaces  S.j  du  neuvième  degré  à  cône  direc- 
teiir  du  troisième  degré  avec  dix  points  de  Caylej  ; 

2°  Des  surfaces  du  huitième  degré  Sg  à  cône  direc- 
teur du  deuxième  degré  avec  quatre  points  de  Cavlej; 
on  a  alors  une  infinité  formant  une  conique; 

3°  Des  surfaces  du  sixième  degré  Sg  avec  cône  direc- 
teur du  deuxième  degré.  Ici  les  points  de  Cajlej 
forment  une  sextique  qui  dans  le  cas  général  est  indé- 
composable et  qui  a  pour  ses  six  directions  asjmpto- 
tiques  les  perpendiculaires  aux  six  plans  cvcliques  du 
cône  directeur. 

Dans  les  cas  particuliers,  la  sextique  peut  se  décom- 
poser en  une  conique  et  une  quartique  ou  en  trois 
coniques. 

Le  degré  6  peut  s'abaisser;  c'est  ainsi  qu'on  trouve 
des  surfaces  du  quatrième  degré  avec  deux  droites  de 
Cajley.  Ces  droites  sont  toujours  perpendiculaires  aux 
plans  cyclifpies  du  cône  directeur. 

4°  Enfin  la  surface  peut  s'abaisser  au  second  degré; 
la  sextique  est  alors  réduite  à  six  droites  (pour  l'un  des 
systèmes  de  génératrices). 

Ce  sont  les  perpendiculaires  communes  aux  géné- 
ratrices isotropes  de  la  surface,  ou  encore  les  perpen- 
diculaires aux  plans  cvcliques  menées  par  les  fovers  du 
contour  apparent  de  la  surface  sur  les  plans  cycliques 


(  5.   ) 
centraux.  Si  d'un  point  d'une  de  ces  droites  on  abaisse 
des   perpendiculaires  sur  les  génératrices  du   système 
considéré,  les  pieds  sont  sur  un  cercle  de  la  quadrique. 

DÉFINITION     DU     COMPLEXE    AP^^. 

Etant  donnés  un  point  \  et  un  plan  P^,  j'appelle 
complexe  AP^  l'ensemble  des  droites  A  telles  que  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  A  soit 
dans  P;^.  Ce  complexe  est  du  deuxième  degré.  Son  cône 
de  sommets  a  pour  sections  circulaires  : 

i**  Les  plans  parallèles  à  P^  ; 

2"  Les  plans  perpendiculaires  sur  S^. 

La  courbe  du  complexe  située  dans  un  plan  Q  est 
une  parabole  ayant  pour  foyer  le  pied  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  A  sur  Q  et  pour  tangente  au  sommet 
l'intersection  de  Q  et  de  P^. 

Notations.  —  J'ai  dû  me  servir  quelquefois  d'axes 
obliques. 

Pour  définir  une  droite  A,  je  me  servirai  souvent  de  la 

notation 

X  ^=  az  -{-  p, 

ou  alors  de  deux  points  .roj^o-^o»  ^\yy  ^\-  J^  pose  alors 
comme  d'iiabiliide 

j-o  — ^i  =  X,         ^,:;o  —  ju^i  =  L, 
^0  — JKi  =  V,  -i.r,;—  z^x^  =  M, 

5|)  —  Zx=^L,  -^ij'o — ^oJ'i=-^- 

On  peut  prendre  alors 
X  =  «,     V  =  ^,     Z  =  [ ,     L  =  ^^,     M  —  — />,     ^  =^  bp  —  (iq. 


(  52  ) 
Je  pose 

p  =NY —  MZ  =  (b-i-i-i)p  —  ahq, 
p'=  LZ   —  NX  :=  — «6/?       -^(a^-r-^}q. 
p  •  =  MX  —  LY  =  —  ap         —  bq. 

Je  désignerai  habituellemeat  les  coordonnées  de  A 
par  a^jv  et  l'équation  de  P^  par 

kx  -\-  ^y  —  Gz  -+-  D  =  o. 

L'équalion    du    complexe   AP^  est   alors,  en  posant 
pour  abréger 

U    =X  H- Y  cosçi"-f- Zcostp' 

V    =  X  cos-,p''-(- Y  +Zcoscp, 

W  =  X  coscp'  —  Y  coso  -î-  Z, 

D(' UX  +  VY -4-WZ) -4- (  AX -i- BY -i- GZ)(aU  +  p  V  +  Y  W) 

^  A(NV  —  MW)  ^  B(  LW  —  NU)  +  C(IMU  —  LV)  =o. 

En  axes  reclangniaiies  : 

D(X2—  Y2  +  Z2)  +  (aX^  ;îY^yZ)(AX-i-BY  +  CZ) 

H-  A  p  -h  B  o'  -t-  G  p"  =  o 


ou 


'^(XYZ)  ^  Ap  -^  Bp'-4-  Gp"=  o. 


PHEMIÈRE    PARTIE. 

ÉTUDE    DES    SURFACES    Sq. 


Axes  rectangulaires.  —  Les  surfaces  qui  possèdent 
trois  points  de  Cnylev  A,  B,  C  ont  pour  génératrices  les 
droiles  communes  à    trois  complexes  AP^,  BPg,  CP^. 


(  53  ) 
Je  suppose  ici  que  r\P,jP,;  forme  un  véiilable  Irirdre 

A  :  a,3Y,  }\  :  \x  -^  By   -h  Cz  -h  D  =  o, 

B  :  «'P'y',  Pb  :  A':r  -\-  B'y  -^  C'z  -h  D'  =  o, 

G  :  a"  ^"y",         Pc  :  A"x  -t-  B'>  _^  C"^  +  D"  =  o  ; 


A  = 


ABC 

A'      B'     G' 
A"     B"     G" 


Al 


A,      B,      G. 

A'i    b;    g; 
A';    B';    G'; 


adjoint  de  A. 


Ma  surface  est  définie  par  les  trois  coin|)lexes 

Ap  -I-  Bp'  -1-  Gp"  -+-  »,(XYZ)  =  o, 
A'p  +  B'p'-hG'p"+cf,2(XYZ)  =  o, 
A"p  -+-  B"p'-4-  G"p"-+-  cpafXYZ)  =  o; 

d'où  l'on  peut  lirer  pp'^",  car  A  ^o, 

A  p  -H  Al  çi  -+-  A',  '^2  -+-  ^"t 'f  .-j  =  o,         •  •  •  • 

ou,  pour  abréger, 

IAp-+-*i  =  o,         *!  =  A,  ç, -- A'i  (f2+ A'j  csj, 
Ap'  -h  <l>2=  o,  fl>2=  Bi  Cpi-H   B'i   (p2-|-  Bj  CÇs, 

A  p"  H-  ^3  =  O,  «ï>3=    Gi  Çi-t-  C'j  Cp2-H  G'i   03- 

Je  multiplie  (i)  par  XYZ  et  j'ajoute;  j'ai 

(■i)  X*,-:-  Y*2-l-  Z<I»3=  o. 

C'est  le  cône  directeur;  il  est  du  troisième  degré. 

Je  démontrerai  que  ce  n'est  jamais  une  identité  et  je 
chercherai  dans  quel  cas  il  peut  se  décomposer.  J^cs 
deux  premières  équations  (i)  me  donnent  ensuite  c. 
et  p',  c'est-à-dire,  avec  la  notation  abpq^ 


î   (62-1-  i)p  —  abq 


I  —  abp 


(«^ 


\)q  =- 


A 


d'où 


(  54  ) 


A(a-2H-  62^1) 


y  —  b  z  ^^  a  ^  


(3)  {  A(a2_^  62-f-i) 

OiT    <7  V    =    ; ; , 

«  <ï>i -7-  6  <I>2 -4-  C  <ï>3  =  O. 

Ce  sont  les  équations  de  la  surface  ;  la  dernière  donne 
le  cône  directeur,  c  étant  une  variable  d'homogénéité. 
En  cherchant  les  points  de  rencontre  avec  une  droite, 
on  li'ouve  que  la  surface  Sg  est  du  neuvième  degré,  et 
d'ailleurs  elle  peut  se  décomposer  en  trois  cjlindroïdes. 
La  section  par  le  plan  de  l'infini  se  compose  de  la 
cubique  du  cône  directeur,  plus  six  génératrices  iso- 
tropes qu'on  obtient  en  résolvant 

l     «2       _^  ^2        ^  c2        =0, 
\     fl^ii  H-  è<ï>2+  C<J>3  =   O. 

La  cubique  peut  être  quelconque,  mais  elle  détermine 
les  six  génératrices  isotropes.  En  outre,  à  chaque  géné- 
ratrice du  cône  directeur,  correspond  une  génératrice 
et  une  seule  de  la  surface,  et  réciproquement.  11  reste  à 
faire  voir  que  la  relation 

a  *i  -^  6  <ï>2 -^  'ï's  =  o 

n'est  pas  une  identité. 

Théorème.  —  SiY^^^^V^  formcnl  un  vrai  trièdre 
et  si  A,  B,  C  ne  sont  pas  confondus  au  sommet  du 
trièdre,  la  relation  entre  les  paramètres  directeurs 
de  la  droite  n'est  pas  une  identité.  Cette  fois  je 
prends  les  axes  obliques  et 


(  55  ) 
Les  trois  coiii|)lexes  s'écriveni 


NV  —  MW  +  ar(a  U  -f-  .3  V  -^  7  W;  =  o, 
LW  —  N  U  4- j  (  a'  U  -f-  [i'  V  H-  7'  W  ;  =  o, 
M  u  _  i.v    +  2  (  a"  U  +  |3"  V  -f-  y'  W  )  =  o, 


d'où 

le  cône 

Uxi'xU  -{-[iV 

-+-  yW)  -i-  \y{a'  L'  -\-  3' V  -h  y' W) 

Soient 

-+-  W  5  (  a"  U  +  p"  V  ^-  y"  ^^' ,'  =  0- 

I          coso" 

coso' 

a     h     d 

0  = 

coso"          I 
coscp'      coscp 

cosç 
r 

et 

h      c      e 
d     e     / 

sua  adjoint. 

Je  change  de  variables  et  je  prends  U^  W;  l'équation 
devient 

U(aU  +[3V  -hyW  )(aV  ^h\  -i-dW) 
+  V(a'U  +rj'V-+-Y'W)(6U^-cV4-eW) 
-!-  W(a"U  -4-  [i"\  +  y"W)  (f/l'  -4-  e  V  -^/\V)  =  o. 

En  écrivant  qne  c'est  une  identité,  on  trouve  faci- 
lement que  a^jy,  a'^j'v',  a",j"Y"  sont  nuls. 

Je  montrerai  qu'en  général  le  cône  du  troisième  ne 
se  décompose  pas;  j'ai  donc  bien,  en  général,  une  sur- 
face Sy  du  neuvième  degré  sans  décomposition,  coupée 
par  le  ])ian  de  l'infini  comme  il  a  été  indiqué. 


KECHKnCHE  HE  TOUS  LES  POINTS  UE  CAYLEY 
OES  SURFACES  Sg. 

Théorème  pukmminaire.  —  Si  une  surface  S9, 
formée  cnec  trois  complexes  AP,^,  BP,j,  (^P^,  appar- 
tient à  un  (jualrième  complexe  de  même  forme ^  ce 
dernier  est  certainement  une  combinaison  linéaire 
à  coejfficients   constants  des  trois  premiers,   c'est- 


(  56) 
à-dire  est  V un  des  complexes  à  (rois  termes 

À  F 1  -+-  a  F,  -H  V  F3  =  o, 

F,  =  O.  F^  =  o,  F3  =  o  étant  les  équations  des  trois 
premiers  complexes. 

En   effet,  les   trois  complexes  donnés  peuvent  être 

remplacés  par 

p  -!-  <î>i  (a.  i)  =  o. 

p'  -^  <i>o(a.  6)  =  o, 
p"—  ^sl  a.  b)  =  o, 

qui  en  sont  des  combinaisons  linéaires  à  coefficients 
constants  /j'ai  remplacé  —  par  $j .  Le  quatrième  com- 
plexe est  de  la  forme 

F4=A>^p-^  B'vp'-|-C'\o"-+-cpi(rt^')  =  o, 

et  par  conséquent  sur  la  surface  S9  on  a 

qui  est  une  identité,  sans  quoi  le  cône  directeur  serait 
du  deuxième  degré.  Donc 

Fi  =  A'^  (  p -^  *,  )  ^- B"  (  p' -^- *.2  ) -+- C'^- (  p" -+- <î>3  ), 
ce  qui  démontre  le  théorème. 

DÉTERMI>'AT10NS    DES    DIX    POINTS    DE    CAYLEY 
DES    SURFACES    S9. 

Quand  on  cherche  à  déterminer  les  points  de  Cavlej 
avec  des  axes  rectangulaires  quelconques,  on  trouve 
qu'ils  sont  à  l'intersection  de  trois  surfaces  du  troisième 
degré  qui  ont  en  commun  une  cubique  gauche  qui  ne 
convient  pas,  ce  qui  semble  donner  dix  points.  En 
prenant  des  axes  obliques  on  peut  choisir,  comme  plus 


(  5;  ) 
liant,  P^,  Pjj,  Pj;  pour  les  plans  coordonnés  :  Vj^=yO  z, 
9fi=:  zOx,  Pc=  xOy.  Les  trois  complexes  sont 

I  NV  —  MW  -+-  Xra  U  -+-  [i  V  -h  ■;  W;  =  o, 
I  L\V  — NU  H- Y(a'U-+- 3'V-+-y'W)  =  o, 
(   MU  —  LV    -^  Z  (a"U  -^  [i"V  -f-  -"W)  =  o. 

On  ajoute  après  avoir  nuiltipiié  |)ar  Aav  et  l'on  iden- 
tifie avec 

A(NV  —  MW)  +  B(L\V  —  NUj  +  CCMU  — LVj 
+  (AX  -t-  B  Y  H-  GZ)  (a,  U  -+-  ^1 V  -^  ■;,  W) 

+  D(UX  H- VY-^  WZ)=.o. 
On  a  de  suite 

X  =  A,         [x  =  B,         v  =  C. 
Les  ternies  en  X-Y-Z-  donnent  ensuite 

X('  a  -f-  [i  cos(o"-4-  Y  cos«f')  =  D  -f-  X(ai  h-  ^i  cosçp"-4-  yi  cos'i'), 

[Xi  a'  coscp"-t-  ^'-t-  y'  costf)  =  D  -+-  [jL(ai  coscp"-t-  fJi-r-  Yi  coscp), 

v(a"  coscp'-H  P"  cosç  -f-  y")  =  D  -4-  v(ai  coscp'-i-  pi  coscp  ■+-  yO, 

OU,  avec  une  notation  facile  à  comprendre, 
l  XUa  =D  +  ÀU, 

f  vW,,  =  D-^  vW. 
Premier  cas. 

U^Ua,        V^Vb,        Wj^W,.. 
Alors 

-  —  D  —  D  -  D 

*^  =  n  _  fT.  '  I-^  = 


U  =  Ua  '    ~  V  —  \ R  AN'  —  W,; 

Enfin  les  termes  rectangles  me  donnent  trois  équa- 
tions. Par  exemple  le  terme  en  YZ  : 

[x(a'  coscp '-+-  P'  coscp  -I-  y')  +  '•'(»"  coscp" -H  ^"-i-  y"  cosç  ) 
=  [jL(ai  coso'-+-  ["i,  coscp  H-  Yi) 
-H  v(x,  coscp" H-  ^iH-  Yi  coscp)  -f-  iD  cosç, 


w 

-  w,: 

w 

-  ^y^ 

u- 

-Ua 

u- 

-Ub 

V 

-  s  n  ' 

u 

-Uc 

\^ 

-^Y<•/ 

V- 

-Va 

(   -^8  ) 

c'est-à-dire 

a  ^^'|{  -I-  V  \c  =  jJL  AV  -f-  V  V  -f-  2  D  cos  (5 
ou 

ij, (  aVb—  w  j  -+-  V  (  Vc  —  A'  )  =  2  D  cos  o. 

En  remplaçanl  ).|j.v  |)ar  leurs  valeurs,  on  voit  que  les 
points  de  (iajlev  sont  les  points  communs  aux  trois 
quadriques 

V-Vc         W-W„ 

S.  •.^  cosG  = 

S'.  2  COS'^'  = 

Ce  sont  trois  cylindres  de  révolution  bien  faciles  à 
définir  géométriquement.  S,  par  exemple,  est  un  cy- 
lindre de  révolution  à  génératrices  perpendiculaires 
àyOz,  car  V^o,  \\=  o  sont  deux  plans  perpendi- 
culaires, l'un  à  Oj)',  l'autre  à  Oz.  De  plus,  l'ensemble 
des  termes  du  deuxième  degré  est 

—  sin^'^( y--+-  z--h  lyz-  coscp). 

S  est  vérifiée  pour  V  =  Vp,  W  =  A^g,  donc  passe 
par  B,  de  même  par  G.  Enfin  S  passe  par  l'intersection 
des  plans 

W  =  W,;,  \    =  V,5. 

Le  cylindre  de  révolution  S  perpendiculaire  à  l\ 
passe  par  B  et  G,  puis  par  l'intersection  du  plan  mené 
par  B  perpendiculairement  à  l'intersection  de  Pai  '^^c  ^l 
du  plan  mené  par  G  perpendiculairement  à  1  inter- 
section de  PaPb-  On  définirait  de  même  les  deux  autres. 
Ces  trois  cylindres  ne  peuvent  pas  avoir  de  courbe 
commune;  ils  se  coupent  en  huit  points,  mais  lun 
d'eux  (0  doit  être  rejeté.  Il  est  défini  par 

U  =  Ua,        V  =  Vb,         w  =  W,;. 


(  59) 
Les  sept  autres  conviennent;  on  a  en  plus  ABC,  en 
tout  dix  points. 

Deuxième  cas.  —  U  —  11^,  V  —  \  b,  W  —  W^  ne 
sont  pas  tous  trois  diflérents  de  zéro.  On  trouve  alors 
que  deux  des  coefficients  ).|jiv  doivent  être  nuls;  on  a 
alors  les  points  A,  B,  C 

CO^VSTRLCTK»     DFS    DIX    POIXTS    DE    CAYLEY, 
CONNAISSATVT    LES    TROIS    CYLIXDRES     S,     S',     S". 

On  se  donne  trois  cylindres  de  révolution  S,  S',  S" 
dont  les  axes  ne  soient  pas  parallèles  à  un  même  plan 
et  qui  aient  un  point  commun  réel  w.  On  met  ce  point 
à  part;  les  sept  autres  points  sont  gardés  comme  points 
de  Cajlev.  On  forme  un  trièdre  Oxyz  dont  les  faces 
soient  perpendiculaires  aux  cviindres.  Il  reste  à  trouver 
trois  points  de  Gajlev,  A,  B,  C.  l^e  plan  qui  passe  par  to 
et  est  perpendiculaire  à  Ox  coupe  S"  suivant  deux 
génératrices;  l'une  passe  par  co,  l'autre  par  A.  De 
même  le  plan  qui  passe  par  to  et  est  perpendiculaire 
à  Ox  donnera  une  autre  droite  passant  par  A,  d'où  A. 
On  a  de  même  B  et  G. 

Remarque.  — 11  résulte  de  là  que,  si  les  Irois  points  A, 
13,  C  supposés  liés  subissent  un  mouvement  de  transla- 
tion par  rapport  au  trièdre  1\P^P(,  ils  entraînent  avec 
eux  sans  déformation  le  système  des  dix  points. 

CONSTRUCTION      DES      DIX     PLANS      DE      CAYLEY 
QUI     CORRESPONDENT    AUX    DIX    POINTS. 

Si  je  désigne  par  ux  -\-  vy  -\-  {v  z  -^  s  =■  o  léquation 
du  plan  de  Cayle\  qui  correspond  au  point  a,  j,Yi  ou 
mieux  xyz,  les  six  équations  (pi'on  a  lrou\é  plus  haut 


(  6o  ) 

s'écrivent 

i   h(U    —  Ua  )=  — 5, 

(4)  V  (V   -Vr,  )=-s, 
(  tv ( W  —  Wc )  =  —  s; 

!  V  (W  — Wb)-+- w(V  —  Vc  )-+--2scoscp  =  o, 

(5)  ,  'ï'(U   —  Uc)-r-a(W — Wa) -+-2S  costp' =  o, 
'   u{\   —  Va  )  -+-  (^  (  U  —  Ub  )  4-  2 *  coso"  =  o. 

En  éliminant  —,      ,    -   on  a   les  trois  cylindres  qui 

s       s        s  ''  ' 

déterminent  le  point  xyz  de  Caylej.  Pour  avoir  les 
plans  de  Cajlev,  il  faut  faire  le  contraire  :  éliminer  ^j-:;, 
c'est-à-dire  UVW.  On  trouve  ainsi 

/  s{v-  -f-  w"^ —  iiw  coso  )  -f-  vw  [(  Wb—  \Vc)t'   -f-  (Vc  —  Vb  )w\  =  o, 

(  f)  )  '   s  (  tv2  H-  ;<2  —  .,  ^■^,^l  coso'  )  ■+-  n'u  [(  Uc  —  L'a  )<»•'-+-(  Wa  —  Wo  )  w  ]  =  <», 

'  s{u-  -^  ^2  —  Miv  coso"  )  —  iw  [(Va  —  Vb  )u  -+-  (Ub  —  Ua  )f  ]  =  o. 

La  troisième,  par  exemple,  représente  une  hypo- 
cyclide  à  trois  rebroussements,  tangente  à  Ox,  Oy.  Il 
\aul  mieux  procéder  autrement  pour  avoir  les  plans  de 
Cavley.  Soient  D  un  quatrième  point  de  Cayley,  Pi,  le 
plan  coiTespondant.  Chei'chons  l  équation  du  plan  P^,. 

On  a 

_         s 
»Ja —  Ld 

donc  l'équation  du  plan  Py  est 

X  y  z 

-+-  I  =  o. 


Ua-Li.        Vb-V„        \V(-Wi, 
Il  coupe  les  axes  en  trois  points  H,  R,  L  tels  que 
ÛH  =  Ud—  Ua,         ÔK  =  \  d  —  Vb,         ÔL  =  Wd—  Wc 
D'où  la  règle  suivante  : 
Prendre  sur  Ox,  O7',  O^  des  vecteurs  OH,  OK,  OL 


(  6.  ) 
égaux  aux  projections  orthogonales  de  AD,  BD,  CD 
sur  Ox,  Oy,  O  z.  Le  plan  HK.L  est  le  plan  cherché  P,,. 

Il  résulle  de  là  que,  si  rensemble  des  dix  points  subit 
un  mouvement  de  translation  par  rapport  au  Irièdrc 
1^a''i!Pc5  'es  sept  autres  plans  de  Cajiej  restent  immo- 
biles. 


EXEMPLE    D  AB.VISSEMENT    DU    NOMBRE    DES    POINTS 
DE    C.VYLEY. 

Ce  nombre  lo  peut  s'abaisser.  J'indiquerai  un  seul 
exemple.  Supposons  les  axes  rectangulaires  et  prenons  A 
sur  Or,  B  sur  Oy,  C  sur  Oz  : 

OA=a,  UB  =  0  3,         OC  =  Y 

avec 

Pj,  =  yOz,         Vn^zOx,       Pc=a70j'. 

On  trouve  sept  points  de  Cavlej  qui  forment  sept  di-s 
sommets  d'un  parallélépipède  rectangle.  Le  cône  direc- 
teur de  la  surface  est 

La  surface  s'obtient  en  éliminant  a,  b  entre  les  équa- 
tions 


«(y  —  aa)  ,  6(y  —  86) 

—  az  =         '    ■  , ,  y  —  bz  =         '    .  „' — -• 


Les  quatre  plans  nouveaux  de  Cajley  ont  pour  équa- 
tions 

X        y        z 

«        P        T 


(  <^^^  ) 

qui  correspond  à  l'origine 

Les  trois  derniers  passent  par  une  même  droite. 

DOUBLE    ET    ÏKIPLE    nF.COMPOSIÏION    DES    SUIIFACES     S9. 


Pour  établir  qu'il  y  avait  dix  points  de  Cayley,  j'ai 
supposé  que  la  Sg  ne  se  décomposait  pas.  Je  vais  mon- 
trer qu'il  peut  arriver  que  la  Sg  se  décompose  ou  bien 
en  une  suiface  du  sixième  degré  Se  et  un  cjlindroïde 
de  Cajiey,  ou  bien  en  trois  cylindroïdes.  Dans  ce  der- 
nier cas,  les  dix  points  seraient  les  points  de  Cayley 
communs  aux  trois  cylindroïdes,  c'est-à-dire  ayant  le 
même  plan  de  Caylev  dans  chacun  d'eux. 

Pour  que  Sg  se  décompose,  il  faut  et  il  suffit  que  son 
cône  directeur  se  décompose,  et  alors  on  a  une  surface 
à  plan  directeur  avant  trois  plans  de  Caylev  formant 
trièdre,  ce  qui  n'arrive  que  dans  le  conoïde. 

Je  prends  P^PuPc  pour  trièdre  de  référence.  ABC 
ont  pour  coordonnées  a ,3"/,  3'.'|j'v',  a"^"v".  Le  cône 
directeur  a  pour  équation 

o  =  U:r(aU  +  3V-f-YW) 

-4-  \y  ( a'  U  -+-  {i'\  ^  Y  W )  —  W ^  (  a"  U  ^  ^"  V  ^  f  W  ). 

Je  change  de  variables  et  je  désigne  par 
l'adjoint  de 


a 

h 

d 

b 

c 

e 

d 

e 

f 

I 

COSÇ 

coscp 

cosiy" 

I 

coscp 

cos  9' 

C0SC5 

I 

Je  sais  que,  si  la  S,j  se  décompose  et  donne  un  cylin- 
droïde   de    |dan    directeur   Q.    il   en   est   encore  ainsi 


(  <3:i  ) 

quand  A,  B  on  C  se  déplace  perpendiculairement  à  Q. 
C'est  ciîtle  considération  qui  va  me  guider  dans  tout  ce 
(|ui  suit.  Je  prends  U,  V,  W  pour  variables;  le  cône 
devient 

U(a  U  -h  3  V  +  Y  W)  (aU  +  ^^  V  +  d\\) 
-f-V  (a'U  +  ^'V  +  Y'W)(6U-i-cV-^eW) 
-+-  W(a"U  +  fi"V  -^  7"W)  (rfU  +  e  V  ^-/ W)  =  o. 

J'écris  qu'il  se  décompose  et  contient  le  plan 

j'ai  ainsi  fjualre  équations  : 

(  7  )  i'i'  -^  ^'  P)  (c  -^-  bp  )  (  [i  -\-  oLp)  { ap-^  -+-  bp)  =  o, 

(8)  (Y-^-:i"q)(f-hdg){'(-+-'xq)(aq^-hdg)  =  o, 

(9)  (?' ■+-  ^' P)(e  -^  bg)  -h  (Y ^  ^' g)  (c  -^  bp) 

-+-  {^" -h  oc" p)  (e  -+-  dp)  -+-  ([j  -+-  %p)  {iapq  -^  dp -\-  bq) 

-f-  (  Y  -+-  oc ^ )  ( ap"-  -\-  bp)  =■  o. 

(10)  (y'-i-  a'^r)  (e  -T-  6<-/ j  -I-  ( Ji"-t-  ni' p)  (/-l-  dq) 

-f-  (  y"  -f-  a'Vy  )  (  e  -I-  c//^  )  -\-  ([i  -{-  y.p)  {aq^  -\-  dq) 

-\-  ('(  -h  oLq)  {■! apq  -\-  dp  -\- bq)  =  o. 

Je  me  donne  le  trièdre  Pj^P[,P(;  et  le  point  A(aj3y)-, 
ces  équations  me  montrent  que  B(a'[^'Y')  et  C(a'|3"y) 
sont  l'un  sur  une  droite  A',  l'autre  sur  une  droite  A", 
ces  deux  droites  dépendant  de  deux  paramètres  p^  q. 
Donc  A'  et  A"  engendrent  deux  congruences  et  se  cor- 
respondent dans  ces  deux  congruences  suivant  une 
certaine  loi.  Or,  il  arrive  que  chaque  fois  que  deux 
droites  A'  se  coupent,  les  droites  A"  correspondantes  se 
coupent  également.  Le  calcul  est  trop  long  en  axes 
obliques,  mais  je  l'ai  vérifié  quand  le  Irièdre  P^P^Pt; 
est  trireclangle.  Du  reste,  ceci  résultera  de  ce  qui  va 
suivre. 

J'imagine  que  je  me  donne  A  et  B;  l'équation  (7) 


(  ^>4  ) 

me  donne  trois  valeurs  pour/?.  Entre  les  équations  (8), 
(9)   el  (10),  j'élimine  ,^j"H-a"yw  et  "/-ha"^;   j'ai   une 
équation  du  troisième  degré  en  q. 
Je  tire 

fsifi  étant  de  degrés  i  et  3.  Je  porte  dans  (10). 

J'ai  ainsi,  dans  le  cas  le  plus  général,  neuf  syslèmes 
de  valeurs  en  />,  çr,  et,  à  chaque  système,  les  équa- 
tions (  I  i)  font  correspondre  une  droite  sur  laquelle  se 
trouve  C 

Ainsi,  ayant  choisi  A  et  B  pour  que  S9  se  décom- 
pose, il  faut  el  il  suffit  que  C  se  trouve  en  un  point 
arhitrairement  choisi  sur  neuf  droites  parfaitement 
déterminées.  Or,  je  dis  que  ces  neuf  droites  se  coupent 
Irois  par  trois  en  six  points,  cesl-à-dire  forment 
comme  les  six  cùlés  et  les  trois  diagonales  d'un  hexa- 
gone gauche. 

Il  en  résullera  que,  A  et  B  une  fois  choisis,  il  existe 
neuf  droites  sur  lesquelles  il  faut  prendre  C  pour  avoir 
une  douhle  décomposition  et  six  points  C,,  Cj,  ...,  Ce 
pour  lesquels  on  a  la  triple  décomposition,  c'est-à-dire 
que,  si  C  est  pris  en  l'un  de  ces  six  points,  S9  se  décom- 
pose en  trois  surfaces  du  troisième  degré  qui  sont  des 
cylindroïdes. 

Je  vais  d  abord  montrer  que  sur  chacune  des  neuf 
droites  il  y  a  deux  points  C  |)Our  lesquels  se  produit 
la  triple  décomposition.  Je  remarque  immédiatement 
que,  si  en  un  point  passent  deux  droites  A",  il  en  passe 
nécessairement  trois  :  ce  sont  les  perpendiculaires  aux 
plans  de  décomposition  du  cône.  Le  cône  exprimé 
en  CJVW  s'écrit 

U(aL"  ^  3  V  -^  yW)  (aL  +  6  V  -+-  d\\  -+-...  =  o. 
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J'ordonne  en  U  et  je  divise  par  U  —  (/>Vh-^W); 
la  division  est  exacte,  puisque  C  est  sur  l'une  des  neuf 
droites  et  le  quotient  est  de  la  forme 

A U2 -h  A'  V2 ~  A"  W2  +  9.  BVW  +  'i B'  WU  -h  2  B" U V  =  o. 

Les  six  coefllcieiits  sont 

A     =  ax, 

A'     =z  cy.'  -^  (ù  -h  a/j  )  (J^  -i-  oi /)  )  -i-  b  (  'i'  ^  %' p  ), 

A"    =  fi"  -+-  {d  -^  «7)(V  -r-  ît»/)  -4-  c?('Y"-t-  a"5r), 

'  '.'.B  =z  (d -^  aq)(-i -\- ixp)-^  (b -+- ap)('; -h  iq) -h  f}(Y-^  ^'q) 
i  -s- ea'-H  ea"-i- rf(^"-H  a"/>), 

I  "y.W  =  d  X  -^  doc"  -^  a  (  'i  -i-  xq), 

I    y.  H*  =  rt  (  3  -4-  a/?  )  ~  ^  a  -(-  6  a'. 

Sur  la  droite  que   l'on    considère,   a",  ^",  y"  varient, 

mais  jj"h-  a"/?  et  *'"+  a"^  sont  constants. 

Si  je  remplace  y."  par  :r,  les  six  coefficients  sont  de 

la  forme 

A,         A',         A"=A';+/a7, 

•>.  B  =  9. B ,  -f-  e  r,         2  B'  =  2  B',  -4-  dx,         ■>.  B"  ; 

X  est  la  seule  variable.  En  égalant  à  zéro  le  discrimi- 
nant, j'ai  une  équation  du  deuxième  degré  en  x.  En 
général,  le  coefdcient  de  x-  n'est  pas  nul;  donc  il  y  a 
deux  points  de  triple  décomposition  sur  chacune  des 
neuf  droites,  donc  il  y  a  six  points  tels  (|ue  par  chacun 
d'eux,  \\  |)asse  trois  des  droites. 

Cas  (lu  trièdre  trîrectangle.  —  Si  P^,  Pu,  P^  forment 
un  Irièdre  Irirectangle,  les  calcids  sont  beaucoup  plus 
simples.  On  ne  trouve  plus  que  trois  droites  qui  forment 
un  trièdre.  Alors  deux  des  points  A,  B,  G  étant  choisis, 
le  troisième  est  parfaitement  déterminé  s'il  y  a  lrij)le 
di'co  m  position.  Si,  par  exemple,  on  prend 

a"  =  o,         ji"  =  o,        y"  =  -^  '         pour  G, 
Ami.  de  Mdlliéniat.,   '1"  série,  t.  \.  (l-'évrier  1910.)  •> 
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les  points  A  et  B  se  correspondent   par  les  formules 
suivantes  qui  déterminent  une  transformation  biration- 
nelle  : 


Xq 


x": 


yo=  — 


EXEMPLE    DE    DOUBLE    DÉCOMPOSITIOIV    (aXES    RECT.). 

A  :  I.  o,  i;  Pa  :  ^  —  2  =  0, 
B  :  — I.  o.  I  ;  Pr  :  y  -y-  z  =  o. 
C    :       o,      I,     o;         Pc  :  ^ — x  =  o. 

La  surface  S9  se  décompose  et  donne  : 

I**  Le  conoïde 

z(x--h  y^)  =  xy\ 

1°  La  surface  Se  définie  par 

{i  —  a)iab  -^  b  —  \) 


X  —  a  z  =  p  ^= 
y  —  bz  =  q  = 


a- -h  b'--\-  I 
«(i  —  i-  )  -i-  ib 
a-  -+-  6-  H-  1 


EXEMPLE    DES    KEUF    DROITES. 

Si  l'on  prend 


90° 


'i"  =  60" 


(  ^37  ) 
avec 

a  =  o,        fi  =  0,        '(  —  3.        '/."  =  o,        ^"  =  —  8,        y"  =  —  4, 
on  a  d'abord,  pour  r/,  trois  valeurs 

On  a  d'abord  les  six  droites  A'  suivantes  qui  corres- 
pondent à 

gf  =  -t- 1         avec        p 
g  =  —  I         avec        p 

Aj   :  y  -+-  :>.r  =  i8, 
a;    :  y-^  X    =  o, 
A3    :  y-'r-  3^  =  0, 

A4  ■■  y-^  ■>.x  =  —  18, 

A'g    :   7  +  3.r  =  o. 
Ces  droites  se  coupent  deux  à  deux  en  six  points  : 


2 

, 

'  ) 

a; 

■}. 

- 

I. 

3. 

z 

+ 

ce 

= 

9> 

z 

X 

= 

-3, 

z 

^ 

X 

= 

4J, 

z 

— 

X 

= 

33, 

z 

— 

X 

= 

-  3, 

z 

— 

X 

= 

45. 

Bo 

B., 

Bs 
B« 


6,  (•),  3, 

-18,  54,  9.7, 

o,  o,  45, 

(),  — 3o.  39, 

—  18,  18,  i5, 

o,  o.  —  3. 


II  reste  à  trouver  les  trois  autres  droites  qui  corres- 
pondent à  la  racine  infinie.  On  trouve  les  trois  droites 


On  a 


B3B6,     BiBi,     B.B5. 

3  droites  parallèles  à  5  -4- a:-  =  const., 
3  »  z  —  j-  =  const., 

3  »  z  ■=■  const. 


Il   en    est   toujours   ainsi,    car  on   a,    |iour  p,    trois 
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valeurs/),,  />o.  p-^\  les  droites  sont,  trois  par  trois,  pa- 
rallèles aux  plans 


SECONDE   PARTIE. 

ÉTIDE   DES   SURFACES    Sg. 

Ces  surfaces  s'obtiennent  en  supposant  que  P^,  Pu,  P^ 
sont  parallèles  à  une  même  droite,  deux  d'entre  eux 
n'étant  pas  parallèles. 

Problème  prï:limixaire.  —  Condition  cV indépen- 
dance de  trois  complexes  AP^,  BPu,  CPc  où  P^,  Pp,  P^ 
sont  parallèles  à  une  même  droite,  O  z  par  exemple^ 

Je  dis  qu'ils  sont  indépendants  s'ils  déterminent  une- 
surface.  Dans  le  cas  contiaire,  les  équations  se  réduisent 
à  deux;  on  a  une  congruence. 

a^0«  =  90°,        ^0.3  =  90",         xOy  =  ^ 

Première  complexe, 

A   :   aSy,  Pa    :  a"  =  o. 

Deuxième  complexe, 

B  :  a'â'v',         Pb  :   y  =  o. 

Ces  deux  complexes  ont  pour  équations 

X(aX^-p  Y  +  yZ)^NY— MZ  — cosofX(aY^a  Y)  +  NX]=o,. 
Y(a'X  +  ,3'Y4-Y'Z)+LZ— NX-^coscp[Y(a'Y-^,&'X)  — NY]  =  o, 
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Je  nuiliiplie  par  ).,  |j(.,  j'ajoute  et  j'idenlifie  avec 

D(X2-^Y2-+-(a,X-t-p,Y-T-YiZ;(AX-4-BY) 
-4-  A(NY  —  MZ)  -4-  B(LZ  —  AX) 
+  coso[(a,Y-+-p,X)(AX-i-BY;-+-2DXY-t-A.\X-BNY]=o. 

J'en  tire 

A  =  A,        -JL  =  B.        D  =  o. 

Donc  P^,  Pj,,  P,;  doivent  passer  par  une  même  droite 
qui  est  ici  O:;  si  le  troisième  est  une  conséquence  des 
■deux  autres. 

Les  autres   conditions  expriment  que  A,  B,  G  sont 

dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  Oz,  soito^Oy.  En 

•outre, 

BC  perpendiculaire  à   Pa, 

CA  »  Pb, 

AB  »  Pc. 

J'ai  admis  que  si  les  trois  complexes  n'étaient  pas 
indépendants,  c'est-à-dire  si  l'un  est  la  conséquence 
des  deux  autres,  ils  étaient  liés  par  une  relation  homo- 
gène à  coefficients  constants. 

Or,  en  axes  rectangulaires,  on  peut  les  écrire 

Ap  -f-Bp'  -4- '^i(XYZ)  =  o, 

A'p  -+-B'p'  -t-cp2(XYZ)  =  o, 

A''p-+-B"p"+tp3(XYZ)r=o, 
avec 

AB  — BAVo. 

Les  deux  premiers  donnent  o  et  o';  en  portant  dans  le 
troisième  on  a  le  cône  directeur  ou  une  identité.  Si  les 
trois  complexes  ne  sont  pas  indépendants,  on  a  une 
identité  et  alors  on  a  bien  une  relation  de  la  forme 
indiquée.  De  là  le  théorème  : 

Théoiième.  —  Pour  que  le  complexe  CPc  •^o'^  "'^^ 
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conséquence  des  deux  complexes  AP^,  BPg,  où  P^,  Pg 
se  coupent  suivant  une  droite  A  et  oii  Vç^  est  paral- 
lèle à  A,  il  faut  que  Pc  passe  par  A  ef  ^«e 

BC  soit  perpendiculaire  à  Pa< 
GA  »  Pb, 

AB  »  Pc. 

DEGRÉ  DES  SURFACES  Sg. 
SECTIO"  PAR  LE  PLA>'  DE  l'i>FIKI. 

Je    me    donne    trois   complexes   indépendants   AP^, 
BPb,  CPcî  et  je  suppose  P^,  Pg,  Pc  parallèles  à  O^. 
Les  équations  des  trois  complexes  sont 

Ap  -f-Gp''-^(AX  — GZ)(aX+3Y+YZ)-f-D(X2-t-Y2— Z2)  =  o, 
A'p  -4-C'p"-4-.  .  .=  o, 
A"  p -+- G"  0"-+- . .  .  =  o. 

Je  suppose  AC —  CA'^  o;  alors  les  deux  premières 
donnent  o  et  z" .  En  portant  dans  la  troisième,  j'ai  le 
cône.  J'ai  alors  trois  équations  de  la  forme 

P    =«i>,(X,Y,  Z;  =  *(«,  b,  i)  =  *i(a,  b,c), 
p'  =  ^i, 

$, ,  $2j  'ï'a  homogènes  et  du  deuxième  degré  en  X,  Y,  Z 
ou  «,  b,  c. 
On  en  tire 

X  —  a  z  =:  p  =^ 


bz  =^  (j  =^ 


^3=   O. 


On  a  quatre  génératrices  isotropes  dans  le  plan  de 


(  :•  ) 

l'infini.  La  section  par  ce  plan  se  compose  d'abord  de 
ces  quatre  droites^  puis  de  la  conique  du  conc  direc- 
teur, enfin  de  deux  génératrices  orthogonales  à  l'inter- 
section de  P^,  Pg.  Enfin  la  surface  est  unicursale  et  du 
huitième  degré. 

CONDITIOiV   d'abaissement    DU  DEGRÉ    DES  SURFACES  SgjSg. 

Ce  degré  s'abaisse  si  les  numérateurs  de  /?,  q  con- 
tiennent «2+6^+1  en  facteur,  c'est-à-dire  si  les  géné- 
ratrices isotropes  sont  à  dislance  finie.  La  considéra- 
tion du  cône  du  complexe  montre  qu'il  faut  :  ou  que 
deux  des  plans  P^,  Pu,  P^  soient  parallèles  (on  a  alors  une 
droite  de  Cajley),  ou  (pie  A,  B,  C  soient  en  ligne  droite. 
Le  degré  s'abaisse  alors  de  deux  unités.  Je  reviendrai 
sur  les  droites  de  Cajiey.  On  suppose  que 

«■^-1-  h-  ^  const. 

RECHERCHE    DES    POINTS    DE    CAYLEY    DES    SURFACES    Sg. 

xOy  =  o^  ^0^  =  90",         z  0^7  =  go; 
A  :  a^Y,  P\   :  x  =  o, 

B  :  a'P'y',  Pu    :  y  =  o, 

G  :   a"  .i"*'",         Pc    :  y  —  mx  -\-  h  =^  o. 

Les  trois  complexes  ont  pour  cipialions 

X(aX-^pYH-YZj  +  (NY  — MZ)  +  cuscp[X(aY-i-pX)H-NX]=o, 
Y(a'X:-f-p'Y+Y'Z)-t-n.Z— NX)  +  coscp[Y(a'Y4-p'X)-NY]  =  o, 
/i(X2-HY2+Z2)  +  (a"X  +  ^"Y4-Y"Z)(Y  -mX) 

— /»(IN  Y  — MZ)-)-(LZ  — NX) 

+  coscs[(a"V4-p"X)(Y  — mX)-4-2AXY  — wNX  — NY]  =  o. 

J'appelle  xyz  le  nouveau  point  de  (>;ijlej.  Je  mal- 
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liplie  les  équations   précédentes    par    A|J.v,  j'ajoute  et 
j'identifie  avec 

D(X2— Y2-i-Z2)  +  (:rX-f-jY  -+- ^Z)  (  AX -^  B  Y) 
-i- A(XY  — MZ)  +  B(LZ  — NX) 
+  coscp[ra'Y+^X)(AX^BY)-T- .>DXY  — AXX  — BNY]  =  o. 

On  arrive  facilement  aux  équations  suivantes  : 

/  X La  =  '«V  Le, 

^Vb  =  -vV,:, 

'  X  Va  -4-  ji.  U  ji  -H  V  U  c  =  m  v  \c , 

j  XU  —  Y  )  =  /nv(c  — y";, 
(  fx(5-Y')  =  -vU-Y"), 

où  Ua=o  l'eprésente  le  plan  perpendiculaire  à  Ox  et  qui 
passe  par  A,  .... 

Premier  cas  :  v,  v',  v''  inésaiix.  —  On  trouve  alors 
un  seul  nouveau  point  de  Cavlev  qui  est  à  Tintersec- 
lion  de  trois  plans  : 

Qa  perpendiculaire  à   V\  mené  par  BC, 
Qb  »  Pit  »  GA, 

Qc  »  Pc  »  AB. 

Si  A,  B,  C  sont  en  ligne  droite,  il  j  a  donc  une  droite 
de  Gajlej,  sinon  quatre  points. 

Deuxième  cas  :  y'=  v.  —  On  peut  supposer 

Y'=y  =  c*.         t'V  o. 

On  trouve  également  un  seul  nouveau  point  de 
Cajiev  ou  alors  une  droite  si  AB  est  perpendiculaire 
à  Pc.  ' 

Troisième  cas  :  y  =  Y='''f'-  —  Alors  A,  B,  C  sont 
clans  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  A  à  laquelle 
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Pj^,  Pj,,  Pc  sont  parallèles.  Ce  cas  va  nous  conduire  à  la 
conique  de  Cavlej. 

SURFACES    Ss    QUI     POSSÈDENT     UJVE     COVIQUE     DE    CAYEEY. 

On  peut  supposer  y  r=  y'zzz -,'"===  o.  Les  équations 
trouvées  plus  haut  entraînent  alors  :;  =  o,  c'esl-à-dire 
que  les  nouveaux  points  de  Caylev  sont  dans  le  plan 
ABC.  On  trouve,  en  outre, 

m{\xVv.~  ll.vVc)V,t=  (UbV,:-  VbUc)L  A. 

C'est  Téquation  d'une  conique  qui  passe  :  i°  par  ABC, 
2°  par  A'B'C,  savoir  C  à  Tintersection  Uv=o, 
Vb  =  o,  ....  On  retrouve  ainsi  le  théorème  de  Pascal 
avec  la  droite  de  Pascal  rejetée  à  rinfini.  L'hexagone 
est  AB'CA'BC'A  avec 

AB'  parallèle  à  BA'  perpendiculaires  à  Pc, 
BC  >)  CB'  »  Pa, 

Câ'  »  AC  »  PB- 

La  conique  peut  donc  être  absolument  quelconque. 
Le  plan  de  Cayley  qui  correspond  à  un  point  xy  de 
eelte  conique  s'écrit 

mVB(Uc—  UA)-r-l-  Ua(Vb— Vc)y -f-  /jUaVb=  o. 

11  enveloppe  un  cylindre  de  troisième  classe  dont  les 
•génératrices  sont  parallèles  à  A. 


EXEMPLE    NUMÉRIQUE    AVEC    CERCLE   OE    CAYLEY. 

Je  prends  des  axes  reclangulaircs,  A  sur  O.r,  B  sur 
Oy,  C  à  l'origine, 

CA  =  CB  =  2/(, 
Px-.yOz,         Vii-.zOx,         Pc  :  x-^y-^h  =  o. 
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Les  équations  de  la  snrlace  sont 

(  X  —  a z  =^  p  =  ~  ail  i a^ -^  b"^ -\-  a). 
l  y —  bz  =  g  =  —  bh{a^-+-  b^-h  b), 
(  a^-i-  b-  =  i. 

La  surface  est  bien  du  huitième  degré  et  ne  se  décom- 
pose pas. 

L'équation  du  cercle  de  Cayley  est 

^  =  0,         X- -T- y- =  T-h  (x -^y). 

Les  plans  de  Cavlev  sont  parallèles  à  Os  et  leurs 
traces  sur  xOy  enveloppent  une  hv|Jocycloïde  à  trois 
points  de  rehroussement.  Ces  traces  sont  les  droites  de 
Simpson  du  triangle  CEF  : 

CE  -=  —  /(         sur  Cx, 
GF  =  —  h         sur  Cy. 

DÉCOMPOSITIO?»"  DES  SURFACES  Sg  EN  DEUX  SURFACES  S4 
A  PLA>f  DIRECTEUR.  CONDITION  DE  RÉALITÉ  DES  SUR- 
FACES   Sg. 

La  question  étant  très  facile,  je  me  contenterai  d'in- 
diquer les  résultats.  Les  surfaces  Sg  peuvent  être  réelles 
ou  imaginaires  selon  que  le  cône  directeur  du  deuxième 
degré  est  lui-même  réel  ou  imaginaire.  Elles  se  décom- 
posent en  deux  surfaces  S,  à  plan  directeur  si  le  cône 
se  décompose  en  deux  plans.  (A  propos  des  S4,  j'ai 
omis  de  dire  qu'elles  possèdent  une  cubique  gauche 
nodale  tracée  sur  le  cylindre  de  révolution  de  Cayley.) 

Ayant  choisi  P^^,  Pu,  P^  parallèles  à  une  droite  A,  ainsi 
que  les  points  A  et  B,  la  surface  Sg  se  décompose  quand 
le  point  C  est  pris  sur  une  quadrique  qui  peut  être, 
suivant  les  cas,  un  paraboloïde  elliptique  ou  hyperbo- 
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lique.   Dans  ce  dernier  cas  seulement,  les  deux  sur- 
faces   S;    sont  réelles   et    leurs    plans    directeurs    sont 
perpendiculaires  aux  génératrices  du  paraboloïde  hyper- 
bolique qui  passent  au  point  C  considéré. 

Quand  le  paraboloïde  est  lijperbolicpie,  Sa  est  tou- 
jours réelle  ;  s'il  est  elliptique  il  partage  l'espace  en  deux 
régions  :  il  faut  prendre  C  dans  l'une  d'elles  pour 
que  Sg  soit  réelle. 

COMPLÉMENT    SUll    LES    DIX    POIIVÏS    DES    Sg. 
EXEMPLE    NUMÉRIQUE    DE    M.     DARBOUX. 

Je  reviens  au  cas  des  S9.  Il  y  a  en  général  dix  points 
de  Cayley  auxquels  correspondent  dix  plans. 

On  peut  se  demander  si  ces  dix  points  et  les  plans 
correspondants  jouent  exactement  le  même  rôle  et  si, 
par  exemple,  trois  des  plans  forment  toujours  un 
Irièdre.  Or,  on  voit  bien  sur  des  exemples  numériques 
qu'il  n'en  est  pas  toujours  ainsi. 

Si  le  fait  se  produit,  c'est  que  les  trois  complexes 
correspondants  ne  sont  pas  indépendants,  sans  quoi  le 
cône  directeur  serait  du  deuxième  degré;  or,  on  le  sup- 
pose du  troisième.  Alors,  d'après  ce  que  nous  avons 
vu,  chaque  complexe  est  une  combinaison  linéaire  à 
coefficients  constants  des  deux  autres,  les  trois  plans 
Pa?  r*i!)  l^c  passent  par  une  droite  A  et  l'on  a 

BC  perpeiuliculaire  à  Pa, 
G  A  »  Pb, 

AB  ).  Pc. 

Je  disque  les  sept  points  autres  cpie  A,  B,  G  sont 
encore  sur  trois  cylindres  de  révolution  d'axes  perpen- 
diculaires à  A. 

Je  me  donne  A,B,  C,  l*\,  Pu,  Pc,  comme  il  est  dit, 
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el  je  prends 

A  :  aSO,  Pa:  x  =  o, 

B  :  a'TO,         Pb  :  j  =  o, 
j'O^  =  90",         zOa:  =  9o'',         a-O^  =  ». 

Pour  déterminer  la  surface,  il  faut  se  donner  un 
quatrième  complexe  • 

D  :  a" ^" y",         Pd  :  Ax^By-i-Cz-hD  =  o. 

Des  calculs  absolument  analogues  à  d'autres  faits 
plus  haut  me  conduisent  aux  cinq  équations 

^  X(U  — Ua)  + A(U-Ui,)  =  C{2  —  -;"), 

I  [Ji(  V  —  Vb)  -+-  B  (  V  —  Vu  )  =  eu  -  y"  ), 

;  C(  V  —  V'd  )  -^  b  (  s  —  y"  )  -4-  iJ-z  =  o, 

\  G  (  U  —  l'i)  I  -I-  A  (  s  —  Y  "  ;  —  À  -3  =  o, 

j  A(  V  -  Vi,)  +  B(  U  -  U»)  -+-  A(V  -  Va) 

'  -h  ijl(U  —  Ub)  —  iC( z  —  y")  cosc;  =  o. 

Je  tire  '/.'j.  des  deux  premiers;  en  |)ortant  dans  les 
trois  dernières,  j'ai  les  équations  des  trois  surfaces  qui 
déterminent  les  sept  points  autres  que  A,  B,  D.  L'équa- 
tion quatrième  me  donne 

(S)       C(V  -  Vd)  (  V  —  Vb)  +  B(V  -  Vb)  (s  —  y") 

^Cz{z  —  '/')  —  Bz(\  —  \a)  =  o. 

C'est  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  perpen- 
diculaires à  yOz  ou  P^  et  qui  est  de  révolution.  Il 
passe  par  B,  C,  D.  La  cinquième  équation  donne  un 
cylindre  perpendiculaire  à  Pp.  La  sixième  donnerait 
une  surface  du  troisième  degré,  mais  on  peut  la  laisser 
de  côté,  car  en  introduisant  le  point  G  on  aurait  un 
troisième  cvlindre  perpendiculaire  à  P^.  On  a  donc  le 
théorème  suivant  : 

Théokîcme.   —    Si  l'on  considère    l'ensemble   des 
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dix  points  de  Cayley  d'une  surface  S.j  quand  on 
met  de  côté  trois  de  ces  points^  les  sept  autres  sont 
sur  trois  cylindres  de  révolution  dont  les  axes  sont 
perpendiculaires  aux  plans  de  Cayley  qui  corres- 
pondent aux  trois  premiers  points.  Ces  trois  plans 
forment  habituellement  un  trièdre,  sinon  ils  passent 
par  une  même  droite  A  :  la  propriété  subsiste  et  les 
trois  cylindres  sont  alors  orthogonaux  à  A. 

Dans  l'exemple  numérique  de  M.  Darboiix  que  je 
vais  donner,  ce  fait  se  produit  quatre  fois  sur  les 
cent  vingt  combinaisons  des  plans  pris  trois  à  trois. 

Exemple  de  M.  Darboux  :  Axes  rectangulaires, 
—  Je  prends 


y-\-  z  =0, 
^  -i-  .r  ;=  o, 

37  -f-  ^  =  O. 


A, 

I 

o 

o 

p, 

As 

(> 

I 

o 

P2 

A, 

(> 

o 

I 

P3 

On  trouve  alors 


A; 

—  I 

0 

0 

Pi 

y  —  ^ 

=  0, 

A3 

0 

—  I 

0 

Pô 

Z X 

=  0» 

Ae 

0 

—  r 

\\ 

x—y 

=  0, 

A7 

1 
•2 

- 

I 
2 

P7 

x-hy-i-z-  i 

=  0, 

As 

I 
■> 

— - 

I 

P« 

f 

X  —  y  —  z 

•2 

=  0, 

A, 

1 
•2 

-^ 

I 
1 

Pa     . 

—  x-i-y  —  z-  ^ 

=  0, 

Aïo 

I 

•2 

—  -^ 

I 
■2 

P|0 

—  x—y-^z  —  - 

=  0. 

Les  plans  sont  identiques  à  ceux  de  M.  Darboux;  les 
trois  premiers  points  sont  symétriques  par  rapport  à 
l'origine.  Si  j'envisage  les  cent  vingt  combinaisons  des 
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dix  plans  trois  à  trois,  je  trouve  seulement  quatre  faux 
trièdres,  c'est-à-dire  quatre  systèmes  de  trois  plans 
passant  par  une  droite  A,  savoir  : 

Pi  r*2  Pg  qui  passent  par  :r  =  ^  =  —  z, 

P,  P3  Pô  »  z==x=—y., 

Pa  P3  P4  »  y  =  z=  —  .r, 

P4  P5  Pe  >'  x=y=.z. 

On  peut  projeter  les  dix  points  suivant  les  sommets 

A, 


A3A10K 


>AiA8 


A5  A  ( 


et  le  centre  d'un  hexagone  régulier,  comme  l'indique  la 

figure, 

k-  a  pour  cote     h, 

Ag      Ag      Ajo  »  r-> 

A,     A2     A3  » 


A4     A5     Ag 


h 
6  ■ 


Mais  ici  la  surface  Sg  se  décompose  en  trois  cylin- 

droïdes  : 

x{y-^'^z^)-r'yz  =0, 

y{z'^  ~  X-)  -\-  zx  =0. 
z  (x^-\-  y-  )  -^  xy  =:  o. 

Les  dix  points  sont  communs  aux  cvlindroïdes  symé- 
triques des  premiers  par  rapport  à  l'origine. 
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LES   MOUVEAIENTS  A    SURFACES    DE    STEINER    DE  M.    DAKHOl  X. 

Après  avoir  établi  tous  ces  résultats,  j'ai  eu  l'occa- 
sion de  lire  un  Méuioire  de  M.  Darboux  sur  les 
mouvements  algébriques  qui  se  trouve  à  la  fin  de  la 
Cinématique  de  M.  Kœnigs.  L'éminent  géomètre,  après 
avoir  défini  un  certain  mouvement  d'un  corps  solide  à 
deux  paramètres,  se  propose  de  chercher  s'il  n'existe 
pas  des  points  du  corps  qui  décrivent  des  plans.  11 
démontre  que,  dans  le  cas  le  plus  général,  il  doit  en 
exister  dix;  c'est  précisément  le  nombre  que  je  trouve 
pour  mes  points  de  Cajley.  J'ai  cherché  si  les  dix  points 
de  JM.  Darboux  ne  pouvaient  pas  être  construits  comme 
les  miens,  et  je  suis  arrivé  aux  mêmes  résultats.  Le  mou- 
vement étudié  par  M.  Darboux  résulte  du  renversement 
d'un  corps  fixe  autour  d'une  droite  passant  par  l'ori- 
gine, plus  une  translation.  On  peut  remplacer  ceci  par 
un  renversement  autour  d'une  droite  A  parallèle  à  la 
première,  plus  une  translation  parallèle  à  A.  Au  lieu  de 
laisser  les  deux  |)aramètres  indépendants,  on  peut  les 
lier  par  une  relation  telle  que  la  translation  soit  nulle. 
Alors  A  décrit  une  des  surfaces  S,j  que  j'étudie. 

Réciproquement,  soient  S  le  solide  formé  par  l'en- 
semble des  points  de  Cajley  et  S'  le  solide  symétrique 
de  S  par  rapport  aux  génératrices  d'une  Sgj  il  est  clair 
qu'il  y  aura  dix  points  de  S' qui  décriront  des  courbes 
planes  :  ce  sont  les  points  de  M.  Darboux.  Ces  points 
sont  identiques  aux  miens;  les  plans  sont  placés  de 
façon  un  peu  différente,  mais  jouissent  de  propriétés 
analogues.  Je  vais  me  permettre  de  reprendre  les  calculs 
de  M.  Darboux  d'une  façon  un  peu  difTéreute,  de  ma- 
nière à  mettre  en  évidence  la  construction  géométrique 
des   points   quand   on  connaît  trois  d'entre  eux  et  les 
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plans  correspondants,   construction  qui  n'est  pas  indi- 
quée dans  le  Mémoire    que   j'indique    (Cinématique 
de  Kœnigs,  p.  363). 

J'appelle  encore  'c,  'j',  ci"  les  angles  des  axes  et  je 
pose  pour  abréger 

/    P    =  A  -4-  |JL  COSCp"-r-  V  COS©', 

'   Q  =  À  coso"-^       '±       -^vcoscs, 
(    R  =  A  cos'j  -^  ;jL  cos'J  —  V. 

J'appelle  xy^  le  point  de  la  ligure  fixe,  x' y' z'  le 
point  correspondant  de  la  figure  mobile.  Les  formules 
que  je  vais  écrire  définissent  une  translation.  j)lus  un 
renversement  : 

,_   /irAgy)  — rO.P  —  aO  —  ■/ R  )  ^  2>.Q  r -H  aXRz 
•^  "  '         '  >,pL.j,0-/R 

AfAuv  I  —  n  jiO  —  V  R  —  À  F)  -r-  2  uR  j  -^  3  iJiPa- 
'     \  '  /.  P  —  a  Q  -t-  V  R 

f^d'X'i  1  —  ;;(  V  R  —  À  P  —  ;jlQ  j  -r-  itY*  x  -+-  2vQ^ 
^'         '  ÀP-^  uQ— vR  ' 


OU 

y,  =  a,'/.--^  a/a--r-  aj-/--^  ibi<j.-t  -+-  y^b'^K^i  -^  aô/XjJi. 

J'écris  que 

Ix  —  my'  —  n  z'  ^  p  ^  o, 

(juels  que  soient  A.  ;j..  v.  J'ai  ainsi  six  équations;  j'en 
écrirai  deux,  les  autres  s'en  déduisent  par  permutations 
sur  xyz,  cscs'p"  et  les  accents  pour  les  lettres  «,  6,  ainsi 
que  les  indices  : 

liui-^  X  -^  ly  cosci"-^  2z  coso') 

-T-  m{  a-2  —  y)  -^  n  ( a^  —  z)  -+- p  =  o, 
h  bi  —  X  cos'i  \  -^  rnibo-^  3  ^  X  coso') 

-i-  n(b3-r-  xcoso" ^-y)  ~p  coso  =  o. 
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J'exprime    que    le    point   qui    corres|>ot)(l    à    ^  =;  a, 
j/- =  X,   3  =:  Y  (l(-crit  le    plan   x  =  o  ;   celui  qui  corres- 
pond    à     a  jîi'Y     :   jK  =  o,     et    celui    qui    coriespond    à 
a."^"Y  '■  ^  =  o.   En  posant,  pour  abréger, 

U    =  37  -t-_/ coscp"+ .3  COS<f', 
V    =  a?  coscp"-4- j^ -I- z  coscp, 

W  =  37  COSCp'-H  J'  coso  -+-  z, 

Ua  =  X  -H  P  cos(y"+  Y  coscp', 


j'ai  les  six  équations  suivantes  : 

9.1  (  U  —  Ua  )  =  /(a7— a)+m(j  — |i') -1-/1(3  — y".)—/?, 

2m(V  —  Vb  )  =  /(a:— aj-+-m(7  — j3';-i-«(5  —  y")— /), 

2«  (W— W(:;=  /{a:-  —  a^-t-mfr  —  P') -»-/i(-3  — y  -'"""/'» 

m(W  — Wiî)  +  «(V  —  Vc)=ci)S'i  [/(a-— aj  +  /n(jK  — P')-+-'î(-— T"^~/'1' 
«  (  U  — U(;  )-l-/(\Y  — Wa)  =  coso'  \/.r  —  oi)-h-m{y—'^')+n(Z'-  '[")~J'^^ 
i  (V  —Va  )-i-w(U  — Uii  )  =  cosd'[l(x~-'x)  v- ni{y—'i' )-\- n{z  —  i' )— p]. 


D'où  facilement 
W- 


W, 


\ii 


V-Nc 
W    -  w 


=  2  coscp, 


cylindre  de  révolution   à  génératrices  perpendiculaires 
au-  plan  des  yz.  C'est  l'équation  déjà  trouvée. 

U  _y  a  une  discussion  analogue  que  je  ne  refais  pas. 


SURFACES    DE    STEINEK. 


Je  re|)rcnds  les  axes  rectangulaires,  je  me  donne  un 
point  xyz  ei  je  cherche  les  coordonnées  du  sjinélri(jue 
x' y'  z'  par  rappoit  à  la  droite  A  délinic  comme  d'hahi- 

Aiui.  de  MdthénKit.,   '4"  série,  l.  X.  (  Ft'vrier  1910.)  t) 


X    =: 


y  = 


(  «2  ) 

lude  par  ses  six  coordonnées 

X,     Y,     Z,     L.     M,     N,         p  =  NY  — MZ, 

2  p  -f-  j- 1  \  -^  —  Y2  —  Z^  )  -4-  ?.yW  -^-  >.  z  XZ 

X2-r-   Y2-+-Z2  ^  ' 

■2p'^  ri  Y-^—  Z-^—  X^j  -^  a^  YZ  -^  .^.r  Y\ 

\-2_^Y2+Z2 

_,  _  1  p" -\-  z{  TJ  —  Y-  —  X- )  -i-  73^ ZX  +  -ly  YZ 

^     "^   ~  X2-T-  Y^—  Z2 

Il  suffi l  de  poser 

2p  =/ilXYZ;, 

2p'  =/2(XYZ), 

2p"=/3(X\Z) 

pour  retrouver  les  formules  (i  2 ^  en  axes  rectangulaires  ; 
mais  pour  cela  il  faiil  que 

(i3j  X/i+ Y/2— Z/3=o, 

c'est-à-dire  qu'au  lieu  de  traiter  X,^,  Z  comme  indépen- 
dantes, il  faut  les  lier  par  la  relation  (i3)  qui  repré- 
sente le  cône  directeur  de  la  S,j. 

Du  reste,  étant  donnée  une  surface  Sg,  si  d  un 
|)oint  a|jv  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  la  géné- 
ratrice XYZLMN,  le  pied  a  pour  coordonnées 


y 


\  X2_L_Y^-^Z2 

Or,    sur  la  surface,  on  a  des  équations  de  la  lorme 
p=  —  <î>i(XYZ),         p'  =  —  i^o,         p"  =  — <1>3: 

donc  la  courbe  décrite  par  le  pied^de  la  perpendiculaire 
abaissée   de   a3v   sui'   les  eénératrices  se   trouve  tracée 


P 

-^X( 

aX 

-+- 

SY^ 

'['^) 

X 

--t- 

V2 

-hZ-^ 

p' 

-^  Y( 

aX 

+ 

^Y  + 

r^) 

X 

--I- 

\2 

^Z2 

?" 

+  Z( 

aX 

-t- 

SY  + 

7^.' 
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sur  la  surface  tie  Sleiner  : 


'!>,—  \(a\  H-  ^Y  -(-  yZ) 


X2-1- Y-^+Z-^ 

—  *.,+  Y(aX-f-îiY-t 

-Y/-» 

\2^    Y2-^Z^ 

—  *3+Z(aX-4-  pY- 

-ïZ) 

1  X2  +  Y2  -+-  Z^ 

où  l'on  traile  X,  Y,  Z  C(Jinme  indépendantes.  Ceci  donne 
une  nouvelle  propriélé  des  surfaces  Sf,. 

Dans  un  prochain  article,  j'étudierai  les  Sp,  qui  pos- 
sèdentune  sexiique  de  Cayley  et  les  hjperboloïdes  pour 
lesquels  la  sexiique  se  décompose  en  six  droites.  Enfin 
j'étudierai  les  surfaces  développables  qui  |)ossèdent  une 
infinité  de  points  de  Cajiej  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
les  courbes  gauches  qui  possèdent  une  infinité  de 
podaires  planes.  On  peut  les  déterminer  facdement  sans 
signe  de  quadrature. 


[I19c] 

SlIK  ME  É(|lIATIO\  l\Uini:aMI\ÉK; 

l'AR  AI.  TSLlliUICflI   HAYASIII,  à  ToUio. 


I.  A. -M.  Legendre  a  établi  dans  sa  Théorie  des 
Nojyibres  (pi'un  nombre  triangulaire  ne  peut  être  égal 
à  un  cube.  Il  s'appuie  pour  cela  sur  l'im[)Ossibililé 
démontrée  par  lui,  l'équation  indéterminée 

J'établirai  ici  que  /e  quadruple  d'un  nombre  pyra- 
midal ne  saurait  être  un  eube,  en  me  servant  de  la 
même  écpiation. 


(  84  ) 

On  aurait  une  (lémonstralion  ass("z  simple  en  appli- 
quant la  condition  de  possibilité,  trouvée  par  Edouard 
Lucas,  de  l'équation  indéterminée 

37-3  -4-  _^3  =    A  ^3       (  1  ). 

J'aurai  recours  à  une  méthode  plus  directe,  qui  me 
semble  présenter  un  certain  intérêt. 

II.  Supposons  que  Téqualion  (i)  soit  possible;  alors 
X  -i- y  est  divisible  par  3,  car  on  a 

(a;  -I- K  )'  =  x^-h}'^  -+-  3{x^y  -+-  xy-)  =  3(^'  -H  x^y  -h  xy-). 

Posons 

X  -i-y  =  3  k. 
On  a 

(  2  )     ar'  -i-  j'3  =:  .r^  -(-  (  3  /i  —  X )^  :=  ■!-  A'  —  27  A- X  4-  gkx^. 

3 z^  est  donc  divisible  par  g,  et,  par  suite.  :;  est  divi- 
sible par  3. 
Posons 

(3)  z  =  3/'/:, 

l'exposant/?  étant  ^  i,  et  h  premier  à  3. 

Les  nombres  x^y,  z  peuvent  être  supposés  premiers 
entre  eux  deux  à  deux  ;  x  et  )'  sont  donc  premiers  à  3. 
On  a,  en  vertu  de  l'égcdilé  (2), 

gk(3/c'-  —  3kx  ^  X-  )  =  3z^. 
Si  donc  on  pose 

(4)  3z^^qkk\ 

k'  est  premier  à    3,    puisque  x   lest  aussi.   Or  on   a, 

d'après  (3), 

33/'+»/i3=  qkk\ 

(')  Voir  .Xouvelles  Annales,  2°  série,  l.  XVÎI,  187S,  p.   \îb. 


(  B5  ) 
k  est  donc  divisible  par  ?r^P     '.   Posons 

k  =  '6^P   '^  l         (  l  premier  à  3  j. 

Il  en  résiille 

Remarquons,  en  outre,  que  x  est  premier  à  ^,  à 
cause  de 

Par  suite,  en  vertu  de 

A'=  3A-2—  3A-a:-h^S 

A'  est  premier  à  A"  et,  p.ir  suite,  à  l.  On  doit  donc  avoir 

/)  et  A-,   étant  premiers  entre  eux  et  premiers  chacun 
à  3.  On  a  donc  finalement 

373  -h  JK^  =   3  .  3  /.   //  =   3     [pp  l-i  ^3  , 

37  +  J  =   3  /.■  =  3'/'  /  I ,  Z   =   iPli/.i. 

Et  d'après  le  résultat  obtenu  par  Legendre  et  rap- 
pelé plus  haut,  nous  pouvons  affirmer  qu'il  est  impos- 
sible de  trouver  pour  x,  jk,  5,  p,  /, ,  A-,  des  valeurs 
entières  qui  satisfassent  les  équations  précédentes. 

III.   On  peut  écrire 

a;3_i_j^3_  3.3//,'=  3(  07 +j>- )/-•,', 
d'où 

x^—  xy  -t-j'2  =  (37-1-7)^— 3 a;r  =  fjk-—  ^x(^k  —  x)  -  S/rf, 
ce  qui  peut  s'écrire 

(■2.r  — 3/i)='+  3A-2  =  4  A?. 

L'é(pialion  précédente  sera  satisfaite  si  l'on  pose 

•IX  —  3  A"  —  2  X  (  9  Y  -  —  X-  ), 
A  =  GY(Y2— X2), 
A■,=  X■^+3Y^ 


(  86  ) 
où  X  et  Y  sont  des  entiers  arbitraires.  Or  on  devrait 
avoir,  comme  on  l'a  vu, 

3A  =  33/' /f. 

Prenons,  par  exemple,  /)  =  i .  On  aura 

(7)  3/.- =  i8Y(Y-^— X2)  =  33/J. 

D'autre  part,  on  trouve  aisément 

X  =  9Y(Y2  — X-i)  +  X(9\2—  X2;, 
^  =  ç,Y(Y2_X2)-X(9Y-:=-X2), 
z  =  3/,/.,  =  3/i(X2-3Y2). 

On  voit  donc  que,  si  l'équation  (y)  était  possible,  on 
pourrait  trouver  trois  nombres  ic,y^  z,  déterminés  par 
les  (ormules  piécédenles,  et  lels  que 

x^  -h  y^  =  iz^. 

Or,   celle  dernière  équation  est  démontrée  impos- 
sible. Il  en  est  donc  de  même  de  l'équalion  (  j). 
1\^    L'équalion  (-)  peut  s'écrire 

rY-X)X(Y  +  X)       ,^ 
4 -^ =/?, 

ou,  en  posant 

Y  —  X  =  a,  X  =  [i, 

^  6  ~    '• 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  quadruple  d'un  nombre  de  la  forme 

a  (  a  ^  ^  )  C  a  -^  -2  3  ) 
6  ~ 

ne  peut  être  un  cube. 

En  particulier,  le  quadruple  d'un  nombre  pyra- 

midal ne  peut  être  un  cube. 


{ 
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[C2j] 

SLK  LES  FOIIMIILES  hK  OUADRATI  RE  \)E  COTES. 
(iÉ\EUALISAriO,\  D'II\E  FOUMllLE  D'EILEU; 

Pak  m.  g.  F0NTE.\É. 


I. 

1.   Les  (Qv\rtu\es  de  (Zoles  (Nouvelles  Annales,  1909, 
p.  291) 

2 

l  (  -2  )  s  =  A  — 


(  3  )  S  =  A 

(4)  S  =  /, 


(i 


8 

7JK>'-'-  3'iJi-4-  f2jK2+  32.r3—  7rv 
9'» 


donnent  une  valeur  appiochée  de  l'aire  comprise  entre 
l'axe  des  :c,  une  coui\)e  quelconque  y  =:/(.r),  et  deux 
ordonnées  correspondanl  aux  abscisses  x  et  x-\-h. 
L'expression  de  l'erreur  commise  par  l'emploi  de  cha- 
cune de  ces  formules  peut  se  mettre  sous  la  forme  sui- 
vante : 

I  <■'■■>  -ï^/"'5'- 


(88  ) 
la  lettre  ;  désigne   une    valeur    comprise    entre    x   et 
X  -^  h. 

Les    expressions   (i')   et   (2')   se    trouvent    dans  les 
Leçons  cV Algèbre  de  M.  Tannerj. 

La  remarque  de  Catalan^  généralisée  par  Maleyx, 

dei-ait  faire  prévoir  qu^  les  expressions  (2'),  (4'),  ... 
renfermeraient  h-\  h'' .  .  . .,  au  lieu  de  h',  A" 


II 


2.  A  la  formule  (i)  et  à  l'expression  (i')  du  reste  se 
rattaclie  une  formule  due  à  Euler,  retrouvée  d'ailleurs 
par  Maclaurin  à  qui  on  l'a  longtemps  attribuée.  La  no- 
tation ¥  (x)  désignant  une  fonction  |iriinitive  (\e/(x), 
on  a 


i.2.:i. 


l'expression   du  reste  est  due  à  Malmsten.  Les  B  sont 
les  nombres  de  Bernoulli,  et  Ion  a,  pour  /i  =  i , 


3.  Ajant  observé  que  la  forme  de  la  formule 
d' Euler  est  liée  au  fait  qu^ elle  se  reproduit  quand 
on  échange  a  et  ^,  j'ai  eu  l'idée  de  cbercher  une  for- 
mule analogue  en  prenant  comme  point  de  départ  la 


I 


(  8y  ) 

formule  (2).  On  trouve 

(■!•)  ['(?)-F(l)  =  /i -r- 


On   peut,   comme  pour    la  formule   d'Eu  1er,  déter- 
miner les  coefficients  numéricpies  en  prenant 


F(:r)  =  e-*-; 


on  trouve 

h 
e''  -H  4  e-  - 


h'*  Afi 


6  e''  —  i  2880        9G  7G8 

et  l'on   est  ramené  à  former  le  développement  du  pre- 
mier membre. 

On  aurait  de  même 

/(a)  ^  ;î/f .  +  ^)  ^  3/('.  -  ^)  -./ï?) 
(3")     F(P)-F(a)  =  A ^ ^ ^ — 

4.  La  formule  (4")  aurait,  après  le  terme  en  /i, 
un  terme  en  A",  et  il  en  serait  de  même  de  la  (or- 
mule  (5");  etc. 

La  forme  de  ces  formules  ne  permet,  ajirès  le  terme 
en  A,  c|ue  des  termes  de  degré  pair  en  h]  c'est  ainsi 
(pie  les  formules  (2"),  (4"))  •••  "^  peuvent  avoir  de 
termes  en  A^,  h^ ,  ...;  cl  Ion  comprend  ainsi  que  les 
expressions  (2'),  (4'),  ••■,  au  lieu  de  contenir  h'' ,  h'\  ..., 
avec/'",  f,  ...,  conlicnnenl/i%/i^,  ...,  avec/",/",  ...; 
on  voit  dès  lors  que  la  formule  (2)  est  exacte  pour  un 
poljnome  du  troisième  degré,  aussi  bien   que   la  for- 


(  9^  ) 
mule  (3),  que  de  même  la  roimule(4j  est  exacte  pour 
un    polvnome  du    ciiiquième  degré,   aussi   bien  que  la 

formule  (  o  ),  etc. 


[H12d] 

SllK  LES  SUITES  RKCl  IIREXTES; 

Par  m.  AMSLEK, 

Professeur  au  Collt^'ge  de  Dieppe. 


1.  Soit  '^{x)  un  polynôme  qui  soit  au  plus  de  degré 
m  —  1  ;  soit  f{x)  ut)  polynôme  de  degré  m  premier 
avec  '-^{x)  et  égal  au  produit  de  m  facteurs  binômes 
différents  : 

f{x)^{x  —  a){x  —  b). .  .{x  —  l). 

On  peut  poser 

(X)  ^^^)^       -^        ,        B        ,  ^^     ,        L 

'  fi  x)        X  —  a        X  —   b  ^' '  '  r  —  / 

A,  B,  .  .  . ,  1.  étant  des  constantes. 

Sous  la  réserve  que  x  soit  supérieur  en  module  aux 
quantités  telles  que  a,  on  peut  développer  les  deux 
membres  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 
Nous  égalons  les  coefficients  des  puissances  de  x  dans 
les  denx  membres  après  avoir  posé 

o(.r)         i<o         "i  "n 

f{  X)   ~    X  x^        '  "        x"-^' 

et  remarqué  qu'on  a 
A 


X 


(9«   ) 
Nous  obtenons  ainsi  les  écjualions 


Xa"  M-  H6"-f-.  .  .-H  Ll't. 


On     sait    d'ailleurs    calculer    les    constantes    telles 

que  A,  pai-  exeni|)le  : 

j^  ^  'j'(a) 

{a  —  b  )  i  a  —  c  ) .  .  .(  a  —  /) 

Nous  allons  étudier  la  suite  iio,  M,,  n.2,  ■  • -,  1/3,  ... 
dont  l'éclielle  de  récurrence  est_/(^).  Plus  spécialement, 
nous  allons  établir  une  formule  d'addition  pour  les  u  : 

2.  Forme  symbolu/ue  de  «".  —  Considérons  les 
m  équations  suivantes,  où  les  inconnues  sont  les  A  a"  : 

Un  —  .\a"  -+- B6«  4-...H-L/'', 

u„  +  x        —aXd»         -^bV>b"         -i- .  .  . -^  /  L  / ', 

Un^in     1  =  a'"-' A«"—  A'"     1  l}/-/"-T-.  .  .->r  V"     '  L /". 

Imaginons  que  les  indices  des  w  soient  portés  en  ex- 
posants. 

Formons  une  combinaison  linéaire  des  équations  au 
niojen  des  coelficients  du  polynôme 

{x  —  b)(x  —  c )  .  .  .{x  ~  l). 

Dans  la  combinaison,  l'inconnue  Aa"  demeure  seule 
et  l'on  a  symboliquement 

in  —  b)(  u  —  c).  .  .(u  —  hu" 

A  a"  =  j—, ^ j— 

(Cl  —  b)  (a  —  c  ).  .  .(  (t  —  l  ) 

ou,  en  se  rappelant  la  valeur  de  A, 

an  =  iu-b){u-c).    .ju-l)  ^^„ 


(  92  ) 
Cette  formule  s'interprète  de  la  façon  suivante  :  on 
effectue  le   second  membre  et  l'on  met  en  indices   les 
exposants  des  u. 


3.  Addition  des  u.  —  Posons 

{  H  h  )  i  U  —  C  }.  .  .(  u  —  /  ) 


u", 


r  étant  une    lettre  qui  remplace  u  pour  les  besoins  du 
calcul. 
On  a 

(u  —  h)(u  —  c)...(ii  —  h.(r  —  fy)(v  —  c)...(i>—  h 

Pour  calculer  u„^„\  il  faut  former 

.^  '  .^  (a  —  b  )  (  a  —  c  ).  .  .{a  —  /) 

,^^  (u  —  h)...(u  —  l)(i'  —  b)...(i>  —  f) 
.^  (a  —  b)...{a  —  l).o(a) 

Je  dis  que  le  S  n'esl  autre  que  le  polynôme 

f(u)P(v)  —  f(i')P(u} 

71  (  U,  r  )  -—   ■ ■ ■• 

U  l> 

où  1  on  a  posé 


•—2:^ 


( u  —  b)  (u  —  c). . .( u  —  /) 

(a  —  b).  ..(a  —  l).o(o) 


En  elFet,  7:(«,  r)  et  le  S  à  deux  variables  u  et  c 
peuvent  être  regardés  comme  deux  polvnomes  en  u\ 
ils  sont  tous  deux  au  plus  de  degré  m —  i  ;  il  suffît  alors 
de  prouver  (ju'ils  coïncident  pour  les  m  valeurs  a,  b, 
c,  ...,/.  Si,  dans  le  S  on  f;iil  u^  a,  on   trouve 


(  c  —  b  )  H'  —  C).  .  AV  —  /  ) 
o(  a) 


(  9-^  ) 
Si  dans  —  on  fait  u^=-a.  on  lioiive 

{v  —  h).  .Av  —  l) 


résultat  identique  au  premier. 

Reste  à  indiquer  le  calcul  pratique  de  P('^);  pour 
cela  je  remarque  que 

P(a)=       ' 


^*  ^*J 


Donc  P(^)  est  le  polynôme  que  fournit  l'idenlilé 
d'Euler  relative  aux  polynômes  /(a?)  et  'f  (^)  que  nous 
avons  supposés  au  début  premiers  entre  eux  : 

V{x)'o{x)^Ql(x)f{x)  =  1, 

P  étant  de  degré  inférieur  à  /(x)  et  Q  de  degré  infé- 
rieur à  cp. 

On  sait  trouver  par  une  suite  d'opérations  ration- 
nelles le  polynôme  P(x),  et  cette  identité  fournit  bien 
la  substitution 

P{a)  =  — î— . 

puisque  f  {ci)  =  o. 

On  a  donc  la  formule  d'addition 

f(,nV(.)^f'.)\>(u) 

U  —  t^ 

Quand  le  second  nombre  de  celte  formule  est  effec- 
tué, on  met  en  indices  les  exposants  des  a  et  des  v, 
puis  seulement  alors  on  remplace  partout  ç  par  ;/. 

i.  Exemple  de  suite  récurrente.  —  On  part  des 
n'ombres  i  et  3  en  formant  un  nouveau  terme  par  l'ad- 
dition des  deux  derniers  termes  formés.  On  veut  étu- 


''  94  ) 

dier  les  propriétés  d  addilion  de  la  suite  ainsi  formée  : 

«0=1,  Wl  =  3,  1(2=    'i,  •  •  •■ 

L'échelle  de  récurrence  est  ici  x'^  —  x  —  /,  puisqu'on  a 

"/j+i  ^  '^re-f-  "«— 1- 
Donc 

f{^x)^=x'^ —  X  ~-  I. 
Déterminons  '-5(^)  par  la  condition  que 

X'^ X  I  XX- 

On  trouve  lacilement  que 

œ  (  a-  )  =  j-  -1-  2 . 

On  cherche  donc  l'identité  dEuler  relative   'a  x -{- i 
et  a:-  —  X  —  I.  On  a  par  la  division 

x"^  —  X  —  \^^(x  ^  ■i){x  —  3  j  -T-  5, 
d'où  l'identité 

.7-2 X  —  I  3  —  X  , 

: H : (X  -^  -l)  —  \, 

)  J 

d'où 

P(x)  =  L^, 

et  l'on  a,  pour  I  addition, 

,(ii-  —  //  —  I  I  (  3  —  i'  )  —  ( i>-  —  i'  —  0(3  —  u) 

,,  ,  Jl'l  r,ll'   . ' L_ i     . 

■J[U  —  i-  ) 

c'est-à-dire 

Soit  par  exein|)le  n  =  i,  /?'=  5  ;  on  aura 

(  3  «3  Ui  -—  11-2  It^  )  U^  llf,  —  4  U-2  M5 


«, , - =  u-  = 


3(7x18—1  X  .>.9  )  —  7  X  ■•><)  —  4  X  4  X  1 8  _  ._ 


(  95  ) 
Pour  celle  siiile  la  foninilc  de  duplicalion  seiail 

y>n= ^ 

Les  formules  d'addilion  ainsi  délerminées  peuvent 
servir  à  étudier  la  décomposition  en  facteurs  des  termes 
de  la  suite,  à  calculer  des  termes  lointains  de  la  suite 
sans  passer  par  les  t(;rmes  intermédiaires  (')    (cf.  sur 

7;- —  l'article  de  juillet  1Q07). 

f  {x)  ■  ■'  y    >  / 

On  remarquera  qu'étant  donnés  les  yc>  —  i  premiers 
termes  d'une  suite  d'ordre  p  dont  on  connaît  l'éclielle 
de  récurrence  fi^x)^  ou  sait  trouver  '^{x)  et  résoudre 
par  l'intermédiaire  de  l^('^)  le  problème  de  radditioii. 


QlESTIO\S. 


»  :21i4.  —  La  droite  d'Kuler  d'un  liiangle  ABC  (droite  qui 
joint  l'oitliocentre  et  le  centre  du  cercle  circonscrit)  coupe 
les  cotés  au\  points  D.  E,  F.  Les  trois  cercles  de  diamètres 
respectifs  AD,  BE,  CFont  en  commun  un  point  K  qui  appar- 
tient au  cercle  des  neuf  points  du  triangle.  Démontrer  que  la 
distance  du  point  K  au  pied  de  l'une  des  hauteurs  est  égale  à 
la  somme  de  ses  distances  aux  pieds  des  deux,  autres  hauteurs. 

(V.   TllÉBAULT.  ) 

214o.  —  Si  l'on  pose  (2) 

a  -h  b  </■>.  -h  c  \  —  5-1-  f/  s/\>  \/ —  i 


a,  6,  c,  d  étant  entiers,  a  et  c  étant  de  même  parité 
[°  Les  nombres  x  sont  des  entiers  algébriques; 


(')   roir  mon  article.  Su/-  les  propriétés  d'addilion  d'une  suite 
récurrente  considérée  par  1).  Bernoulli  (JVouv.  Ann..  1007,  p.  297). 
(')  Cf.  Nouvelles  Annales,   njo'i,  p.  21'). 


(  96) 

2"  La  somme  ou  le  produit  de  deux  nombres  x  est  un 
nombre  ce; 

3"  La  noi'me  du  nombre  x  (c'esl-à-dire  le  produit  de  ce 
nombre  par  ceux  qu'on  obtient  en  chanseanl  ^2  en  —  \/-I, 
ou  \/ —  5  en  —  y/ —  5,  ou  en  faisant  ces  deux  changements  à 
la  fois)  est 


X  = 


■1  h' 


5  c- —  \ud'- 


\(}{ad —  bc)-  ; 


4°  La  norme  du  produit  de  deux  facteurs  est  le  produit  des 
normes  de  ces  facteurs; 

5"  Etant  donnés  deux  nombres  de  la  forme  indiquée,   peul- 

ni  -H  n  V  ■'  -1-  .  .  . 


on    trouver    un    nombre    de    même    forme 


V^ 


appelé     quotient,     et     un     autie     nombre     de     même    forme 
r  ~  s  \/-i 


/^ 


b^J■>.-^-. 


-^  appelé  reste,  tels  qu'on  ail 


e^.l\l 


-4-rtv/â— ...       r^s\ 


V/-2 


v/'^ 


V  i- 


\  '- 


tels  lie   plus  que  la  norme  du  reste  soit  inférieure  à  celle  du 
diviseur?  (G.  FoNTENÉ.) 


2146.  —  On  considère  la  concboïde  centrale  de  la  podaire 
centrale  de  l'ellipse  E  (axes  la  et  26),  obtenue  en  augmen- 
tant ou  diminuant  les  rayons  vecteurs  de  la  podaire  de  la 
longueur  k.  Si  A  désigne  l'a  re  de  la  podaire  et  s  le  périmètre 
de  l'ellipse  E,  on  a  pour  les  aires  de  chacune  des  deux  courbes 
constituant  la  concboïde 


Ui=  A-4-7:A-2^  A5  r 


A  =  - 


{a'^^b"-) 


(  E.-IN.  Barisien.) 


=  O]0r-. 
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[0'4f] 

SUR  LES  SLRFACES  IlÉfiLEES 
inmiUTEES  A  LEIUS  ASYMPrOTIOlES; 

Par  m.  h.   VILLAT. 


Dans  ses  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces^  M.  Dar- 
boux  si;^nalo,  à  propos  des  surfaces  à  lignes  de  cour- 
bures planes,  l'intérêt  que  pn-senlcnt  des  ("ormules 
propres  à  représenter  une  surface  réglée  rapportée  à 
ses  asjmplotiques  (Darboux,  t.  IV,  p.  2i4).  Il  cite  à 
ce  propos  une  ÎNote  de  M.  Rœnigs,  où  celui-ci  a  obtenu 
de  telles  formules,  entièrement  débarrassées  de  tout 
signe  de  quadratures.  On  trouvera  dans  ce  qui  va 
suivre  des  formules  tout  à  fait  différentes  de  celles  de 
M.  Kœnigs,  et  qui,  bien  que  comportant  encore  des 
signes  de  quadratures,  sont  peut-être  susceptibles  de 
rendre  service,  vu  leur  très  grande  simplicité. 

On  sait  (pi'une  surface  quelconque,  rapportée  à  ses 
lignes  asvmptoliques,  |)eut  être  représentée  par  des 
équations  de  la  forme  suivante  (éq.  de  M.  Lelieuvre), 

,'    \       'Ju  Ou  J  \       di>  dv  I 

Ou  Ou  /  \        dv  ilv 


J 


oîi  les  (onctions  F,,  V^i  ^3  sont  trois  fonctions  des 
deux  variables  11  et  t',  assujetties  à  être  toutes  trois 
solutions  d'une  même  cipialion  de  Laplace  à  invariants 
égaux,  lie  la  forme 

ou  Ov 
Aiin.  de  Mathdmal..  4"  série,  l.  X.  (.Mars  1910.)  7 
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Cherchons  à  déterminex'  le  choix  des  fonctions  F 
convenant  à  une  surface  réglée.  Supposons  que  les 
droites  de  la  surface  soient,  dans  les  formules  (  i),  les 
courbes  c^const.  Appelons/»,  q,  — i  les  quantités, 
fonctions  de  r,  qui  dirigent  une  de  ces  droites;  si  nous 
observons,  comme  il  est  bien  connu,  que  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  à  la  surface  sont  proportion- 
nels à  F,,  F2,  F3,  nous  devrons  tout  d'abord  avoir  la 
condition  suivante,  au  moins  nécessaire, 

(2)  F3  =  /)F,  — ÇF2, 

qui  exprime  qu'une  droite  de  la  surface  est  dans  le 
plan  tangent;  d'ailleurs,  cette  condition  est  aussi  suf- 
fisante. 

En  etlét,  si  celte  condition  est  remplie,  loul  le  l<mg 
de  l'une  des  courbes  r  =  const.,  la  normale  à  la  surface 
sera  perpendiculaire  à  une  direction  fixe  />,  q.  — i; 
donc  cette  courbe  sera  la  courbe  de  contact  d'un 
cvlindre  circonscrit  à  la  surface,  parallèlement  à  celte 
direction.  Et  comme,  de  plus,  nous  savons  que  la 
courbe  est  une  asvmplotiqiie ,  son  plan  osculateur 
devra  être  toujours  parallèle  à  cette  direction.  Donc, 
ou  bien  ce  plan  osculateur  est  fixe,  et  la  courbe  est 
plane,  dans  un  plan  parallèle  à  cette  direction;  mais 
alors  la  surface  est  une  surface  développable,  enve- 
loppe du  plan  en  question;  ou  bien  ce  plan  osculateur 
est  indéterminé,  et  alors  la  courbe  est  une  droite  paral- 
lèle à  la  direction/*,  q^  —  i,  et  la  surface  est  réglée. 

Donc,  en  exceptant  le  cas  des  surfaces  développables 
exclu  déjà,  d'ailleurs,  dans  les  formules  (1),  la  condi- 
tion (2)  sera  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  for- 
mules (i)  représentent  une  surface  réglée. 

JNous  allons  maintenant  faire  voir  (jiie  la  condi- 
tion   (2)    entraîne,    entre    autres    conséquences,    que- 


I 
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l'équalion   de   Laplace   à    la(|uelle   satisfont   les    F   est 
une  équation  du  second   rang;    les   solutions   de   cette 
équation  seront  donc  connues. 

A  cause  de  l'équation  (2  ),  on  a  par  dérivation 


oF, 


oV 


tiFi 


=  p h-  V  

OU  On  ou 


puis,  par  une  nouvelle  dérivation  par  rapport  à  c,  et 
tenant  compte  de  Féquatiou  du  second  ordre  à  laquelle 
satisfont  les  F, 

dp  0¥  i        de/  d¥i 


d\'    du 


dv    Ou 


ce  qui  peut  s  écrire 


~(Ju   ~  *  '  '  ^  'Tnï 


D'où,  en  dérivant  deux  fois  et  tenant  compte   tou- 
jours de  la  même  équation, 


(3) 


d\oi 


0    !  I    (/F, 


ar       Oh      k    ou  / 


Laissons  de  c«)lé  le  cas  où  g  serait  constant,  aurjucl 
cas  la  surface  étudiée  se  réduirait  à  une  droite,  Fi  et  F^ 
ne  différant  alors  que  par  un  facteur  constant.  I^'équa- 
tion  (3)  développée  devient 

I 


(4) 


k    ôu'^  Ou    Ou 


puis,  en  déiivant  de  nouveau,  par  rapport  à  v  et  sim- 
plifiant, 


(5) 


Ô^V,.  ^[-k 


oV\ 


0- 


Ou'^       Ov  Ou         \         duôv 

Maintenant,  les  équations  (4)  el(5)  nous  pcimellenl 


(    'O'O 
d'éliminer  F,.  On  a  de  suite 


^(i)     ^ 


I 

kl         ^   \k 


dr  ou  Ov 


du 
ce  qui  se  met  immédiatement  sous  la  forme 

(6)  î^ii^=.A, 

'  rJv  Ou 

ce  qui  exprime  évidemment  que  ("équation  à  laquelle 
satisfont  les  F  est  bien  du  second  rang.  Cette  équation 
pourra  donc  être  intégrée  par  l'application  de  la  mé- 
thode de  Laplace. 

Tout  d'abord,  l'équation  (6)  se  ramène  à  l'équation 
de  Lionville  en  prenant  logA"  comme  inconnue.  On  en 
conclut,  d'après  un  résultat  bien  connu,  que  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (6j  est 


(  U  -H  \)-' 


eu   désignant  par  U   et  \    deuv  fonctions  arbitraires, 
respectivement  de  u  et  de  v. 

L'équation    du   second   ordre,    dont   les    trois   fonc- 
tions F  sont  solutions,  est  dès  lors  la  suivante  : 

^'^'  dudv        (U  +  V)2     ■ 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est  {cf.  Darboux, 
Théorie  des  surfaces .^  §  395) 


I 
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U)  el  V)  désignant  deux  nouvelles  (onclions  arbitraires 
respeclivement  de  u  et  de  v. 

Au  surplus,  il  est  extrêmement  facile  de  retrouver  ce 
résultat  élémentairement. 

Faisons,  en  efl'et,  dans  l'équation  ("j)  la  transforma- 
tion de  I^aplace 

(8) 


L'élimination   de    F    nous    donne    de   suile    pour    G 
'<Vpialiori 


<fi  G         dG  /    -iS' 


\"  ,  U'V      ^ 

2  —n — : — 7T-::  ^  =  <>- 


au  OV     '     Ou   \\J  -r'\  \'j         "  (  U  +  V 

laquelle  prend  la  forme  simple 

D'où,  en   désignant  par  Vj    une   fonction   arbitraire 
de  r,  l'équation  lint-aire 


V2, 


dont  la  solution  est 


G  = 


_(K./V,L£^=..), 


K  désignant  la  constante  de  l'intégration,  c'est-à-dire 
une  (onction  arbitraire  de  a. 
Il  suffit  maintenant  de  poser 

puis  successivement 

V3V'=V;         et         VvV'=V'5, 

pour    que    les    intégrales       /V',  U-<r/(',      /V!jUVrA', 


(     lOP,    ) 

/  V3  V'-^  f/t',  qui  figurent  dans  l'expression  de  G,  s'effec- 
tuent toutes  trois  par  parties.  Une  fois  G  obtenu,  on 

en    conclura    r'     par    la    relation    —  =  -^ rr-r  x  r 

'  ùu         (V  -\-\  )^ 

déduite  de  (7)  et  (8),  et,  à  la  notation  près,  on  retom- 
bera sur  l'expression  de  F  déjà  signalée. 

Nous  sommes  maintenant  assurés  de  la  forme  néces- 
saire des  trois  fonctions  F  qui  doivent  figurer  dans  les 
formules  (i).  Avant  d'aller  plus  loin,  observons  qu'il 
est  permis,  sans  rien  changer  à  la  surface,  de  rem- 
placer les  paramètres  11  et  v  par  les  fondions  U  et  V 
des  mêmes  paramèlres.  Nous  pouvons  dès  lors  prendre 
pour  F,,  Fa,  F3  les  valeurs  suivantes  : 

1  1  — 

Mais  il  n'est  pas  certain  que  ces  expressions  satis- 
fassent à  la  condition  (2).  Voyons  tout  d'abord  si  elles 
vérifient  la  condition  (3),  que  nous  avions  déduite 
de  (2).  Ceci  nous  donne 

du  (  '         y    {u  ^  Vf-  ii-î-  V  ^ \\ 

OU,  en  réduisant, 

Uj'=  o. 

De  sorte  que  U,  devra  être  un  polynôme  du  second 
degré;  il  en  sera  naturellement  de  même  pour  U2  et  Us, 
à  cause  de  la  symétrie.  Nous  poserons 

U 1  =  a ,  «2  -h-  7  6 1  M  -r-  c  I  , 
U2  =  01  u-  -+-  "ib-iU  —  C), 

U 3  =  a?  u^  -4-  2 63  u  -+-  c-i. 


u  -h 

i' 

■2(  {Jo- 

Vo) 

li  -H 

V 

•2(U..-- 

V3) 

-L', 

-V,, 

-  u; 

-v'3, 

-u'3 

-v;,. 

(   'o3   ) 
11  \iendra  ensuite 

Fi  =  —  (  \'t-T-  ai  u'--^  ib,  a  -T-  c,  )  —  \'.  —  itii  u  —  261, 

•ce  qtron  mellia  facilemenl  sous  la  forme 

Fi  =  - — '-—  (  Vi  -^  a,  v-  —  ibi  V  -h  c,)  —  (  V,  -1-  2 a,  v  —  }.b\  ). 

On  voil  alors  qiril  siiflira  de  poser 

V,  -i-  a  1 1»-  —  V.  6 1  p  -^  c  1  =  ^V , , 
pour  oljtenir 

F,  =  ^^-w;. 

«  -i-  (' 

Naturellement,  on  aura  de  même 

■)  W., 
(9)  F!=  ^-Wj, 

u  -^  v 

les  fonctions  W  étant  trois  fonctions  absolument  quel- 
conques de  V. 

11  est  maintenant  facile  de  s'assurer  que  les  expres- 
sions (rouvées  finalement  pour  F,,  Fo,  F3  satisfont 
bien  à  une  relation  de  la  forme  (2);  les  quantités  p 
el  q  (fonctions  de  c)  seront  définies  par  les  équations 

W3  =p\\\  -h  g\\"^. 

De  sorte  qu'il  ne  reste  plus  qu'à  transporter  les 
expressions  (9)  des  F  dans  les  formules  (1)  pour 
obtenir  les  formules  cherchées,  convenant  à  toute 
surface   réglée  rapportée  à   ses  asvmptotiques. 
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Nous  oblenons  ainsi,   par  un  calcul  inimédial. 
oF  >W 


au  i  u  -^  f  )"- 

oF  ■>.  \s  ■>  \\ 


dv  (  u  -^  V  )-         u  -¥-  ^■ 


W", 


puis 

dx  — 

{u 

1 

^)- 

(WsNS;- 

-\v 

2\V 

î) 

du 

■^1 

— 

■1 

Ti(W3\V', 

— 

Wa 

^^ 

'3  )  rf*^ 

-+- 1  (  ^^"2  w;  —  w.,  w;  )  — ^^^ (  w;  w;  —  Wj  w;  )  di^ 

ou  encore 

<f^  =  f/  r  — _  (  Wa  W3  —  W3  W^  )1  —  (  w;  w;  —  w 3  w  ^  ; rfi', 

et  enfin 
X  =  -——  i  W2  w;  —  W;,  W2  )  —  fi  w;  W'^  —  VV;  w;  )  rfp 

et  de  même 
{  y  = 

(10)     <  par  permutation  circulaire  des  indices. 


Application.  —  Comme  application,  proposons-nous 
de  retrouver,  parmi  les  surfaces  précédentes,  les  sur- 
faces du  second  degré,  qui  en  font  partie  a  priori. 
Je  dis  qu'il  suffira,  pour  les  obtenir,  de  prendre 
pour  ^^  1 ,  ^^  2)  ^^  <Jes  polynômes  quelconques  du 
second  degré. 

En  effet,  il  suffira  d'écrire  que  les  lignes  ?/  =  const., 
qui  constituent  le  second  système  de  lignes  asympto- 
liques,  sont  toutes  des  lignes  droites.  On  y  parvient 
aisément,  par  exemple  en  écrivant  que  le  plan  oscula- 
teur  est  indéterminé  le  long  d'une  de  ces  lignes,  ce  qui 


I 
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donne  les  relations 

(P-x         â^y         O'^z 
'dv^         "^         Iv^ 


(u-h  l')' 


dx  dy  dz 

dv  dv  dv 

Or  on  vérifie  immédiatement  la  relation 

d- X  2        ôx 

ôv'^  u  -i-  V  dv 

-+-  ;|^^(W2W™-  WsW'O  _  (W^  W'^-  W'3  W™), 
et  analogues;  et  il  reste  à  écrire  les  conditions 

i w|  w'3-w,.,w',)-f-  ^^ (  w2W^-W3W'i)-( w;w'^-w'3vv';) 

(les  deux  derniers  rapports  se  déduisent  du    [)remier 
par  permutation  circulaire  des  indices). 

En  multipliant  les  deux  termes  de  chaque  rapport 
par  W'j',  W'2,  Wg,  supposés  non  tous  nuls  pour  le 
moment,  nous  obtenons  ce  quatrième  rapport,  égal 
aux  trois  premiers, 

o 

Wi  w,  vv;'  I  +  — ^  I  w  1  w;  w;  |  —  |  w,  w;  w;'  i 


(u-+-(')2 


Au  dénominateur  figurent  trois  déterminants  dont 
nous  n'avons  écrit  que  la  j^remière  ligne. 

De  l'égalité  des  quatre  rapports,  nous  déduisons 
maintenant  :  ou  bien  que  le  dénominateur  du  dernier 
soit  nul  (quel  que  soit  u^  bien  entendu),  ou  bien  que 
les  numérateurs  des  trois  premiers  rapports  soient  tous 
nuls  (également  quel  que  soit  u). 

La  première  de  ces  deux  bvpothèses  entraine  cpie  les 
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trois  délerminanls  signalés  soient  nuls;  on  voil  alors  de 
•suile  que  cela  exige  l'existence  d'une  relation  linéaire 
et  liomogène  à  coefficients  constants,  entre  les  trois 
fonctions  W, ,  W^,  W3.  Ce  cas  ne  fournit  rien  d'inté- 
ressant, car  l'on  voit  immédiatement  que  la  relation 

conduit  à 

X  =  —  az  -^  const. 

et 

y  =  —  b  z  -+■  const. 

On  n"a  donc  plus  affaire  à  une  surface. 
La  seconde  hypothèse  nous  donne 

WjW;'_  W.3^Y:=o, 

■et  quatre  équations  analogues  par  permutation  circu- 
laire. Or,  on  en  tirera  facilement  que,  si  les  V\'  ne  sont 
pas  proj)ortionnels  entre  eux,  leurs  rapports  étant  con- 
stants (cas  qu'il  faut  écarter  comme  on  l'a  vu  il  y  a  un 
instant),  ces  équations  entraînent 

Nous  sommes  donc  ramenés  à  l'hj'pothèse  que  nous 
avions  écartée  au  début,  et  qui  seule  nous  donnera  une 
solution  intéressante  :  les  trois  fonctions  W  seront 
alors  des  polynômes  du  second  degré.  On  vérifie  immé- 
diatement que,  en  déterminant  ainsi  les  W,  on  retrouve 
h'ien  les  surfaces  du  second  degré;  nous  laisserons  de 
côté  ce  calcul  élémentaire. 

Note.  —  Cet  article  était  déjà  imprimé  (juand  la 
lecture  dune  Note  de  AI.  Raffy  [^w/'  les  surfaces  à 
lignes  de  courbure  confondues  {Comptes  rendus, 
1908)]   a    averti    l'auteur   que  M.    Goursat   avait  fait 


(   '"7  ) 
lonnaître    en    1896   des    formules    analogues  aux  for- 
mules (10).    [j'auleur  lient  à  reconnaître  ici  la  priorité 
■de  M.  Goursat,  avec  lequel  il  s'est  ainsi  rencontré. 


[L^2c] 

SECTION  PLWE  I)  ll\  CO\E  OU  D'll\  CYLINDRE 
A  BASE  ELLIPTIQUE,  IIVPElUfOLKiUE  OU  PARABOLIQIE; 

Par  m.  REBEIX. 


]^a  section  plane  d'un  cône  à  base  circulaire  figure 
de|)uis  1905  au  proj^ramnie  de  Géométrie  descriptive 
de  la  classe  de  Mathématiques. 

On  admet  dans  lous  les  cours  que  cette  section  est 
une  ellipse,  une  lijj)erhole  ou  une  parabole,  puis  que 
sa  projection  orthogonale  sur  un  plan  est  une  courbe 
de  même  espèce.  M.  Hadamard  a  donné  en  1900,  dans 
ce  journal,  une  démonstration  géométrique  de  ces  deux 
faits.  Je  vais  en  exposer  une  nouvelle  qui  pourrait,  je 
crois,  être  comprise  de  tout  bon  élève,  car  elle  ne  fait 
intervenir  que  des  notions  tout  à  fait  élémentaires. 

Je  traite  auparavant  deux  problèmes  : 

PiioBi.ÈMF.  I.  —  Construire  les  foyers  F  et  F'  d'une 
conique  à  centre,  sachant  qu'elle  est  tangente  en 
deux  points  donnés  \.  et  B  à  deux  droites  paral- 
lèles AX  et  BY  et  que  de  plus 

FA.FB  =  k. 

Si  F  est  assujetti  à  être  entre  AX  et  BY,  la  conique 
ne  peut  être  qu'une  ellipse;  si  F  doit  être  en  dehors, 
elle  ne  peut  être  qu'une  hyperbole. 

Dans  les  deux  cas,  les  rayons  vecteurs  AF  et  AF'  du 
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point  A  étanl  égalemenl  inclinés  sur  AX  et.  de  plus, 
AF'  et  BF  étant  parallèles  comme  symétriques  par  rap- 
port au  milieu  de  AB  centre  de  la  courbe,  l'angle  AFB 
a  ses  bissectrices  parallèle  et  perpendiculaire  à  AX 
et  BY. 

Premier  cas  :  F  enlre  AX  et  BY.  —  Posons 


Dans  le  triangle  FAB.  on  a 

F=)a,         A  =  2  droits  —(a -4-0),  B  =  6  —  a. 

On  a  alois 


FA 


FB 


sinaa         siiiiO  —  ai         »iiM')-i-jtj 


lUis.  comme 


FA . FB  =  A , 

A- 


«in"-  2  y.         sin  (  0  —  a  )  sin  (  0  -^  a  > 


I  —  cos-)a        cos2a  —  cos-iO 
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et  enfin,  en  posant 

cosaa  =  u. 

fiu)  —  ■iku--h  a- u  —  (2 A-  H-  a-  cosaO  j  =  o. 

On  peut  toujours  supposer  0  aigu,  ce  qui  justifie  les 
expressions  des  angles  de  FA.B;  en  outre,  il  faut  et  il 

s  11  (lit  que 


c'est-à-dire 
Or 


y.'^Q         ou         o£2a^26, 

I^  COS2a^COS2  0. 

f(\)-^  loT-  sin^e,        /(COS2O)  =—  2A-  sin-22fi: 


f(^u)  =  o  a  donc   toujours   deux   racines  a,   et  u^,  el, 
comme  2  A'  >  o,  on  a 

lll  <  COS2O  <  M2<  I. 

La  plus  petite  racine  est  à  rejeter,  la  plus  grande  est 
acceptable.  Il  j  a  donc  toujours  une  ellipse  et  une  seule 
répondant  à  la  question. 

Second  cas  :  F  en  dehors  de  AX  et  BY.  —  Posons 
toujours 

AB  =  a,         FBY  =  a,         ABY  =  6, 
en  suj^posant  H  aigu.  Dans  le  triangle  FAB,  on  a 

B  =  a  —  0,         A=:a-HO,  F  =  2  droits  —  i-jl. 

La  bissectrice  intérieure  de  AFB,  perpendiculaire 
à  AX  et  BY,  montre  que,  A  et  B  éiant  de  part  et 
d'autre  de  cette  droite,  on  a 


Comme,  de  [)lii.s,  F  doit  exister,  il  faut  (|ue  a  ;^  1    droit; 
a  est,  celte  Ibis-ci,  assujetti  aux  conditions 


<  a  Si  droit. 


(  1»"  ) 


Or,  FAB  donne 


FA 


FR 


pui 


el enfin 


sinia        sin(a  —  Oi        sin(a-t-6; 
ik 


w- 


\  —  cos-'ia        cosaô  —  cosaa 

/  (  u  )  =  iku-—  a^  u  -r-  a-  cos  26  —  2  /.  =  o. 

Fie.  2. 


Comme  on  doit  avoir 

26  ;^  2a  ^  2  droits, 
il  faut  que 

COS2O  ^  cos  2  a  ^  —  I , 

/(  cos  2  6  )  =  —  2  /i  sin^  2  6, 
f( —  Il       =       2a-  cos^6. 

Comme  le  premier  coefficient  est  2/1' >>  o,  il  y  a  deuv 
racines,  et  l'on  a 

—  1  <   f/2 -<  COS2O  ■<  Z/2- 

Toujours   Ui   est  acceptable,  et  il  v  a   toujours  une 
hyperbole  et  une  seule  répondant  à  la  cpiestion. 


(  M.  ) 

Problème  11.  —  Construire  le  foyer  F  cV  une  para- 
bole tangente  à  une  droite  AX  en  un  point  A  a'I met- 
tant une  droite  AZ  comme  direction  d'axe  et  sachant 
queKF=zl. 

Le  symétrique  f  de  F  par  rapport  à  AX  est  sur  AZ, 
et,  par  suite,  pour  avoir  F,  on  prend  la  droite  synié- 

Pis.  3. 


trifjue  de  AZ  par  rapport  à  AX  sur  laquelle  on  porte 
AF=/,  à  partir  de  A  du  côté  où  l'on  veut  situer  la 
parabole.  11  y  en  a  alors  toujours  une  et  une  seule  qui 
convient. 

Ces  deux  problèmes  résolus,  je  puis  démontrer  le 
théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Une  tangente  mobile  PQ  à  une 
ellipse  ou  une  hyperbole  détache  sur  deux  tan- 
gentes parallèles  fixes  AX  et  BY  à  partir  des  points 
de  contact  A  et  B  deux  segments  AP  et  BQ  de  pro- 
duit constant. 

ftéciprocjuement.  —  Si  une  droite  mobile  détache 
sur  deux  droites  parallèles  fixes  AX  et  BY  deux 
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segments  AP  et  BQ  de  produit  constant^  celte  droite 
enveloppe  une  ellipse  ou  une  hyperbole  tangente 
en  A  ef  B  à  AX  et  BY,  suivant  que  AP  et  BQ  sont  de 
même  sens  ou  de  sens  contraires . 

Prenons  une  ellipse,  par  exemple,  et  démontrons 
que  les  triangles  FAP,  QBF  sont  semblables.  Tout 
d'abord,  on  a 

FAP  =  QBF. 

Ensuite,  en  faisant  intervenir  le  point  de  contact  T 
de  PQ  qui  est  tel  que,  d'après  le  théorème  de  Poncelet, 
les  angles  AFM  et  BFM  admettent  FP  et  FQ  pour  bis- 
sectrices, on  a 


FPÀ  =  2  droits  —  (fAP  +  AFp) 


,     .  A  F  H  — AFM         BFiM        /C> 

—  1  droits —  =  I3FQ. 

2  2 

C.  Q.    F.   D. 

Donc 

FA  _  AP 

BQ  ~  FB' 
d'(tù 

AP.BQ  =  FA.FB  =  const. 

Démonstration  tout  à  fait  analogue  pour  l'hyperbole 
en  remarquant  que,  au  contraire  de  relli|)se,  AP  et  BQ 
sont  de  sens  contraires. 

Réciproque.  —  Supposons 

AP.BQ  =  /., 

AP  et  BQ  étant  cette  fois-ci  de  sens  contraires  pour 
changer. 

J'ai  montré  qu'il  j  a  toujours  une  hyperbole  et  une 


I 
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seule  tangente  en  A  et  B  à  AX  et  BY  et  telle  que 

FA.FB  =  /c. 

Supposons-la  construite  et  de  P  menons-lui  la  seconde 
tangente  PQ' ;  on  a,  d'après  la  proposition  directe, 

AP.BQ'=  FA.FB, 

AP  et  BQ' étant  de  sens  contraires;  mais,  par  lijpo- 

thèse, 

AP.BQ  =  FA.FB, 

AP  et  BQ  étant  de  sens  contraires;  donc  B(^  et  BQ' 
sont  égaux  et  de  même  sens,  Q'  est  en  Q  et  PQ'  sur  P(^; 
autrement  dit,  PQ  enveloppe  l'hyperbole  que  je  viens 
de  construire. 

Ce  théorème  ne  pouvant  avoir  d'analogue  pour  la 
parabole,  je  vais  le  transformer  en  caractérisant,  non 
[)lus  PQ  par  une  relation  entre  AP  et  BQ,  mais  par 
une  relation  entre  AP,  AT  et  Bï,  T  étant  le  point 
où  PO  va  rencontrer  AB.  Nommons,  en  outre,  z>  le 
|)oinl  où  AB  est  rencontré  par  la  parallèle  à  AX  issue 
de  F. 

Je  puis  écrire 

BQ=AP  — ,  FB  =  FAi^. 

1  \  o  A 

f*ar  suite, 

AP:BQ  =  FA:FB 

s'écrit 

-—2  TB       -— ?  o  B 
AP    T^fTT^  =  AF   -^, 
TA  G  A 

qui  lui  est  toujours  équivalente. 

Imaginons  que,  AX  et  A  restant  fixes  ainsi  cpie  F, 
F'  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  droite  AF'Z;  F'B  res- 
tant égal  et  par.illèle  à  AF,  B  s'éloigne  indélinimcnt 
dans  la  direction  AZ.  et  AB  tend  à  venir  sur  AZ;  la 
courbe   tend  à   devenir   une    parabole    tangente   en    A 
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à  AX,  de  direction  d'axe  AZ;  AFcs  lend  à  devenir 
isoscèle  et,  par  suite,  '^A  à  devenir  égal  à  AF;  de 
plus,  ^j7  tend  évidemment  vers  i  (il  suffit  de  laisser 
T  fixe,  par  exemple). 

jNolre  relation.  (|ue  j'écris 


AT 


devient  donc,  à  la  limite, 


AP 


AT 


Ta  TB 


=  AF. 


Démontrons-la   directement    sur  la   parabole.   Dans 
les  triangles  FAP  et  PAT,  on  a 

FAP  =  PAT, 

à  cause  de  la  propriété  de  la  tangente  en  A  d'être  bis- 
sectrice de  FAZ;  puis 

/\        /\ 
FPA  =  MPZ, 


d'après  le  théorème  de  Poncelet,  ou 
donc 


FPA  =  PTA; 


AF 
AP 


AP 
AT 


AP 
AT 


=  AF. 


D( 


Théorème.  —  Si  AX  est  une  tangente  fixe  en 
un  point  A  d'une  parabole  de  direction  d'axe  KTj 
l't  P.  'r  les  points  oit  une  tangente  mobile  coupe  AX 
et  AZ,  on  a 

Âp' 


AT 


=  AF  =  const. 


(1,5) 
Réciproquement .  —  Si  une  droile  TP  détache  sur 
deux  droites  fixes  AX  et  AZ  deux  segments  AT  et  AI' 
liés  par  la  relation 

AT 

TP  enveloppe  une  parabole  de  direction  d'axe  AZ,  tan- 
gente en  A  à  AX  et  située  du  côté  opposé  à  T  par  rap- 
port à  AX. 

En  etïel,  j'ai  vu  qu'il  y  a  une  parabole  et  une  seule 
tangente  en  A  à  AX  de  direction  d'axe  AZ,  telle  que 

AF=  / 

et  située  par  rapport  à  AX  de  côté  opposé  à  T.  K  cette 
parabole  de  P  menons  la  seconde  tangente  PT';  on  a, 
d'après  le  théorème  direct, 

Donc 

AT'=  AT, 

et,  comme  T  et  T'  sont  du  même  côté  de  AX,  ils  sont 
confondus,    .\insi  donc  TP  enveloppe  cette  parabole. 
Je  suis  maintenant  en  mesure  de  démontrer  le  théo- 
rème général  suivant,  qui  fait  l'objet  de  cette  JNole  : 

Thf.orème.  —  Un  cône  ou  un  cylindre  à  base  ellip- 
tique, hyperbolique  ou  parabolique  est  coupé  par 
tout  plan  sécant,  non  issu  du  sommet  ou  non  paral- 
lèle aux  génératrices,  suivant  une  ellipse,  une  hyper- 
bole ou  une  parabole. 

S'il  s\igit  d'un  cône,  la  section  est  une  ellipse, 
une  hyperbole  ou  une  parabole  suivant  que  le  plan 
parallèle  au  plan  sécant  mené  par  le  sommet  ne 
coupe  pas,  coupe  ou  touche  le  cône. 
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S'il  s'agit  d'un  cylindre,  la  section  est  de  même 
nature  que  la  hase. 

Si  le  plan  sécant  (R)  est  parallèle  au  plan  de  base  (H), 
le  fait  est  évident.  Supposons  donc  que  (R)  coupe  (H) 
suivant  une  droite  UV  : 

i"  La  base  étant  une  conique  à  centre,  menons-lui 
les  deux  tangentes  AX  et  BY  parallèles  à  UV  (');  une 
tangente  mobile  les  coupe  en  P  et  Q  de  façon  que 

AP.BQ  =  consl. 

Sil  s'agit  d'un  cône  de  sommet  S,  tel  que  (R)  ne  soit 
parallèle  à  aucun  des  plans  tangents  SAX  et  SB\ ,  ces 
deux  plans  coupent  (R)  suivant  deux  droites  ax  et  hy\ 
SP  et  SQ  coupent  (R)  en  p  et  q^  et  pq  est  la  section 
de  SPQ  par  le  plan  sécant;  l'enveloppe  de  pq  est  évi- 
demment la  section  plane  que  je  veux  déterminer, 
puisque  la  tangente  à  la  section  plane  en  un  point  M 
est  l'intersection  du  plan  tangent  le  long  de  SM  avec 
le  plan  sécant. 

Or,  ax  et  hy  sont  parallèles  à  AX  et  B\,  et  par 
suite 

<>omme  SAc/  et  SB^  sont  fixes,  de 

AP.BQ  =  const. 
je  déduis 

ap.bq  =  const., 

ce  qui  montre  que  pq  enveloppe  une  ellipse  ou  une 
hyperbole  tangente  à  ax  et  by^  en  a  et  b. 


(')  On  montrera  à  la  fin  de  la  démonstration  qu'on  peut  toujours 
*e  supposer  dans  le  cas  où  ces  tangentes  existent. 
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Il  est  à  remarquer  que  si  a  el  b  sont  tous  deux,  par 
rapport  à  S,  du  même  côté  que  A  el  B  ou  tous  deux  de 
côtés  o|)posés,  ap  et  bq  sont  tous  deux  de  même  sens 
que  AP  et  BQ  ou  tous  deux  de  sens  contraires.  La 
courbe  (c)  enveloppe  de  pq  est  alors  de  même  nature 
que  la  courbe  (C)  enveloppe  de  PQ.   Sinon   1  une  est 

Fig.  4. 


une  ellipse  et  l'autre  une  hyperbole.  Cela  signifie  visi- 
blement que  la  section  est  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole suivant  que  le  plan  parallèle  au  plan  sécant  (R)^ 
mené  par  S,  est  non  sécant  ou  sécant  au  cône. 

S'il  s'agit  d'un  cylindre,  il  faut  remplacer  SA  et  SB 
tout  simplement  par  deux  parallèles  aux  généra- 
trices AU  et  ^\}\  alors  ap  et  bq  sont  égaux  à  AP" 
et  BQ  et  de  même  sens;  le  genre  de  la  conique  est 
conservé. 

Supposons  maintenant  que,  nous  trouvant  dans  le 
cas  du  cône,  l'une  des  droites  SA  ou  SB,  SB  par 
exemple,  est  parallèle  à  (R)  ;  c'est  le  cas  où  (R)  est 
|)arallèle  au  plan  tangent  SBY  au  cône. 

La  section  cette  fois-ci  est  une  parabole  : 


(   ii8  ) 
Je  marque  T  où  PQ  coupe  ABZ  et  j'ai 


-?l  =  -tl 


~^'-"U'     --'Il 


étant  une  constante. 
On  a 

SA 


,p       -  .  -  TA        /'A 

A  r  =  ^ —  ap  =  /.  an ,  ——  =  , 

Sa    ^  '  '  TB         SB 


Fiî 


At  étant  parallèle  à  SB;  mais 


^'A  _  SA 

7^~s^'       '-^  =  — «^ 


SA 

S  a 


puis 


TA  SA 


TB        SB. Sa 
Donc,  finalement, 


at  =  -at. 


■ap    =  —  at 
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ou 

ap    =  k.at, 

ce  qui  montre  rjne  Ip  enveloppe  une  parabole  tangente 
en  a  à  ax  et  de  direction  d'axe  az. 

G.    Q.    F.    D. 

2"  Supposons  enfin  que  la  base  soit  dans  le  plan  (R) 
une  parabole  {Jig.  5).  Je  lui  mène  ax  langenlielle- 
ment  et  parallèlement  à  uv,  puis  je  trace  aZ  parallèle 
à  l'axe;  une  tangente  mobile  à  la  parabole  est  caractérisée 
par  ce  fait  que 

at 

S'il  s'agit  d'un  cône  ajant  celte  parabole  (c)  pour 
base,  je  lire  S(i  puis  SZ  parallèle  à  aZ  qui  coupent  le 
plan  sécant  (H)  en  A  et  B;  je  trace  AX,  BY  parallèles 
à  \]Çl  puis  AB;  la  tangente  tp  donne  le  plan  tan- 
gent 'ètp  au  cône  qui  coupe  (H)  suivant  TPQ  tangente 
à  la  section  (C).  Les  mêmes  calculs  que  tout  à  l'heure, 

mais  faits  en  sens  inverse,  montrent  que  de  ap   =  k  .al 

je  lire 

— 2  TA 

AP    —  /2— — . 

Je  déduirais  enfin  de  celle  relation 
AP.BQ  =  const. 

Ceci  montre  que  la  section  du  cône  à  base  parabo- 
lique (c)  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  tangente 
à  AX  el  BY  en  A  et  B.  Il  est  visible  que,  pour  que  (C) 
soit  une  ellipse,  c'est-à-dire  que  AP  et  BQ  aient  le 
même  sens,  il  faut  et  il  suffit  que  le  plan  mené  par  S 
parallèlement  à  (H)  ne  coupe  pas  le  cône. 

S'il  s'agit  d'un  cylindre,  SZ  n'existe  plus;  Sa  est 
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remplacé  par  la  parallèle  au  aux  génératrices;  alors  Al* 
el  ap  sont  égaux;  en  appelant  to  le  point  où  AT  et  at 
coupent  UV,  on  a 


AT  = at 


m  .at 


et,  par  suite,  on  a 


Xp_ 
AT 


mk, 


ce  qui  prouve  que  AT  enveloppe  une  parabole  tan- 
gente en  A  à  AX,  sa  direction  d'axe  AZ  étant  la  trace 
du  plan  ZAU  sur  le  plan  sécant. 

J^e  théorème  est  donc  démontré  dans  tous  les  cas. 
Mais  j'ai  admis  au  début  de  ma  démonstration  qu'il 
était  possible  de  mener  à  la  base  elliptique  ou  hyper- 
bolique des  tangentes  parallèles  à  U\  .  Dans  le  cas  de 
l'ellipse,  cela  est  toujours  possible;  mais,  dans  le  cas 
de  l'hyperbole,  il  est  nécessaire  que  UV  ne  la  coupe 
pas  en  ses  deux  branches. 

S'il  en  est  ainsi,  je  changerai  comme  suit  mon  plan 
de  base  de  façon  à  pouvoir  appliquer  ma  démonstra- 
tion : 

Cas  du  cône.  —  Traçons  une  droite  U,V,  ne  cou- 
pant pas  l'hyperbole  base  du  cône  ou  la  coupant  sur 
une  seule  branche;  les  tangentes  parallèles  à  U1V4 
existant,  ma  démonstration  montre  que  tout  plan  (H,) 
passant  par  U,  V,  coupe  le  cône  suivant  une  ellipse  ou 
une  hyperbole  ou  même  une  parabole;  je  puis  tou- 
jours choisir  (H,)  de  façon  que  la  section  soit  ellip- 
tique. La  base  du  cône  étant  maintenant  dans  (H,) 
une  ellipse,  ma  démonstration  s'applique  à  la  section 
par  le  plan  (R). 

Cas  du  cylindre.  —  UV  coupant  les  deux  branches 
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de  riiyperbole,  soient  I  un  des  points  d'intersection  et 
la  tangente  UiIV^i;  le  pian  tangent  au  cylindre  en  I 
coupe  (R)  suivant  U2IV2.  Soit  (H,)  un  point  passant 
par  UolVo  et  coupant  la  branche  de  l'hyperbole  qui 
contient  I  en  ce  point  et  un  autre  point  qu'il  est  inutile 
de  désigner.  Ma  démonstration  s'applique;  (H,)  coupe 
le  cjlindre  suivant  une  hyperbole.  Prenons-la  pour 
base;  (R)  coupe  son  plan  suivant  UoIVo,  el,  comme  il 
y  a  des  t;ingentes  à  cette  hyperbole  parallèles  à  LJaVo 
(une  est  même  U2V2),  ma  démonstration  s'applique. 

Remarque  I.  —  J'aurais  pu  me  dispenser  dans  ma 
démonslralion  de  donner  le  genre  de  la  courbe  et  me 
borner  à  démontrer  que  c'est  une  conique. 

En  efï'et,  si  M  est  un  point  de  la  base,  il  fournit  dans 
la  section  un  point  m  intersection  de  (R)  avec  SM.  Ce 
point   s'éloigne   indéfiniment   si   SM  devient  parallèle 

Donc,  suivant  qu'il  y  a  deux  génératrices  parallèles 
à  (R),  une  ou  pas  du  tout,  la  section  est  une  hyper- 
bole, une  parabole  ou  une  ellipse. 

Remcnque  II.  —  Dans  le  cas  général,  la  tangente 
en  m  est  l'intersection  de  (R)  par  le  plan  tangent  le 
long  de  SM.  Or,  on  démontre  pour  l'hyperbole  qu'une 
asymptote  est  la  position  limite  d'une  tangente  dont  le 
point  de  contact  m  s'éloigne  indéfiniment.  Donc,  les 
asymptotes  de  la  section  byperholique  sont  les  sections 
par  (R)  des  plans  tangents  au  cône  le  long  des  géné- 
ratrices qui  sont  parallèles  à  (R). 

Dans  le  cylindre  Iiypeibolique,  les  plans  parallèles  aux. 
généiatrices  et  passant  par  les  asymptotes  de  la  base 
sont  ce  qu'on  appelle  les  plans  asymptotes  du  cy- 
lindre ;  ils  contiennent  les  asymptotes  de  toutes  les 
sections. 
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Quand  il  v  a  une  seule  génératrice  du  cône  paral- 
lèle à  (R),  la  section  est  une  parabole  d'axe  évidem- 
ment parallèle  à  cette  droite. 

Ces  deux  faits  sont  utilisés  dans  tous  les  cours  de 
Descriptive  ou  de  Colée  pour  la  détermination  des 
asymptotes  de  la  projection  de  la  section  hyperbolique 
ou  de  sa  tangente  au  sommet  et  de  son  axe.  quand  la 
section  est  parabolique. 

Remarque  III.  —  Le  théorème  aurait  pu  s'énoncer 
ainsi  : 

La  perspective  d'une  conique  est  une  conique.  La 
projection  parallèle  d'une  conique  est  une  conique 
du  même  genre. 

Remarque  IV.  —  La  relation  AP.BQ  =  consl.  sur 
laquelle  repose  la  démonstration  n'est  autre  chose  que 
la  forme  la  plus  simple  de  la  relation  homographique 
qui  a  été  ici  démontrée  élémentairemeut. 


[K'21d] 

SIR  LV  RECTIFICATION  APPROCHÉE  Di\  ARC  RE  CERCLE: 

Par  m.  AURIC. 


M.  d'Ocagne  a  donné  dans  ce  Journal  (1907,  p.  1) 
une  très  intéressante  conslruclion  permettant  d'obtenir 
avec  une  grande  approximation  la  longueur  d'un  arc 
de  ceiçle  d'extrémités  connues  ou  réciproquement  de 
porter  sur  une  circonférence,  à  partir  d'un  point  donné, 
un  arc  de  lonsfueur  donnée. 

Nous  rappelons  ce  très  simple  procédé  : 


(  '■^•'5  ) 

Si  sur  la  corde  AB  on  prend 


AC  =  |AB. 


et  qu'on  lire  OCD,  on  aura  1res  approximativemenl 
corde  AD  =  t^  arc  ADB. 


M.  d'Ocagne  a  oblenu  le  rapport  m=     en  considé- 

FiK.    I. 

J3 


ranl  un  arc  infiniment  petil;  il  se  trouve,  en  efiel,  <|ue 
dans  ce  cas  la  différence 


corde  AD  —  ^  arc  ADB 


est  un  infiniment   petit  du  cinquième  ordre.  AJais  on 

Fis.  -3. 


peut  se  demander  comment  il  se  fait   qu'une  construc- 
tion conduisant  à  une  grande  approximation  avec  un 


(  IM  ) 

arc  infiniment  pelil  conserve  également  cette  propriété 

avec  un  arc  fini. 

C'est  pour  répondre  à  cette  question  que  nous  nous 

sommes  posé  le  problème  suivant  : 

AC 
Etant  donné  Tare  ADB,  tioiiver  le  rapport  m  =  -T-n 

tel  qu'on  ait  rigoureusement 

corde  AD  =  m  arc  ADB. 

Les  angles  a,  ^  étant  ceux  marqués  sur  la  figure,  on 

aura 

tangS 


I  /         tang3\ 
=  -      I-H— ^^     , 
■i  \         tanga  / 


d'où,  en  éliminant  3, 


sina  a(i  —  am-a^  j  =  2  a(i  —  ini  *in-a)  v'i  —  m-a- 


ou 


sin*a  cos^a  =  a^i  i  —  m-'x-  )  i  i  —  \m  sin-a  -^  \ni-  sin'-a). 

Telle  est  la  relation  (du  quatrième  degré  en  m  et  trans- 
cendante en  a)  qui  lie  m  et  a. 

Pour  y.  =  o,   on    trouve   aisément   le    point    double 

réel 

/?î  =  zh  30 

et  le  point  double  isolé 


1 
m  =  - 


qui  correspond  à  la  solution  de  M.  d'Ocagne. 
Pour  a  =  A  -  (A  ^  o)  on  trouve 


/?i  =  =n  -  = 
a 


1 


(   '25  ) 
et,  en  oiilre,  un  point  double  isolé 


et 


m  =  -     pour  ^  impair 


m  =  ±  oc      pour  /.  pair. 


La  courbe  ne  rencontre  jamais  l'axe  des  a;  elle  se  trouve 
tout  entière  à  l'intérieur  des  deux  hyperboles 

I  —  ni'^%^  =  o, 

auxquelles  elle  est  tangente  pour  ^  =  A-- 

Dans  ces  conditions,   la  courbe  affecte  la  forme  ci- 
dessous  de  deux  hvperboles  ondulées  : 

Fis.  3. 


Le  résultat  obtenu  par  M.  d'Ocagne  provient  de  ce 
fait  (jue  l'horizontale  m  =  -  passe  par  un  point  double 
isolé  (a=  o)  et  à  faible  dislance  du  point 


X  =  —  j  /»  =  —  =  o,63(l 


(     126    ) 

(|ui  correspond  à  la  reclifîcalion  de  la  demi-cifconfé- 
rence  ;  c'est  ce  qui  explique  l'approximation  obtenue. 

On  réaliserait  une  approximation  aussi  grande,  ruais 
par  un  procédé  moins  simple  : 

Soit  en  faisant  varier  m    de  ;r  à  -   lorsque    a    varie 

de  o  à  - ,  ce  qui  revient  à  réunir  les  deux  points  doubles  ; 

soil  en  prenant  ///  =z  - ,  ce   qui  revient  à  remplacer  la 

courbe  par  l'hyperbole  asymptotique;  soit  en  menant  par 

le  point  double 


U 


f>.  m  =  - 


une  tangente  à  la  courbe  ou   plus   simplement  en    joi- 
gnant ce  point  double  au  point 


a  =  —  1  /??==  — 


La  variation  de  m  avec  a  rend  la  solution  beaucou|> 
plus  compliquée,  et  dès  lors  il  semble  inutile  de  cher- 
cher à  i^erfectionner  le  procédé  donné  par  M.  d'Ocagne. 

?\ota.    —  Une  remarque  analogue  peut  être  faite  au 
Fig.  \. 


sujet  du  procédé  de  Snellius  [Cyclometricus,   Leyde, 
i6>.i). 


(   '^^7  ) 
Ce  procédé  consiste  à  prendre 

AG  I 

ÂB  =  "'  =  3 

et  à  prolonger  0(^jiis(|irà  sa  rencontre  avec  la  tangente 
en  A. 

On  a  approxiniativenienl 

AD=  :^aicAMB. 

On    aura    comme    précédemment,   pour   la   solution 
exacte  du  |)roblènie, 


■>.  \         langa/ 
I  a  11  <;  (  a  —  [i  )  =  -î  m  a , 


<l  ou 

I  1 

m  =  — : . 

•>  sin-a        ■>. a  tanga 

Ou  trou\e 

Pour   X  =  o /;j  =  - 

—                                      i 
M        X  =  — ni  =  1 =  O;  i*>J4 


X  = 


De  sorte  que,  pour  les  faihlos  valeurs  de   a,   m  subil 
une  variation   trt-s   pfMi    sensible  et  l'on   peut   prendre 

avec  une  approximation  sulïisante  m  =     ;  mais,  pour 

des  arcs  voisins  de  la   demi-circonférence,    le   procédé 
csi  nettement  inférieur  à  celui  de  M.  dOcayne. 


I 


(  '28  ) 
[K'13a] 


SLR  m  TIIÉdHEME  DE  MAWIIEIM; 

Par  m.   R.   BRICARD. 


Les  yoinelles  Annales  ont  publié  en  1908,  comme 
question  à  résoudre  (' ),  l'énoncé  d'un  théorème  re- 
trouvé dans  les  pa|)iers  laissés  par  A.  Mannlieim.  [^e 
voici  : 

On  donne  quatre  plans.  On  mène  une  droite  \)  que 
les  quatre  plans  partagent  en  des  segments  propor- 
tionnels à  des  segments  donnés.  Par  les  points  oiiTi 
rencontre  les  plans.,  on  leur  élèi'e  des  perpendicu- 
laires et  l'on  construit  la  seconde  droite  A  qui  ren- 
contre ces  perpendiculaires.  Le  plan  mené  par  D 
parallèlement  à  A  est  parallèle  à  une  droite  fixe, 
cjuelle  que  soit  la  position  de  D. 

On  constate  aisément  que  D  peut  avoir  une  direction 
quelconque.  D'autre  part,  les  perpendiculaires  aux 
quatre  plans  ont  des  directions  fixes.  Ces  remarcpies 
permettent  de  simplifier  légèrement  l'énoncé  et  de  lui 
donner  la  forme  suivante  : 

On  considère  quatre  droites  M,,  Mo,  M.j,  M^,  de 
directions  fixes.  Soient  D  et  ^  les  deux  droites  qui 
les  rencontrent  toutes  les  quatre.  Si  les  segments 
déterminés  sur  l'une  de  ces  droites.^  D  par  exemple, 
sont  proportionnels  à  des  segments  donnés,  un  plan 
parallèle  à  D  et  \  est  parallèle  à  une  droite  fixe. 

(')  youvelles  Annales.  4°  série,  t.  VIII,  question  "2111. 


(     »29    ) 

On  voit  quelle  est  l'élégance  de  la  conclusion,  symé- 
trique par  rapport  à  D  et  A,  alors  (|ue  ces  deux  droites 
jouent  des  rôles  différents  dans  i'hjpotlièse, 

[l  y  a  lieu  de  croire  que  l'illustre  géomètre  a  déduit 
cette  proposition  de  considérations  cinématiques,  qu'il 
serait  intéressant  de  reconstituer.  Je  vais  donner  une 
démonstration  directe. 

Rendons  d'abord  l'énoncé  projectif.  A  cet  effet,  dé- 
signons par  /??,,  mo,  ois,  m,,  d^  o  les  points  où  les 
droites  M,,  Ma,  M3,  M4,  D,  A  rencontrent  respecti- 
vement le  plan  de  l'infini.  En  remplaçant  ce  dernier  par 
un  plan  quelconque,  on  se  trouve  en  présence  de 
l'énoncé  suivant  : 

On  donne  dans  un  plan  quatre  points  fixes,  m,, 
nii,  «ig,  m,.  Par  ces  points  on  mène  quatre  droites 
variables  M,,  M,,  M;,,  M4.  Soient  D  et  1  les  deux 
droites  qui  les  rencontrent  et  d  et  0  leurs  traces  sur 
le  plan.  Soient  aussi  /?,,  />o,  /?3,  p.,  les  points  où  D 
rencontre  les  droites  M,,  Mo,  M3,  M4.  Si  la  ponctuelle 
(dpt  P2P3P',)  est  hotno  graphique  à  une  ponctuelle 
fixe.,  la  droite  d  0  passe  par  un  point  fixe. 

Soit  H,  riivperboluïde  déterminé  par  les  trois  droites 

Fis.  I. 


M),M3,M4.Sa  trace   sur  le   plan   est  une  conique  G| 

{Jig-   i)  qui  passe  parles  cinq  points  m,,  m^^,  m',,d,o. 

Ann.  de  Mathémat-,  4°  série,  t.  \.  (Mars  1910.)  9 


(  '3o  ) 
On  sait  que  les  géoéralrices  d'un  même  système  d'un 
hyperboloide  déterminent  des  divisions  homogra- 
phiques  sur  une  génératrice  de  l'autre  système  et  sui- 
une  conique  quelconque  de  la  surface,  lien  résulte  que 
le  rapportanharmonique  des  quatre  points  /«, ,  ^3,  m^,  f/ 
sur  la  conique  C|  est  égal  au  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  p,,  p^,  p;,  d  sur  la  droite  D.  Ce  rapport 
anharmonique  a  donc  une  valeur  constante. 

De  même  Ihyperboloïde  Ho  déterminé  par  les  (rois 
droites  M2,M:),M.i  a  pour  trace  sur  le  plan  une  co- 
nique Co,  qui  passe  par  les  cinq  points  rtii^  m^,  m-,,  d^  0, 
et  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  //?2,m:), 
ni !,  ^  d  siiv  0-2}  égal  au  rapport  anharmonique  des  fpiatre 
points  yo.2,/>3,/?',.  ^/ sur  la  droite  D,  a  une  valeur  cons- 
tante. 

Les  deux  faisceaux  o(w?,,  ms,  m^,  <i)  et  0  (ni2t  m-i-, 
m^^d)  ont  des  rapports  anharmoniques  constants.  lien 
est  donc  de  même  du  faisceau  o(m,.  m,,  m^,  m-,)  et  le 
point  0  décrit  par  conséquent  une  conique  C.  qui  passe 
parles  quatre  points  />i(,  /«o,  /«:,,/?*..  Le  second  point  a 
où  la  droite  o?û  rencontre  C  est  fixe,  puisque  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  /??,,  //?3,  m,,  a,  égal  à 
celui  du  faisceau  o(mt,  nts,  m  ■,.  d),  a  une  valeui- cons- 
tante. 

Il  est  donc  bien  démontré  que  la  droite  t/o  passe  par 
un  point  fixe. 


CERTIFICATS  DE  CALCIL  DIFFERENTIEL  ET  l\TEGR4L. 


Besançon. 

Éprecve  théorique.  —  Développement  d'une  fonction  en 
série  trigonométrique . 


(   '3.   ) 

I.  En  admettant  qu'une  fonction  y  =.  I\x )  puisse  être 
représentée  par  une  série  trigononiétrique.,  calculer  les 
coefficients  de  la  série. 

Application  : 


(a)  y  =  ^, 

(b)  y=f(x)=   I       —- 


It. 
t 


II.    Valabilité  et  convergence  du  développement . 
i"  Limite  de  l'intégrale 


Je  '  sin  nx    . 
—. dx, 


quand  n  augmente  indéfiniment. 

prise  entre  o  et  - 
H"  L'intégrale  de  Dirichlel 


V   L  intégrale    /     dx  est  comp 


r"     .       ^\nnx 
i  =    I      'i(.r) dx, 


quand  n  augmente  indéfiniment.,  tend  vers  —  (ù( -+-  o). 
4"  L'intégrale  de  Fourier 

J^    ^^        %\nx 
a  pour  limite 

^  l/<+0)  +/(-!-  7t-„)J.  . 

j°  La  série  de  Fourier  est  convergente  et  a  en  général 
pour  valeur 

-[f{X-^0)-r-f(X-u)\. 

II.   On  donne  la  surface 

X {x^ -^- y"^ -r-  z'-)  -h  u(z^-  —  y^)  —  u'^x  =  o. 
u  désignant  une  constante  donnée,  (hi  considère  toutes  les 


(     132     ) 
droites  A  rencontrant  les  deux  droites 

(  .r  =  M,  (  ar  =  —  u, 

D  '         D, 

(  -  =  o,  {  y  —  f^- 

On  désignera  par  iv  l'y  du  point  \,  par  nv  le  z  du 
point  B. 

i"  Une  droite  A  ne  rencontre  la  surface  qu'en  un  seul 
point.  Donner  les  coordonnées  de  ce  point  en  fonction 
de  V,  IV. 

■2"  On  considère  la  Jiorniale  à  la  surface  en  un  point  de 
l'intersection  par  le  plan  DA.  Calculer  l'angle  de  cette 
normale  avec  le  plan. 

3°  Quel  résultat  peut-on  en  déduire  pour  les  lignes 
d'intersection  de  la  surface  par  les  plans  DA,  et  de  même 
par  les  plans  DiA? 

4"  Montrer  que  ces  lignes  d'intersection  sont  des  circon- 
férences. 

EpBKlvE  PRATIQUE.  —  f.  On  donne  l'équation  aux  déri- 
vées partielles 

P-y--^  q'^x'-  —  pqxyz{px-^  qy  —  z)  =  is. 

Démontrer  qu'elle  admet  comme  intégrale  complète  des 
surfaces  du  second  degré  admettant  les  plans  de  coor- 
données comme  plans  principaux. 

Déterminer  les  surfaces  qui  passent  par  la  courbe 

II.    On  donne  l'équation 

(5  -+-  sin^js  sin^  cosa7  dx  -h  (  z  -~  s'\nx)  z  s'\nx  cosj-  dy 

-r-  (sin.r  -+-  s'iny  1  sin:r  sin^  dz  =:  o. 

J^érifier  que  c'est  une  équation  aux  différentielles  totales 
exacte. 
Intégrer  l'équation. 

(Juillet  i90().  I 


(  >•'«  ) 

Bordeaux. 

Épreuve  tiihoriqle.  —   i»  Étant  donnée  la  différentielle 
totale 

{■IX z"^  -r-  x'^-\- yz)dx —  z(z^-+-  x)dy  -{-(z-y  —  -^.zx^ —  xy)  dz, 

on  demande  de  montrer  qu'on  peiit^  par  un  change- 
ment de  variables  convenable^  la  réduire  à  une  différen- 
tielle totale  de  deux  variables  seulement  et  d'effectuer  ce 
calcul.  En  déduire  l'intégrale  générale  de  l'équation 
obtenue  en  égalant  à  zéro  cette  différentielle.  ■ 
■)."  Calculer  la  valeur  de  l'intégrale 


I 


•■)dz 


\  (  z  —  I  j  I  -  —  'i.)  {z  —  3  j 


prise  le  long  d'un  contour  fermé  simple  entourant  les 
trois  points  i,  i,  3.  On  précisera  la  détermination  qu'on 
c /lois ira  pour  le  radical. 

3"  Hecherc/ier,  en  coordonnées  cartésiennes,  les  sur/aces 
telles  que  leurs  deux  systèmes  de  lignes  asymptoliques  se 
projettent  sur  le  plan  des  xy  suivant  les  deux  familles  de 
droites  et  de  courbes 

y  =  const., 

3:'f{y)  =  con<^t., 
où  fiy)  est  une  fonction  donnée  dey. 

EpREivE  PRATIQUE.  —  Calculer  l'intégrale  définie 


I 


3  cos^a"  -H  sina"  cosar  -^  i    , 

(t,x. 

cos*ir  -+■  x  %\nx  cos.r  -t-  i 

(Juin   1909.) 

Caen. 

KpRKiVE   ÉCRITE.   —   I.   Intégrer  l'équation  aux  dérivées 
partielles  linéaire 

^^  à^  .,  ,  , 

1XZ V-  IV^ —  =  -- —  .7-2  —  y'- 

Ox  oy 


(   '34  ) 
où  z  désigne  une  fonction   inconnue   des  deux  variables 
indépendantes  x  et  y. 

En  supposant  que  x.  y,  z  désignent  les  coordonnées 
rectangulaires  d'un  point  variable,  indiquer  le  mode  de 
génération  des  surfaces  dé  finies  par  l'intégrale. 

Particularise/-  la  fonction  arbitraire  qui  entre  dans 
l'intégrale  de  manière  que  la  surface  correspondante 
passe  par  l'hyperbole 

a"  =  «, 

où  a  désigne  une  longueur  donnée. 

II.  Etant  donnés  dans  un  plan  deux  axes  rectangu- 
laires OX,  OY,  on  considère  la  droite  variable 

X  ûn-x  —  y  cosa  ^f(oL), 

dont  le  mouvement  dé penddu paramètre  arbitraire  a  ;  soit  M 
le  point  de  contact  de  cette  droite  avec  son  enveloppe. 

Etablir  l'équation  différentielle  à  laquelle  doit  satis- 
faire la  fonction  f{  %)  pour  que  la  longueur  O.M  soit  cons- 
tamment égale  au  rayon  de  courbure  en  AI  de  l'enveloppe, 
et  faire  voir  que  son  intégration  se  ramène  à  des  quadra- 
tures. 

Epreuve  pratiqle.  —  Trouver  les  intégrales  générales  du 
système  des  équations  différentielles 

du  .         ^ 

-: H  ibr  —  6?<  =  4"  cosaar. 

dv 

—, iv  —  //  =  6  cosa 37  —  •?.  sin2J", 

dx 

où  u,  V  désignent  deux  fonctions  inconnues  de  la  variable 
indépendante  x.  (Novembre  1909.) 

Clermont-Ferrand . 

Eprelve  théorique.  —  Trouver  les  surfaces  telles  que  le 
pâle  du  plan  tangent  en  un  point  M  de  la  surface  par 
rapport  à  une  quadrique  donnée  soit  situé  dans  le  plan 
passant  par  M  et  une  droite  donnée.  Cas  particulier  des 


(    •■■5^>   ) 
surfaces  de  révolution.  Trouver  parmi  ces  dernières  celles 
pour  lesquelles  le  rapport  des  rayons  de  courbure  princi- 
paux est  constant . 

Éprelvk  l'BATiQiK.  —   Montrer  que.,  pour  que  l'équation 
du  troisième  degré 

a^^x'^ -\-'^a\X'- -^  ôa^T  -{-  a^^  o 
(lit  une  racine  douhle,  il  faut  en  posant 

tti^a-i  I  aia-i  i 

rtf  h-  a\  h\ 

que  la  somme  i -\-  h -\-  /(j  soit  nulle  pour  l'une  des  quatre 
déterminations  dont  elle  est  susceptible. 
Condition  de  réalité  des  racines. 


(  Juillet  1909.) 


Dijon. 
ÉpRKi  VK  TiiKOKiQiK.  —  I.    r"  Intégrer 

dz        i)z  4  z 


dx       dy       X  — y 

•2"  Montrer  que  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces 
intégrales  s'obtiennent  par  quadrature. 

3"  Déterminer  toutes  les  surfaces  intégrales  admettant 
une  ligne  asymptotique  qui  se  projette  {parallèlement 
à  Oz)  sur  le  plan  .rOy  suivant  une  courbe  (C)  donnée 
à  l'avance. 

Faire  explicitement  la  détermination  de  ces  surfaces  et 
relie  de  leurs  lignes  asymptotiques  dans  le  cas  où  la 
courbe  donnée  (C  »  a  pour  équation  x  — y  =  a  ( a  constante 
donnée  ). 

4"  Déterminer  toutes  les  surfaces  intégrales  admettant 
leur  intersection  avec  le  plan  z  =  b  {b  constante  donnée). 

Éprkl've  pratique.  —  Intégrer  par  dijférentiation  l'équa- 
tion différentielle 


■iy  =  T[y'-^y}j  -f-  =Ç  -y- 


(   >36  ) 

Trouver  les  courbes  passant  par  l'origine.  Il  y  en  a  une 
qui  en  ce  point  est  tangente  à  0.r.  Elle  rencontre  Oy  en 
un  autre  point  A.  Calculer  la  longueur  de  l'arc  OA  de 
cette  courbe  intégrale. 

(Juin  1909.) 

Grenoble. 

Composition  écrite.  —  \.  Condition  pour  que  les  courbes 
Ji^x,  ^,  z)  =  G  aient  un  contact  du  second  ordre  avec  leur 
enveloppe.  Vérifier  que  les  courbes 

i^y  _  a^'^)'  =  7(1  —  a^2-»  ){ix  —  a*  2+1) 
jouissent  de  cette  propriété. 

II.  On  transforme  homothétiijuement  une  courbe  (S  > 
définie  par  Y  =  ^CS.),  par  rapport  à  un  point  P  qui  décrit 
une  courbe  (So),  le  rapport  k  d'homothétie  variant  avec 
le  point  P.  On  demande  de  déterminer  k  en  fonction  de  la 
variable  qui  définit  le  point  P  sur  (So)  de  façon  que  les 
courbes  transformées  de  (S)  aient  un  contact  du  second 
■ordre  avec  leur  enveloppe. 

Application  :  la  courbe  (Sq)  a  pour  équation  yl  =  ix^, 
et  la  courbe  (S),  Y2=4X. 

Eprelve  pratique.  —  Intégrer  l'équation 

'^{ly  —  3^)  {%yz  —  x'^)dx  -\-  \ix{x^ -+■  _i s^j  dy 

—  ix{^x^  -4-  16^2  )(/s  =  0. 

(Juillet  1909.  ) 


S0LITI0\S  DE  OlESriO\S  PROPOSÉES. 


2108. 

(1908,  p.  4«".  ) 


On  donne  un  triangle  ABC  et  le  centre  O  de  son  cercle 
circonscrit.    On  prend    les    symétriques    A',  B'  de    O   par 


(  ^-'>1  ) 

rapport  aux  côtés  issus  de  C:  le  cercle  A'CB'  et  les  cercles 
analogues  pour  les  sommets  A,  B  se  coupent  en  un  même 
point  du  cercle  ABC. 

(Canon.) 
Solution, 
Par  M.  H.  B. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  points  A',  B',  C  sont  respecti- 
vement symétriques  des  points  A,  B,  C  par  rapport  au  centre 
du  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC.  Le  théorème  ap- 
paraît alors  comme  cas  particulier  de  la  proposition  suivante  : 

5oi7  AB'C A'BC   un  hexagone  ayant  un  centre  de  sy- , 
métrie.  Les  cercles  ABC,  AB'C,  A'BC,  A'B'G  ont  un  point  ^^'^ 
commun.  {Ilenest  de  même  des  cercles  h.'  B'  C ,  A'BC,  VB'C,  < 
ABC.) 

Les  six  sommets  de  l'hexagone  appartiennent  en  eiïet  à  une 
ellipse  sur  laquelle  ils  sont  deux  à  deux  diamétralement  op- 
posés. Le  cercle  ABC  coupe  de  nouveau  l'ellipse  en  un  point  V 
tel  que  les  cordes  AP  et  BC  soient  également  inclinées  sui- 
l'axe  de  l'ellipse.  Mais  BG  est  parallèle  à  B'C;  AP  et  B'C 
sont  donc  également  inclinées  sur  l'axe  de  l'ellipse,  et  par 
conséquent  le  cercle  ABC  passe  par  le  point  P.  II  en  est  de 
même  des  deux  autres  cercles  visés  dans  l'énoncé,  et  la  pro- 
position est  ainsi  démontrée. 

Autre  solution  par  M.  R.   Bouvai.st. 


2115. 

(  1909,  p.  .-,0.  I 

Si  l'on  définit  un  tétraèdre  S  ABC  en  donnant  les  faces 
X,  [x,  V  du  trièdre  S  et  la  longueur  a,  [3,  y  des  arêtes  issues 
de  S,  le  tétraèdre  est  orthocentrique  sous  les  deux  con- 
ditions 

ot.  ''i  " 

COSÀ  COS|Jt  cosv 

Cela  étant,  dans  un  tétraèdre  orthocentrique  ABCD 
dont  H  est  l'orthocentre,  on  donne  les  valeurs  algébriques 
des  segments  HA,  HB,  HC,  HD,  le  sens  positif  sur  chaque 
hauteur  allant  de  la  base  vers  le  sommet:  déterminer  la 


(   i38  ) 

valeur  commune  des  rapports  égaux 
co^( b,c)        cos(c,  a)        cos(a,b}        co^(d.a) 


/o. 


v/? 


v/t 


t-'ï 


SOLUTION, 
Par  M.  Clapier. 

Soit  H  l'orthocenlre  du  triangle  ABC;  la  hauteur  issue  de  S 


passe  par  ce  point,  et  nous  avons 

SA'  — SD^  =  ÂH"-  DH^  =  AD(AH  —  DH). 

D'autre  part,  SD  est  perpendiculaire  à  BC  et 

BSG  =  BSD  +  DSC; 
donc 

-        SD^        DB  X  DG 

jÎY  cosÀ  =  SD*  —  DH  X  DA, 

et,  retranchant  de  la  première  relation,  il  vient 

■xi  —  Py  cos  X  =  ad  X  AH  =  ÂH^  -h  p*, 

0   étant   le    rayon   du  cercle    conjugué   au   triangle  ABC;  on 
en  déduit 

Sv  cosX  =  yoL  cos'jL  =  a!î  cosv  =  A^  —  p2, 
ce  qui  démontre  la  première  partie  de  la  question. 


(   "^9  ) 
Remarquons  que  la  puissance  du  point  H  par  rapport  à  la 
sphère  circonscrite  au  tétraèdre  est 

2  0-  =  xdh, 

d  étant  la  dislance  de  ce  point  à  l'orthocentre. 

D'après  cela,  si  l'on  c<Misidère  le  tétiaédre  A.BCD,  dont 
l'orthocentre  H  est  supposé  à  l'intérieur  de  son  volume,  nous 
aurons 

BHG  =  supplém.  de  i  b,  c) 
et 

3ycos(/j,  c)  =  Aô  =  \x-, 

[1  étant  le  rayon  de  la  sphère  conjuguée  au  tétraèdre  donné. 
Si  l'on  désigne  par  (H)  la  puissance  prise  avec  son  signe  du 
point  II,  par  rapport  à  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre, 
nous  aurons  les  relations  algébriques 

vo%(b,c)       cos(  c.  a)  _  cos(«,  6)  _  cos(fl?,  a)        — (H) 

Il  reste  à  exprimer  (H)  à  l'aide  des  quantités  a.  p,  y,  '5:  or 
nous  avons 

^i^  =  ■>.3y  cos(6,  c)  =_  (132-+-  y^)  -+-  BC'^  ; 

d'où,  en  additionnant  les  six  égalités  correspondant  aux  six 
arêtes  du  tétiaèdre,  on  déduit 

4(H)  =  S6BG'-JSa2. 

Autre  solution   [>,ir  M.  Bouvaist. 

2117. 

I  1909,  p.     loo. I 

Etant  données  dans  l'espace  deux  figures  égales  F  et¥\ 
soient  A  un  point  de  la  première  et  B  le  point  correspondant 
de  la  seconde;  le  point  B  étant  considéré  comme  point  de  F, 
soit  G  le  point  correspondant  de  F';  le  point  G  étrnt  consi- 
déré  comme  point    de   F,  soit   D    le  point  cort espondant 


(  Uo  ) 
de  F'.  Les  deux  triangles  ABC  et  BCD  sont  égaux.  Démon- 
trer flireclement  que.  si  O  est  le  centre  de  la  sphère  qui 
passe  en  A,  B,  G,  D,  on  ne  peut  généralement  pas  faire 
coïncider  les  deux  tétraèdres  OABG  et  OBCD  (qui  sont 
d'ailleurs  égaux)  en  mettant  A  en  B,  B  en  G,  G  en  D. 

(G.  F.) 

Solution. 
Par  un  Aboxsk. 

Les  deux  demi-plans  qui  ont  pour  bord  commun  la  droite  BG. 
et  qui  contiennent  respectivement  les  points  A  et  D,  forment 
un  dièdre  dont  le  plan  bissecteur  contient  le  point  O  ;  le  fait 
énoncé  est  une  conséquence  de  cette  position  du  point  O. 

Autre  solution  par  M.  Vallot. 


2122. 

(1909,  p.  14!    I 

Etant  donné  un  quadrilatère  plan  circonscriptible  à  un 
cercle,  on  divise  chaque  côté  en  deux  segments  proportion- 
nels aux  longueurs  des  côtés  adjacents.  Démontrer  que  les 
quatre  points  obtenus  sont  sur  un  même  cercle. 

(Glapier.) 

Solution, 
Par  M.  Parrod. 

Soient  E,  F,  G  et  H  les  quatre  points  respectivement  situés 
sur  les  côtés  AB,  BG,  GD  et  DA  du  quadrilatère. 
On  a 

AE  _    AD 

AB  ~  AD  +  BG' 

AH      AB 


AD   AB  +  DG 
donc 

AE  =  AH. 

Les  triangles  AEH,  BEF,  ...  étant  isoscèles,  on  voit  facile- 
ment que  les  angles  opposés  du  quadrilatère  EFGH  sont  sup- 
plémentaires. 


(  '4'  ) 

Il  est  donc  inscriptible,  et  le  cercle  circonscrit  est  concen- 
trique au  cercle  inscrit  dans  le  quadrilatère  donné. 

Autres  solutions  par  iMM.  Barisikn,  Bouvaist,  Dlby,  P.  Taviu:. 
(liRAUDON,  Klug,  p.  dk  Lépinay,  Pklissiku. 

2123. 

I  l'JU'J,  p.   i43.) 

L'eiweLoppe  des  cercles  qui  ont  leur  centre  sur  un  cercle 
donné  et  cjui  sont  tangents  à  un  diamètre  fixe  de  ce 
cercle  est  une  épicycloïde  à  deux  rebroussernents . 

(E.-N.  Barisiex.) 

Soi.LTIoX, 
Par  M. Parrod. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  suivant  :  L'eui'e- 
loppe  des  cercles  qui  ont  leur  centre  sur  un  cercle  donné 
et  qui  sont  tangents  à  une  liypocycloïde  est  une  épicycloïde 
ayant  les  mêmes  points  de  rehroussenient . 

En  effet,  soit  C  le  cercle  dont  le  point  iM  engendre  l'hypocy- 
cloïde  et  soit  C  le  cercle  symétrique  de  C  par  rapport  à  la 
tangente  en  A,  point  de  contact  du  cercle  C  et  du  cercle  fixe; 
le  point  M'  symétrique  de  M  décrit  l'épicycloïde.  Le  cercle  de 
centre  A  et  de  rayon  AM  =  AM'  est  tangent  aux  deux  courbes. 

l  n  autre  cas  particulier  simple  est  celui  où  le  cercle  C  est 
égal  au  cercle  fixe,  f/épicycloïde  est  alors  une  cardioïde. 

Autres  solutions  par  MjM.  Agronomof,  Bouvaist,  Duby,  Gihaudon, 
Klug,  P.  de  Lépinay,  Lez,  Pklissier,  Vaulot. 


2124. 

(  1909,   p.    143.) 

Si  S|,  S2,  S3  sont  les  sommes  des  termes  d'une pro,^'ression 
arithmétique  quelconque,  de  leurs  carrés  et  de  leurs  cubes, 
on  a  toujours 

9S|>  8S,S,. 

(E.-.N.     lÎAUlSIlîN.  ) 


(     »42    ) 

SOLLTION, 

Par  m.  a.  Duby. 

Soienl 

n,     b,     c,      . . .,     / 

n  termes  consécutif*  d'une  progression  arithmétique  Hc  rai- 
son /•. 

On  trouve  facilement,  pai-  la  méthode  classique, 

S 1  :=  —  f  (  /*  —  I  )  /•  -^  V.  a  ] , 

So  =  —  [  t  /i  —  \  I  (  -m  —  \  )  r'--{-  6a{  n  —  1 1 7-  -^  6 «- 1 

8.3=  —  [/un  —  I  )2/"''^  '.rti  «  —  i)izn  —  i)r-—Ga^(n  —  i  )f-i-  ^a^\. 
i 

En  poitant  ces  valeurs  dans  l'inégalité  à  démontrer 

9S1>8S,S3 

il  \ieht  tlnalernent,  a|)iés   nnluclions, 

(  n  —  (  )"-  /■*  —  \  a  (a  —  i  (^  /-s 

-r-  \a''-i  II  —  i)  (rt  —  -i)/-*-!-  8a*(/i  —  i;7'-^  4«*>  «>, 

c'est-à-dire 

[  (  n  —  I  ;  /•■-  —  2  o  (  n  —  i  )  /■  —  >«-]*>  o, 

ce  qui  démontre  la  proposition  annoncée. 

Autres  solutions  de  M"'  A.-D.  Betts,  M.M.  Aoronomof.  Bouvaist, 
GiRAUDON,  Rodrigo  Ravosco. 

2125. 

'  )a09,  p.  lii.) 

Si  deux  triangles  sont   tels  que  leurs  côtés  se  coupent 
deux  à  deux  orthogonalenient  en  trois  points  situés  sur 


(  i43  ) 

une  même  droite,  cette  droite  passe  par  le  milieu  du  sef^- 
ment  limité  par  les  orthocentres  des  deux  triangles. 

(Jan  de  -Mezeas.) 

Solution, 
Par  M.  L.   Klug. 

Soient  «i,  èj,  C|  ;  aj,  b^,  c-i  les  côtés  des  deux  triangles,  se 
coupant  deux  à  deux  orthogonalement  sur  la  droite  t.  Les 
cercles  circonscrits  aux  trois  triangles  b^c^t,  Ciait,  ai6|/, 
cercles  qui  sont  aussi  circonscrits  aux  triangles  b^c^t,  c^a^l , 
a^b^t,  se  coupent  en  un  point  F,  foyer  de  deux  paraboles  ins- 
crites, Tune  au  quadrilatère  UibiCit,  l'autre  an  quadrila- 
tère «2  biC-it. 

Soit  G  le  point  symétrique  du  point  F  par  rapporta  la 
droite  t,  et  soient  Hi  et  H2  les  orthocentres  des  deux  triangles. 
GHj  et  GHj  sont  les  directrices  des  deux  paraboles. 

Mais  les  deux  triangles  «i6|Ci  et  «2  ^2^2  sont  semblables  et 
ont  leurs  côtés  liomologues  rectangulaires.  F  est  leur  cenlie 
de  similitude,  puisque  les  segments  limités  par  les  sommets 
homologues  sont  vus  du  point  F  sous  un  angle  droit.  FH, 
et  FH2  sont  donc  rectangulaires;  il  en  est  de  même  des  direc- 
trices des  deux  paraboles,  qui  sont  parallèles  respectivement 
aux  droites  de  Simson  du  point  F  par  rapport  aux  deux 
triangles. 

il  résulte  de  là  que  les  quatre  points  F,  Hj,  W^,  G  sont  sur 
un  cercle  de  diamètre  H1H2.  Par  conséquent  le  milieu 
de  H|  H2,  centre  de  ce  cercle,  est  sur  la  perpendiculaire  élevée 
à  FG  en  son  milieu,  c'est-à-dire  sur  la  droite/. 

c.  Q.  F.  I). 
Autres  solutions  par  MM.  Bouvaist,  Duby,  Giraldon  et  Sondât. 


OIESTIO\S. 


2147.  —  Ecrire,  en   employant  les  neuf  chillVes  autie*  que 
zéro,    trois    nombres    ayant    respectivement    doux,    trois    et 


(  i44  ) 

quatre  chiffres,  tels  que  le  troisième  de  ces  noml)res  soit  égal 
au  produit  des  deux  premiers. 
On  a.  par  exemple, 

Il  X  4^')  =  5796. 

Il  y  a  d'autres  solutions.  On  demande  de  les  trouver 
toutes  (').  (R.   B.) 

4148.  —  Pour  chaque  normale  à  l'ellipse  inclinée  à  4^°  sur 
les  axes  de  l'ellipse,  le  centre  de  courbure  du  pied  de  la  nor- 
male est  au  milieu  de  la  corde  de  l'ellipse  interceptée  par  la 
normale.  (E.-N.  Barisien.) 

HâQ.  —  On  considère  un  point  P  situé  sur  une  normale 
à  une  ellipse  donnée  en  un  point  M  variable,  et  partageant  le 
rayon  de  courbure  MG  en  deux  parties  ayant  un  rapport  donné. 
Montrer  que  l'aire  de  la  courbe  lieu  du  point  P  est  une  fonc- 
tion linéaire  des  aires  de  l'ellipse  et  de  sa  développée. 

(E.-N.  Barisien.) 

■2130.  —  On  considère  tous  les  triangles  circonscrits  à  une 
parabole  P  et  tels  que  les  normales  aux  points  de  contact 
soient  concourantes.  Montrer  que  : 

1°  Les  perpendiculaires  élevées  aux  côtés  de  ces  triangles 
en  leurs  milieux  (médiatrices)  sont  normales  à  une  parabole 
fixe  P'; 

■î"  Les  milieux  des  côtés  de  ces  triangles  sont  situés  sur  une 
parabole  P".  (E.-N.  Barisien.) 


(  '  )  Ce  problème  m'a  été  inspiré  par  l'Ouvrage  de  M.  H.-E.  Du- 
DENKY,  Thte  Canterbury  Puzzles,  l'un  des  plus  intéressants  recueils 
de  récréations  mathématiques,  et  à  coup  sur  le  plus  original;  il 
contient  plusieurs  questions  de  même  nature. 


(  '45  ) 
[0'5s] 


SIR  LKS  SIRFACKS  DE  M.  AITELL; 

Pau  m.  Émilk  TURRIÉRE. 


Dans  son  Mémoire  Sur  les  déblais  et  les  rem- 
blais  i^)^  M.  Appell  a  considéré  les  surfaces  telles 
qu'un  pinceau  infiniment  délié  de  normales  découpe 
dans  la  surface  d'une  sphère  donnée  de  centre  O,  à 
I  entrée  et  à  la  sortie,  des  aires  équivalentes.  Ces  sur- 
faces que  nous  désignerons,  à  la  suite  de  certains  géo- 
mètres, sous  la  dénomination  de  surfaces  de  M.  Ap- 
pelle jouissent  de  la  propriété  suivante  :  la  piojection 
de  O  sur  chaque  normale  se  fait  au  milieu  du  segment 
qui  a  pour  extrémités  les  centres  de  courbure  princi- 
paux. C'est  à  ce  titre  que  M.  A|)pell  a  consacré  un 
Mémoire  à  ces  surfaces  :  Surfaces  telles  que  l'ori- 
gine se  projette  sur  chaque  normale  au  milieu  des 
centres  de  courbure  principaux  (-). 

I. 

1.  Dans  les  Aotnelles  .Annales  de  ipoq  (p.  254), 
j'ai  étahli  une  propriété  d'invariance  des  congruences 
de  normales  des  surfaces  de  M.  Appell.  Je  dirai  que  les 
deux  familles  de  surfaces  paiallèlcs  de  M.  Appell  qui 


(')  Mémoires  présentés  par  divers  savants  à  l'Académie  des 
Sciences,  l.  \\l\,  p.  i33-i3-. 

(^)  American  Journal  o/  Malhematics.  t.  X,  i8S8,  p.  17J-186.  — 
En  ce  qui  concerne  les  surfaces  de  M.  Appell  et  les  surfaces  de 
M.  Goursal,  on  pourra  consulter  les  Lezioni  di  Geometria  diffe- 
renziale  de  Blanchi  (p.  281). 

Ann.  de  Malliémat..  \°  série,  t.  \.  (Avril   n)io.)  lO 


{  i46  ) 
se   correspondent    ainsi    sonl   conjuguées.    Une    sur- 
face (S)  de  M.  Appell  élanl  représentée  en  coordon- 
nées de  Bonnet  par  l'équation 

m  =  U  —  V, 

dans  laquelle  U  et  V  sont  des  fonctions  arbitraires  et 
respectives  de  u  et  c,  l'équation 

to'=  î(U— V) 

représente  une  des  surfaces  (S';  conjuguées  de  (S).  Il 
résulte  de  la  définition  de  la  transformation  de  droites 
qui  fait  se  correspondre  les  deux  conornences  de  nor- 
males de  ces  surfaces  conjuguées  que  la  surface  (P) 
lieu  des  projections  P  de  l'origine  O  sur  les  nor- 
males aux  surfaces  (S)  est  identique  à  la  sur- 
face ÇS' )  lieu  des  extrémités  N'  des  moments  par 
rapport  à  O  de  vecteurs  égaux  à  l' unité  portés  par 
les  normales  de  (S').  En  vertu  de  la  réciprocité  entre 
les  sui'faces  de  M.  Appell  conjuguées,  la  surface  (P'), 
lieu  des  projections  P'  de  ,0  sur  les  normales  de  (S'), 
est  identique  à  la  surface  (N),  lieu  des  extrémités  N  des 
moments  par  rapport  à  O  de  vecteurs  égaux  à  l'unité 
portés  ])ar  les  normales  de  (S). 

Les  coordonnées  cartésiennes />4,  y^j,  p^  du  point  N 
sont 

04=       -d  — «-MU' (I  — c^tV, 

2  -1 

Pô=—  -(i-f-«MU'—  -(1  -h  t'MV', 
1  -l 

/>6  =  iii  U  '  —  à'  V  ; 

dans  ces  formules,  U'  et  V  repi'ésenlent  les  dérivées 
des  fonctions  respectives  L  de  u  et  V  de  v.  De  ces  for- 
mules, analogues  aux  formules  d'Enneper  pour  les  sur- 
faces minima,   il  résulte  que  les  surfaces  lieux  des 


(  M7  ) 
points  moyens  des  congniences  de  normales  des  sur- 
faces de  M.  Appell  sont  des  surfaces  de  translation; 
les  deux  courbes  qui  définissent  une  surface  de  celte 
nature  sont  des  courbes  tracées  sur  des  cônes  iso- 
tropes. 

Je  n'insiste  pas  sur  l'analogie  des  formules  précé- 
dentes avec  celles  d'Enneper  :  dans  les  Mémoires  cités, 
M.  Appell  a  suffisamment  mis  en  évidence  l'analogie 
avec  les  surfaces  minima  ('). 

Comme  exemples  de  surfaces  de  M.  Appell  conju- 
guées, je  citerai  la  surface  de  révolution  qui  admet 
pour  développée  un  paraboloïde  de  révolution  de 
foyer  O  (-)  et  la  surface  de  M.  Appell  que  j'ai  con- 
sidérée dans  deux  Notes  précédentes  (^);  leurs  équa- 
lioiis  respectives  sont 

I       /  r         • ,        w 

TU  =  log(  J<P),  77T=?10g  — ; 

pour  ces  deux  surfaces,  (JN)  et  (P)  sont  des  plans. 
Comme  exemple  de  surface  (N)  et,  par  conséquent, 
de  surface  (P),  je  citerai  la  surface  d'équation  carté- 
sienne 

s*  -\-  ?>xz-  —  i6(jK--+-  ^- j  =  o, 

qu'on  obtient  pour 

TH  =■  ii{v  —  u); 

cette  suiiace  (iN)  est  une  surface  de  Sleiner;  elle  est 


(  ')  Sur  les  déblais  et  tes  remblais,  p.  i36  ;  Surfaces  telles  que 
l'origine  se  projette  sur  c/iaque  normale  au  milieu  des  centres 
de  courbure  principaux,  p.   182. 

(^)  Pages  i35  et  180  des  Ménioires  cités  de  M.  Appell. 

(')  Application  de  l'équation  des  télégrapliistes  aux  surfaces 
dont  les  images  spliériques  des  lignes  de  courbure  sont  des 
loxod/omies,  p.  2.3  ;  Conséquences  de  deux  théorèmes  de 
M.  Bricard  concernant  tes  tangentes  communes  à  deux  qua- 
driques,  p.  87  {Nouvelles  Annales,  1910). 
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engendrée  par   une  biquadralique.  interseclioD    d'une 
sphère  et  d'un  cvHndre  paraholi([iie  variables. 

2.  Généralisation  des  surfaces  de  M.  Appell.  — 
Priant  donnée  une  surface  f]uelconque  (S),  définie  en 
coordonnées  de  Bonnet,  considérons  la  surface  (\  i  qui 
est  le  lieu  des  extiéniités  N  des  momenis,  par  rapport 
à  un  point  fixe  O,  de  vecîeurs  égaux  à  l'unité  portés 
par  les  normales  de  (3).  Les  coordonnées  carté- 
siennes yy^,  y>5,  pf,  du  point  N  sont 


P;  =    -  (l  -I-  UV  )'■ 
■2 

i, 

/>5  =    -(!-+-  «f  j- 


à{rs,pi)  i  i  , 

0  {  II,  (•  )  i  ^         1  '  ^■ 

— - — '-—  = (i—  ii^)p (\  —  i'-)g. 

0{U,  i-  )  2  2 


Ofl  =  -  (1  -7-  m-)-  — - — - —  =  iitp  —  ivq. 


Dans  ces  formules,  p  el  q  désignent  les  déri\ées  jku- 

tielles  —  el  — -  de  la  distance  rxs  de  O  au  plan   lanu(  ni 
du         ov  ' 

de  (S)  au  point  (;/,  p);  nous  désignerons  par  /•,  s.  t  les 

dérivées  secondes. 

Lorsque  la  surface  (S)  est  une  surface  de  M.  A[)|)(-ll. 
avant  le  point  O  pour  développée  moyenne,  la  -ui- 
face  (N)  est  de  translation  et.  par  conséquent,  les 
courbes  coordonnées  w  =  consl.  et  f  =  const.  sont 
conjuguées  sur  cette  surface  (N).  Cherchons  les  sur- 
faces (S)  qui  sont  telles  que  les  courbes  ?/  =  cùnst. 
et  i^  :^  consl.  soient  conjuguées  sur  les  surfaces  (X) 
correspondantes. 

Prenons  pour  coefficients  directeurs  \,,  Nj,  N^  de 
la  normale  en  N  à  (JN)  les  jacobiens 


Al 


à(  r^.pe) 
Oi  u,  (') 


N,:- 


'MPjuJh) 
d{  u,  i'; 


f)(  />;.  p-  ) 
di  u.  (■  I   ' 
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introduisons  les  coordonnées  ro,  y^,  z-o  du  point  1^ 


/      '■'/■'i  ''Pi 

Xo=  -  (l  -H  uv)-  [P-, ^7-7— 

2  \      (Jv  Ou 


et  posons,  l'indice  y  ayant  successivement  les  valeurs  1  , 
2  et  3, 

/?y ■=  -  (  [  -4-  uvy-  (  rt  —  s-  )  pj 

+  {(»-+-  '"')  j       Pl  Y^'Pj  +  (i  ^  "''^  ^J 

iVî  j ,  No,  1X3  ont  |)Our  expressions 

N,  =  n /il -+- 3"u5),         N2=  *'(«2-t-^o«),         IV3  =  «('*3+ -o*)- 

Le  déterminant  D'  de  Gauss  étant  égal  à 


N,^^^/^-^/' 


du  f)i> 


(lu  ôv 


On  Oi- 


la  condition  pour  que  les  courbes  coordonnées  soient 
conjuguées  sur  (N)  est  D'=o;  la  surface  (S)  satisfait 
donc  à  Téqualion  aux  dérivées  partielles  du  troisième 
ordre 

[(  I  4-  uv)  (pt  -^qs)^-î upg]  — 


—  [(i  -+-  uv)( f/r  +  ps)  -~  2i>pq] 


=  ■>.s\u{(jr  -1^  ps)  —  v{  pt  ^  qs)\; 

cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme 

£*[ />'/(!  —  '"'  )■-,  six  -^  uv  )- 


=  o  ; 


0{  u.v) 
observons  que   la   dislance   A   de   O   à   la   normale   est 
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donnée  par  la  formule 

A-  =  pq(\  -f-  iiv  )- 

et  que  la  somme  des  rayons  princi|ianx  de  courbure  est 

R,  -+-  R2  =  (  I  —  m'  f^s  -^  snr; 

nous  obtenons  alors  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  les  courbes  coordonnées  ;^  =  const.  et. 
t' =  const.  soient  conjuguées  sur  la  surface  fN  ),  il 
faut  et  il  suffit  cjue  (S)  soit  la  surface  la  plus  géné- 
rale pour  laciuelle  il  existe  une  relation  entre  la 
distance  ^  de  O  à  la  normale  et  l'excès 

R,^  R2  — 'ira 

de  la  somme  des  rayons  principaux  de  courbure  sur 
le  double  de  la  distance  de  O  au  plan  tangent. 

3.  Un  premier  exemple  intéressant  est  celui  des  sur- 
faces (S  )  qui  jouissent  de  la  propriété  suivante  :  soient 
P  la  projection  de  O  sur  la  normale;  u.  le  point  moyen 
sur  cette  normale,  c'est-îi-dire  le  point  équidistanJ^  des 
deux  centres  principaux  de  courbure;  le  segment  Pix 
est  vu  de  O  sous  un  angle  constant  9.  L'équation  de 
ces  surfaces  (S)  est 


s  =  1  langB 


\  pg 


On  reconnaît  là  une  curieuse  équation  étudiée  par 
^1.  Goursat  (M;  il  résulte  d'un  théorème  de  M.  Goursat 


(  '  )  Sur  une  équation  aux  dérivées  partielles  (  Bulletin  de  la 
Société  mathématique  de  France,  t.  XXV,  1896,  p.  4^);  lie- 
cherches  sur  quelques  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 
1^99!  P-  45)- 


I 


(   «51   ) 
que  si  le  segment   P'J-  de  normale  de  (S)  est  vu  du 
point  O  sous  un  anij;le  dont  la  tangente  trigonomé- 
tricfue   est    un   nombre   entier^    la   surface    (S)    est 
déterminable  sans  quadrature. 

i.   Un  second  ex<Mn|)le  esLc.eIni  pour  lequel  il  existe 

une  relation  linéaire  entre  V  [x  et  OV    ;  soit 

R  1  -(-  R  7  =  2  TJT  -+-  A  —  — 

a 

cette  lelallon,  a  et  b  étant  des  constantes  quelconques. 
Dans  le  cas  où  a  est  infini,  c'est-à-dire  dans  le  cas 
d'une  relation 

R,  -^-   R2=  2TO-I-  6, 

l'é(| nation  des  surfaces  S  est 
et  son  intégrale  est 

7ÏÎ  =  IJ  -4-  V  —  6  log(l  H-  Ui')\ 

ce  cas,  qui  contietJt  celui  des  surfaces  de  ^1.  Appell 
(6  =  o),  étant  écarté,  l'équation  à  intégrer  est 

(S)  as  -r- pfj  — 


(1  —  uv)-  ' 

en  effectuant  la  transformation 

celle-ci  devient 

(S  )  (I  -H  nv  \-  s  =  —  TO  . 

On  reconn  lîl  là  ré(|Uiilion  des  surfaces  de  M.   (Kuir- 
sat  ('  );  les  cas  d'inlégration  par  la  mélliodede  Laplace 

(  '  )    Sur/aces    telles   ijiie   la   somme   des    rcDons   de  courbure 
/>/iiicipaux  es/  proportionnelle  à  In  distance   d'un  point  fixe  au 


sont 
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6  =  —  nu  m  -T-  i )a, 


m  élanl  entier;   Finlégrale  conespondante  de  l'équa- 
tion des  surfaces  (S)  est 


TU  =  a  io« 


ffii  \  m -»'  _i_  ^fii  [j   III  — Il 
I  l  —  Ul)" 


]• 


dans  cette  expression,  U '"  "^  et  \'("«-«)  désignent  les 
dérivées  d'ordre  m  —  /i  des  fonctions  arbitraires  U  de  a 
et  V  de  r  ;  on  a  posé 

ai  =  —  m(m  —i). 

</ 1  (  a  I  —  1  . 2  )  (  a  I  —  ■> .  i  )  .  . .  [  « ,  —  (  /?  —  I  )  «  1 


Je  signalerai,  incidemnieiit,  une  propriété  des  sur- 
faces (S)  dans  le  cas  b^  —  6a,  cas  le  plus  simple 
après  celui  des  surfaces  de  M.  Appel  et  celui  des  sur- 
faces niinima.  La  transtorm.ilion 


7TT,  =  -2  e"  -1-  -  k-. 


A  désignant  une  constante  rpielcouque.  transforme  les 
surfaces  (S)  en  les  surfaces  (S,)  intégrales  de 


Cl  -f-  iw')-{miSi  -^  PiÇi 


înîf  —  A-  =  o  ; 


celles-ci  jouissent  de  la  propriété  caractéristique  sui- 
vante :  soient  M,  un  point  de  S,  ;  •j.\  le  symétrique  du 
point  moyen   a,  de  la  normale  à  S,  par  rapport  à  M,  ; 


plan  tangent  [American  Journal  of  Mathematics.  l.  \,  p.  iS-- 
2o4).  —  L'équalion  aux  dérivées  partielles  avait  été  rencontrée 
dans  diverses  questions  de  Géomélrie  et  de  Physique;  M.  Darboux 
lui  avait  consacré  une  iNole  :  Sur  une  équation  linéaire  aux 
dérivées  partielles  {Comptes  rendus,  t.  XCV,  1882,  p.  69). 


(  '^'^  ') 

la  sphère  de  diamètre  MtU,  est  orlhoi^onale  à  une 
sphère  fixe  ;  celte  sphère  fixe  a  son  centre  en  O  et  son 
ra^on  est  k.  Ces  surfaces  S,  comprennent,  comme  cas 
particulier,  les  quadriques  qui  admettent  la  sphère  fixe 
pour  sphère  de  Monge. 


II. 


Lorsque  les  surfaces  (N),  (P),  relatives  à  une  surface 
quelconque  (S)  et  au  point  O,  satisfont  à  certaines  con- 
ditions, les  surfaces  correspondantes  (S)  sont  les  inté- 
grales d'équalions  aux  dérivées  partielles  qui,  dans 
certains  cas,  peuvent  être  des  équations  de  Monge- 
Ampère.  Nous  allons  en  donner  des  exemples. 

Nous  supposerons  que  la  surface  (JN)  est  une  véri- 
table surface.  Dans  le  cas  oii  (S)  est  une  surface 
dont  les  normales  touchent  une  sphère  de  centre  O, 
et  dans  ce  cas  seulement^  la  surface  (ÎN)  dégénère 
en  une  courbe.  Pour  engendrer,  en  effet,  une  surface 
dont  les  normales  louchent  une  sphère,  on  doit  consi- 
dérer une  famille  quelconque  à  un  paramètre  de  grands 
cercles  et  la  corjgiuence  des  tangentes  à  ces  cercles  : 
(N)  est  donc  la  courbe  sphérique  transformée  apsi- 
dale,  par  rap|)orl  à  O,  de  la  sphère  envisagée  comme 
ensemble  de  celle  famille  de  grands  cercles.  N,,  No,  N3 
sont  alors  nuls  el.  par  suite  aussi,  les  déterminants  de 
Gauss. 

Celle   remarque   explique    rexislence    de   l'intégrale 

intermédiaire 

pq  (i  -f-  iiv y-  =  const. 

de  plusieurs  érpiations  de  ce  Mémoire. 

o.  Condition  pour  que  les  normales  en  V  à  (P)  et 
en  N  à  (N)  concourent.    —   Nous   avons  donné  plus 
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haut  les  expressions  des  coefficients  directeurs  >» , .  ^«2 
et  N3  de  la  normale  à  (N);  avec  les  mêmes  notations, 
on  peut  prendre  pour  coefficients  directeurs  de  la  nor- 
male à  (  P) 

P,  =  i7/ii  —  .r,^s),         P.2=i{/i2  —  yo-'<)-         P3=  ii  n:i—  ZqS). 

Ecrivons  la  condition  pour  que  les  normales  à  (  N) 
et  (P)  concourent  sous  la  forme 

V ,  N,_  P,  )  i(y,p,-};,p,)  -  {P,z,-  P3JK0)]  =  "•• 
elle  devient 

et,  sous  celte  forme,  elle  exprime  (|ue  OP  rencontre  la 
normale  à  la  surface  (N)  en  N  :  les  normales  en  P 
à  (P)  et  en  >J  à  (N)  sont  donc  dans  le  plan  OPN;  on 
est  ainsi  conduit  au  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  cjue  les 
normales  en  P  à  la  surface  (P)  et  en  N  à  la  sur- 
face (N)  soient  concourantes  est  cjue  ces  surfaces  (P) 
et  (IN)  soient  transformées  apsidales  V une  de  V autre 
par  rapport  à  O. 

(S)  est  alors  l'intégrale  d'une  équation  de  Monge- 
Ampère  à  systèmes  de  caractéristiques  confondus 

(  rt  —  5-1(1  —  iiv )^ 

—  1  (j u { ï  ^  uv  )  r  ~  -2 pv (i  —-  in-  )  ^  -h  4  l'^'pq  =  o  : 

cette  équation  admet  une  intégrale  intermédiaire 

pq{  I  -^  Mf  )-  =  const. 

qui  représente  les  surfaces  dont  les  normales  touchent 
les  sphères  de  centre  O. 

6.    Condition  d^ ortho<:onnlité  des  normales  en   P 


{  I  5  5  ) 
à  (P)  et  en  N  à  (N  ).  —  Dans  le  cas  précédent,  (P) 
el  (N)  étant  transformées  apsiclales  lune  de  lautre, 
les  normales  en  P  et  -N  sont  orthogonales.  Cherchons, 
plus  généralement,  la  condition  dorthogonalité  entre 
les  normales  en  P  et  N. 
Cette  condition 

5:NiP,  =  /if-+-  n\^  n\^  s'-i^xl^ y\-^r-  -o  )  =  " 

conduit  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  qui  se  décompose  en  deux  équations  de 
Monge-Ampère.  L'une  d'elles  est  l'équation  du  n"  5; 
elle  exprime  que  (P)  et  (N)  sont  transformées  apsi- 
dales.  La  seconde  est 

(ri  —  5-  )  (  I  -i-  UK-  )  -)-  i  ucjr  -+-  i  vpt  -f-  4  p(J  =  o 
on 

ài\,fp  —  v^Uj,  y/y-i-  u  s,  p)  ^^ 

Effectuons  la  transformation  de  contact  définie  j)ar 
les  formules 

P\  <7i 

p  =  ui,         q  =  ii,         "=77'  ''=7"' 

celte  équation  se  transforme  en  l'équation  de  la  Théofie 

de  la  chaleur 

r,  t^  —  s\^  \  =  o, 

et.  par  suite,  son  intégrale  générale  est.  en  désignant 
par  A  une  fonction  arbitraire  d'une  variable  a,  [jar  B 
une  fonction  arbitraire  d'une  variable  ^3,  et  par  X'  et  B' 
les  dérivées  de  ces  fonctions 


a  -f- 

3 

) 

f 

A' 

a 

-^  B' 

B  — 

A 

1<B 

— 

A)- 

2 

aA- 

-3B 

) 

On  peut  encore  a|)pliquer  la  transformation  de  con- 
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tact 

Pi  «'î 

p  =  117,.  q  ^z  q-^,  u  =  —  - — ,  ç'  =  —  ; 

"2  ^2 

qui  transforme  l'équation  à  intégrer  en  l'équation  de 

La  pi  ace 

n—  1-2=  o. 

T.  Condition  pour  que  (N)  soit  un  cône  de 
sommet  O.  —  La  surface  (N)  est  un  cône  de 
sommet   O   lorsqu'on   a 

-  '^'i  /'i  =  -(  g-f  —  p-f}u-\-  H  Cl-  —  pq  i  qv  —  pu)(\  -H  fa')  =  o; 
on  reconnaît  là  l'équalion  des  surfaces  de  Monge  (  ') 

0[pq  {  I  -T-  liv  '-.  ttt] 

Ainsi  : 

Pour  que  (N)  soit  un  cône  de  sommet  O,  il  faut 
et  il  suffit  cjue  (S)  soit  une  surface  de Monge^  admet- 
tant O  pour  sommet  du  cône-dé^^eloppée. 

J.a  surface  (  P)  est  alors  une  surface  de  Monge. 

Je  ferai  remarquer  incidemment  que  la  transforma- 
tion de  contact  employée  au  n"  6  et  qui  est  définie  par 
les  fcu'mules 

Pi  ''2 

"2  q-i 

permet  de  transformer  l'équation,  en  coordonnées  de 
Bonnet,  des  surfaces  dont  les  nortîiales  touchent  une 
sphère  de  centre  O,  en  l'équation,  en  coordonnées 
cartésiennes,  des  hélicoïdes  dont  les  normales  appar- 


(')  C'est  l'équation  donnée  à  la  page  3ii  des  ^oia'elles  Annales 
de  1909. 
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liennenL  à  un  complexe  linéaire  d'axe  O:;,  En  remar- 
quant, en  outre,  que  toutes  les  surfaces  de  Monge 
dérivent  des  surfaces  dont  les  normales  touchent  une 
sphère  par  un  changement  ai'bitraire  de  fonction  w,  on 
voit  qu'on  peut  prendre  pjour  équations  des  surfaces 
de  Monge 


coin        R'' 


ra  =  F  A) -4-  K  —  -  p  R'V 

ces  formules  sont  prolongées  par  les  suivantes 
p  =  -  ç,-  cos^fj  F', 
cj  =  -^-(-- h  sinOR'l    F'; 

h  et  p  sont  deux  variables;  R  est  une  fonction  arbi- 
traire de  0,  de  dérivée  R' ;  F  est  une  fonction  arbi- 
traire de 

0_  R_  Ir'p 

et  F'  est  la  dérivée  de  cette  fonction. 

m. 

Dans  cette  Iroisième  Partie,  je  donnerai  une  nou- 
velle démonstral  ion  du  lliéorème  fondiimenlal  d'inva- 
rian('e  des  congruences  des  normales  des  surlaces  de 
M.  A|tpell.  A  cet  effet,  j'introduirai  une  nouvelle  repré- 
sentation analvlique  des  congruences  de  normales  (  '). 


(')  Je  ne  donnerai  ici  que  les  éléments  indispensables  de  celte 
théorie  des  congruences  de  normales  :  elle  sera  exposée  complè- 
tement dans    un  Ions;    travail   que  je   publierai   par  la  suite,    et  que 
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8.  Toute  congruence  de  normales  peut  être  définie 
analytique  ment  par  une  fonction  homogène  et  de 
degré  zéro  des  trois  cosinus  directeurs  des  rayons 
de  la  congruence. 

Soient,  en  effet,  p^^  p^:,  p^  les  cosinus  direcleurs  du 
ravon  D  et  ^oi  jKo?  ^»  '^s  coordonnées  de  la  projec- 
tion P  sur  D  de  l'origine  O  des  axes  de  coordonnées 
rectangulaires.  Pour  qu'une  congruence  soit  une  con- 
gruence de  normales,  il  faut  et  il  suffit  (|ue  l'expression 

soil  uue  didérentielle  exacte. 
Dans  ces  conditions,  posons 

on  _  m  _  du 

Opi  •"  âp,  ôps 

n  (  y^i , /:>25  7^3  )  étant  une  fonction  homogène  et  de 
degré  zéro  des  trois  lettres  /)),  p2,  p^  '■  les  dérivées 
partielles  sont  calculées  comme  si  /?,,  p^.,  p%  étaient 
indépendants. 

L'identité  d'Euler  exprime  que  (.Toi  J^O' ^o)  ^^^  ^^ 
projection  sur  D  de  l'origine  O;  et  la  relation  iden- 
tique 

.Tû  dpi-^  Jis  dp^_  -r-  x^o  dp:i  =  dW 

exprime  que  la  congruence  est  une  congruence  de  nor- 
males. 

Réciproquement,  donnons-nous  une  congruence  de 
normales;  elle  sera  définie  par  une  des  surfaces  ortho- 
gonales (S);  nous  considéreions  celte  surface,  en  coor- 
données langentielles,  comme  enveloppe  du  plan 

X/?i—  Yyj,—  Z/>3=  777  ; 


j'ai  annoncé  à  la  fin  de  mon  Mémoire  :  Conséquences  de  deux  théo- 
rèmes de  M.  Bricard  sur  les  tangentes  communes  à  deux  fjua- 
driques  {.\oui-el/es  Annales,  1910,  p.  4o). 
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TjT  est  une  fonction  donnée  des  paramètres  de  direction 
de   la   normale,    ou    encore   de  />,,  p^^.  p.^;    en    tenant 
compte  de  la  relation 

P\-^  pI-^pI  =  I, 

m  peut  être,  et  d'une  seule  manière,  rendue  homogène 
et  de  degré  zéro  en  />,,  yjo^  P^  '■  '^oil  H  cette  fonction. 
m  est  la  disîance  de  O  au  plan  tangent  à  (Sj;  les 
coordonnées  cartésiennes  x^  y,  z  du  point  de  contact 
seront 

X  —  Xt^-^  mpi^  J  =  J'yH-  TTJ/Jo,  z  =  Z0-+-  T^pz 

el,  pour  un  déplacement  quelconque  sur  S,  on  aura 

pi  dx  -i-  pï  dy  ->r-  /?.j  dz  =  o, 
c'esl-à-dire 

/?,  dxii-^ Pi  dfti-+-p^  dzo  =  —  dm  = —  ^n, 

Xo  dpx  -i-  jKo  dp-i  -h  ^0  dp^  =  d\\. 

Cette  dernière  relation  exprime  que  ./'o,  lo,  ^o  ^ont  les 
dérivées  paitielles  de  11,  en  regardant  ^,  ,/?2' /^:i  comme 
indépendants. 

Ya\  résumé,  pour  avoir  une  congruence  de  normales, 
il  suffit  de  se  donner  une  telle  fonction  II  et  de  poser 

_   dn  _    0\\  _   dW 

Opx  ôpi  Opi 

en  supposant  ensuite  (pie  /?,,  p^,  />3  sont  les  cosinus 
directeurs  d'une  droite  et  x^,  j'',,,  ;o  It^s  coordonnées 
de  la  projection  de  O,  on  obtient  un  ravon  d'une  con- 
gruence générale  de  normales. 

1).  Comme  je  l'ai  dit  plus  haut,  je  réserve  l'étude 
pins  <ip|)rolundie  de  celte  représentation  des  con- 
gruences  de  normales  et  de  ses  ajiplications  aux  formes 
fondamentales,  au  problème  de  Transon.  etc. 
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Dans  le  but  de  montrer  comment  doivent  être  faits 
les  calculs,  dans  la  représentation  considérée,  je  don- 
nerai toutefois  quelques  exemples  de  résolution  de 
problèmes   de  Transon. 

Un  complexe  quelconque  peut  toujours  être  repré- 
senté par  une  équation 

/(.ro,  JO-   -Or  P\.  Pi.  /?3  ^  =  O. 

Prenons,  par  exemple,  le  complexe  d'équation 

(J(M,M')  c^(M,  M)  (j(M,  M')  _ 

'^  d(p.2.pi  )'^'^*'  d( P3,Pj)  "^  ^°c)(7>,./>2)  ~     ' 

dans  laquelle  M  et  M  sont  des  fonctions  bomogènes  de 
même  degré  de  /)(,  /?o,  p^.  La  détermination  des  con- 
gruences  de  normales  appartenant  à  ce  complexe  (  pro- 
blème de  Transon)  est  équivitiente  à  lintégration  de 
l'équation 

SU   d(M.M')        dn   okM.M'i        nU    à(M.M)_ 

api   dtpi.pi)        op.2  <Mp3.pi)        Opo   Oipi,p.7) 

on  a  donc 

II  ^  fonction  arbitraire  de  -—.  • 
M 

Si,  en  particulier,  M  et  M'  sont  des  formes  linéaires 
en  /?,,  />2.  />.).  un  changement  d  axes  permet  de  se 
ramener  au  cas  du  complexe 


des  droites  écjuidi^hmtes  de  deux   points.  La  solution 


coïncide  bien  avec  celle 


(  >^'  ) 

donnée  dans  mon  Mémoire  :   Conséquences  de  deux 
théorèmes  de   ]f.  Bricard. . .  (p.  35). 

Soil,  en  second  lieu,  le  complexe  télraédral  allaclié 
an  létraèdre  fondamental  d'une  fjuadricjne;  son  équa- 
tion élanr 

^£-  B 


on  a  alors 


loi 


^—  PiPi3Co=^  O, 

AI  =  A  p\^  B  pl-^C  pi, 
M  =  A2/>?—  BVi-f-G^/?!, 

et  la  solution  du  problème  de  Transon  est 

Il  =  fi    ^/^î^  'V'-^G/^i 

La  méthode  de  la  fonction  homogène  est  éminem- 
ment propre  à  la  résolution  du  problème  de  Transon 
pour  les  complexes  admettant  une  surface  podaire, 
cest-à-dire  tels  que  les  projections  d'un  point  fixe  O 
sur  les  rayons  soient  sur  une  surface  donnée  (  ').  Deux 
cas  sont  à  considérer  :  ou  bien  la  surface  podaire  est 
un  cône  de  sommet  O  et  le  problème  ne  présente  alors 
aucune  difficulté,  ou  bien  la  surface  est  quelconque; 
dans  ce  second  cas,  l'intégration  de  l'équation  du  pro- 
blème peut  être  ramenée  à  une  équation  de  Jacobi. 

Le  cas  le  j)lus  simple  est  celui  pour  lequel  la  surface 

podaire  est  un  plan  i^Zf^^^fi)  ne  passant  pas  j)ar  O.  On 

a  alors 

ùW  _  a 

(')  Ci'ltc  riR-me  question  se  pose  aussi  à  la  seconde  partie  de  ce 
Mémoire:  déterminer  (S)  par  la  condition  que  (V)  soif  une 
siu-face  donnée. 

J'ai  donné  une  solution  géométrique,  déduite  d'un  tliéoréme 
de  M.  Darboux,  ilans  le  cas  d"un  cône  de  sommet  O.  au  para- 
graphe 9  de  mon  Mémoire  :  Conséquence  de  deux  t/iéorcnies  de 
M.  Bricard...  (p.  34). 

Ann.  de  Mathémat.,  j'  série,  t.  X.  (Avril  1910.)  I  l 
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d'où 


n  =  «  log 


\rp\ 


P\-^P\—1H 


\'P\—Pl^P\ 


Pz 


-f 


Py 


cet  exemple  montre  bien  quelles  précautions  doivent 
être  prises  dans  l'emploi  de  la  fonction  II. 

10.  Revenons  aux  congruences  de  normales  des  sur- 
faces de  M.  Appell. 

Soit  une  congruence  II  de  normales  et  soit  la  con- 
gruence,  supposée  être  une  congruence  de  normales  II', 
qui  lui  correspond  dans  la  transformation  de  droites 
que  j'ai  étudiée  dans  les  Noiaelles  Annales  de  1909 
(p.  249)-  On  aura 

ir  (/>',,  />2,/J '3)  =  II'(— />!.  ~  Pi.   —  Pi)  =  H'C/»!,  Pi,  Pz)-, 

puisque  II'  est  homogène,  de   degré   pair.    Exprimons 
alors  les  conditions  géométriques 


•^0  "^  y» 


■y.' 


■yyo 


o  ; 


elles  se  résument  en  une  seule 

\i(U  —  iW)  =  0, 

A|  étant  l'invariant  différentiel  du  premier  ordre. 
Posons 

n,  =  n  -^  in'; 

n,  est  homogène  et  de  degré  zéro  et  représente  une  con- 
gruence de  normales;  la  condition  A,  II)  =  o  exprime 
que  les  rayons  de  la  congruence  sont  à  une  dislance 
nulle  de  l'origine  O.  Une  telle  congruence  est  formée 
par  les  normales  à  une  surface  pour  laquelle  m  est  fonc- 
tion quelconque  soit  de  u,  soil  de  p,  en  coordonnées  de 
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l^oimet.  On  a  donc 

II,  =  n  —  ;n'=  -iViv) 

et,  pour  la  même  raison, 

II  —  ?n'=  2U(k), 

ce  qui  conduit  aux  équations 

T3=n  =  u^v,      to'=  n'=  i(U  —  V), 

données  au  début  de  mon  Mémoire  pour  les  surfaces 
de  AI.  Appel)  conjuguées. 

11.  Pour  leiminer,  je  signalerai  un  résultat  sur  des 
surfaces  remarquables  considérées  par  Bonnet  et  par 
M.  Appell. 

Lorsque  le  déblai  et  le  remblai  sont  des  aires  planes 
homogènes  et  de  même  densité,  les  routes  sont  nor- 
males à  des  surfaces  pour  lesquelles  les  milieux  des 
segments  avant  pour  extrémités  les  centres  principaux 
de  courbure  sont  dans  un  plan  (');  de  telles  surfaces 
ont  été  étudiées  et  transformées  en  les  surfaces  minima 
par  Bonnet  dans  divers  Mémoires  cités  par  M.  Appell, 

Ces  suifaces  de  Bonnet  sont,  en  d'autres  termes,  les 
surfaces  qui  jouissent  de  la  propriété  suivante  :  la 
sphère  ajant  pour  diamètre  le  segment  de  normale 
dont  les  exUrniités  sont  les  centres  principaux  de 
courbure  est  orthogonale  à  un  plan  lixe.  Je  me  pro- 
pose, plus  généralement,  de  déterminer  les  surfaces  (S) 
telles  que  la  sphère  ayant  pour  diamètre  le  segment 
de  normale  compris  entre  les  centres  principaux  de 
courbure  soit  orthogonale  à  une  sphère  fixe. 

Soient  O  et  k  le  centre  et  le  rajon  de  celle  sphère 

(')  Hur  les  déblais,  et  les  remblais,  p.  lo-. 
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fixe;   l'équation   des   surfaces  (S),  en  coordonnées  de 

Bonnet, 

(l  -i-  in> )-(ms  —  pq )  -^  m-  -h  k-  =  o, 

se  transforme  en 

(i  -!-  uv  )-s' -^  k-  e--^  -^  I  =  o, 

en  posant  ra  =  e^  ;  cette  dernière  équation  nest  autre 
que  celle  que  Weingarten  a  rencontré  dans  la  théorie 
de  la  déformation  des  surfaces,  et  qu  il  a  réduite  à 
l'équation  de  Liouville  ('). 


SIR  LA  DÉrKUMIWTION  MATIIEM\riOlE 
DES    DUOns    [)l    SLCCESSIOV    DES    EVPAMS    XATIKELS; 

Par  m.  Henry  PICQUET, 

Ci)minissaiie-ConLiôleiir  des  Sociétés  d'assurances  sur  la  vie 
au   .Minislcre  du  Travail. 


L'ancien  article  7o7  du  Code  civil  était  ainsi  conçu  : 

«  Le  droit  de  l'enfant  naturel  sur  les  biens  de  ses 
père  ou  mère  est  réglé  ainsi  qu'il  suit  :  Si  le  père  ou  la 
mère  a  laissé  des  descendants  légitimes,  ce  droit  est 
d'un  tiers  de  la  portion  héréditaire  que  l'enfant  naturel 
aurait  eue  s'il  eût  été  légitime;  il  est  de  moitié  lorsque 
les  père  ou  mère  ne  laissent  pas  de  descendants,  mais 


(')  Weingartex,  Sur  la  théorie  des  surfaces  applicables  sur 
une  surface  donnée  {Comptes  rendus,  t.  C\II,  1891,  p.  7<)6).  — 
GouRSAT,  Sur  un  théorème  de  M.  Weingarten  et  sur  la  théorie 
des  surfaces  applicables  (  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Toulouse,  t.  V,  1B91,  p.  24);  Sur  la  théorie  des  surfaces  appli- 
cables {Comptes  rendus,  t.  CXIF,  1S91,  p.  707). 
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bien  des  ascendants,  ou  des  frères  el  sœurs;  il  est  des 
trois  (jiiarls  lorsque  les  père  el  mère  ne  laissent  ni  des- 
cendants, ni  ascendants,  ni  frères,  ni  sœurs,  n 

La  loi  du  20  mars  i8()6  a  modifié  ces  dispositions  et 
dit,  entre  autres  choses: 

AaT.  7o8.  —  Le  droit  héréditaire  de  l'enfant  naturel 
dans  la  succession  de  ses  père  el  mère  est  fixé  ainsi  qu'il 
suit  : 

Si  le  père  ou  la  mère  a  laissé  des  descendants  légi- 
times, ce  droit  est  de  la  moitié  de  la  portion  héréditaire 
qu'il  aurait  eue  s'il  eût  été  légitime. 

Aux.  7o9.  —  Le  droit  est  des  trois  quarts,  lorsque 
les  père  ou  mère  ne  laissent  pas  des  descendants,  mais 
bien  des  ascendants,  ou  des  frères  et  sœurs,  ou  des 
descendants  légitimes  de  frères  ou  sœurs. 

Art.  760.  —  L'enfant  naturel  a  le  droit  à  la  totalité 
des  biens  lorsque  ses  père  ou  mère  ne  laissent  ni  des- 
cendants, ni  ascendants,  ni  frères  ou  sœurs,  ni  descen- 
dants légitimes  de  frères  ou  sœurs. 

Ainsi  donc,  tant  dans  l'ancien  article  7o7  que  dans 
les  articles  7o8  el  759  nouveaux,  en  prenant  la  loi 
à  la  lettre,  le  droit  d'un  enfant  naturel  est  une  certaine 
(|iu)iiié  de  la  portion  héréditaire  quil  aurait  eue 
s' il  eût  été  légitime 

Or.  dans  la  pratique,  lorsqu'  il  y  a  plusieurs  enfants 
nat iirels.  ce  texte-là  n'est  j)as  respecté. 

\Ln  ce  qui  concerne  l'article  758,  c'esl-à-dire  si 
plusieurs  enfants  naturels  sont  en  concours  avec  des 
enfants  légitimes,  on  suppose  tous  les  enfants  légitimes, 
puis  on  enlève  à  cha(pic  enfant  naturel  la  moitié 
(anciennement  les  deux  tiers)  de  sa  part;  le  total  de  ces 
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réductions  est  également  réparti   entre  les  frères  légi- 
times. 

Ce  procédé,  bien  que  consacré  par  la  jurisprudence, 
n'est  pas  légal  :  l'un  quelconque  des  enfants  naturels  n'a 
pas  reçu  la  moitié  de  ce  qu'il  aurait  eu  s'il  eût  été  légi- 
time. Pour  mieux  me  faire  comprendre,  supposons  que 
deux  enfants  naturels  soient  en  concours  avec  deux 
enfants  légitimes;  d'après  le  système  de  la  jurispru- 
dence actuelle,  chaque  enfant  naturel  a  droit  à  la  moitié 
du  quart,  soit  au  huitième  de  la  succession;  d'après  la 
loi,  chaque  enfant  naturel  a  droit  à  la  moitié  de  ce  qu'il 
aurait  eu  s'il  eût  été  légitime;  or,  s'il  eût  été  légitime, 
il  y  aurait  eu  trois  enfants  légitimes  et  un  enfant 

naturel^  ce  dernier  aurait  eu  -  de  la  succession,  chacun 

o 

des  trois  enfants  légitimes  aurait  eu  le  tiers  des  sept 
autres  huitièmes,  soit -x  7:  =  —,:  si  donc,  revenant  à 
l'exemple  choisi,  un  des  enfants  naturels  eût  été  légi- 
time, il  aurait  eu  droite  -^;  étant  naturel,  il  a  droit  à 
la  moitié,  soit -^5  valeur  sensiblement  supérieure  à  -• 

En  ce  qui  concerne  l'article  7Ô9,  c'est-à-dire  si  plu- 
sieurs enfants  naturels  sont  en  concours  avec  des  ascen- 
dants ou  des  collatéraux  privilégiés,   la   pratique  leur 

3 

attribue  en  bloc  les  -  de  la  succession  qu'ils  partas^ent 
4  11^ 

par  parts  viriles.  Et  pourtant  rien  ne  découle  moins  de 
la  lettre  de  la  loi;  celle-ci  dit,  en  effet:  «  Le  droit  est 
des  trois  quarts,  lorsque...  »  Quel  droit?  Celui  dont 
il  vient  d'être  parlé  à  l'article  précédent  et  qui  est  basé 
sur  <(  la  jiorlion  héréditaire  (]u'il  aurait  eue  sil  eût  été 
légitime.  »  En  tl  auties  termes,  l'article  759  dit  :  ((  Lors- 
que les  père  ou  mère  ne  laissent  pas...,  le  droit  hérédi- 
taire de  l'enfant  naturel  dans  la  succession  de  ses  père 
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et  mère  est  des  trois  quarts  de  la  [jorlioa  hérédilaire 
qii* il  aurait  eue  s' il  eût  été  légitime  »  el  nous  retom- 
bons identiquement  sur  les  raisonnements  du  cas  pré- 
cédent. 

Nous  nous  trouvons  donc  en  présence  d'un  texte  de 
loi  dont  la  lettre  est  sciemment  violée  dans  la  pratique^ 
je  dis  sciemment,  car  tous  les  jurisconsultes  ont  reconnu 
cette  violation  et  plusieurs  formules  mathématiques  ont 
été  proposées  pour  l'application  exacte  des  données  de 
l'ancien  article  7o7  ou  de  l'article  7S8  nouveau. 

D'autre  part,  il  ne  fait  pour  moi  aucun  doute  t|uece 
sont  les  méthodes  adojilées  dans  la  pratique  qu'a 
voulues  le  législateur,  bien  que  les  textes  n'aient  pas 
traduit  sa  pensée.  En  premier  lieu,  une  application 
exacte  du  texte  de  la  loi  donne  lieu,  ainsi  qu'on  le  verra 
plus  loin,  à  des  formules,  qui,  bien  qu'obtenues  par  des 
raisonnements  simples,  sont  trop  compliquées  pour 
avoir  pu  être  prévues  par  la  loi.  En  second  lieu,  et 
c'est  le  meilleur  argument,  la  méthode  de  la  pratique 
existait  depuis  près  d'un  siècle  lorsque  fut  votée  la  loi 
de  1896  qui  a  néanmoins  conservé  exactement  les 
termes  :  «  ...  portion  héréditaire  que  l'entant  naturel 
aurait  eue  s'il  eût  été  légitime...  ».  Enfin  une  ap|)lica- 
tion  stricte  du  texte  de  l'article  7o9,  lorsqu'il  y  a  plu- 
sieurs enfants  naturels,  conduit  à  des  résultats  absurdes, 
ainsi  qu'on  le  verra  plus  loin.  Mais  l'objet  de  la  pré- 
sente Note  n'est  pas  juridique.  A-l-on  raison  de  pro- 
céder comme  on  le  fait  en  pratique?  Je  le  crois,  pour 
les  raisons  que  je  viens  d'indiquer,  mais  c'est  là  un  point 
sur  lequel  je  ne  veux  point  insister.  Je  veux,  au  con- 
traire, à  un  point  de  vue  purement  théorique,  m'occuper 
des  formules  mathématiques  auxquelles  donnerait  lieu 
l'application  rigoureuse  de  Tarlicle  758  du  Code  civil. 

Je    commencerai     p;ir    défendre    la     mémoire    d  un 


(  i68  ) 
célèbre  savant,  Eugène  Catalan,  qui,  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques  (année  i863),  a  indiqué  la 
formule  rigoureuse,  résultant  de  l'application  stricte  de 
laiicien  article  7o7,  et  déterminant  la  part  de  l'enfant 
naturel  en  concours  avec  des  enfants  légitimes.  M.  le 
professeur  Emile  Chénon,  dans  une  brochure  intitulée: 
«  Des  droits  successifs  des  enfants  naturels  en  con- 
cours avec  des  enfants  légitimes  (Larose,  1898),  dit 
en  effet  :  «  Malheureusement,  M.  Catalan,  n'étant  pas 
jurisconsulte,  traduisit  inexactement  les  données  légales 
et  aboutit,  dabord  à  une  formule  fausse,  et  ensuite  à  la 
même  conclusion  inadmissible  que  ses  devanciers.  » 

Or  je  vais  prouver  que  Catalan  a,  d'une  part,  a[)pli- 
qué  strictement  les  données  légales  et,  d'autre  part, 
indi<[ué  une  formule  exacte.  Quant  à  la  conclusion 
inadmissible,  j'en  parlerai   plus  loin. 

Catalan,  dans  les  Nouvelles  Annales^  a  simplement 
indiqué  la  formule,  qui  avait  été  donnée  antérieurement 
par  Couvnol  (  B  ul  le  tin  de  Férussac).  J'ignore  comment 
cet  auteur  l'a  établie,  mais  je  vais  la  rétablir  par  un  rai- 
sonnement des  plus  simples  (en  supposant  la  réduc- 
tion de  moitié  prévue  dans  la  loi  de  iSgG).- 

Désignons  par  /  le  nombre  des  enfants  légitimes  et 
n  le  nombre  des  enfants  naturels.  Si  l'un  des  n  enfants 
naturels  eût  été  légitime  (c'est  bien  là  le  texte  de  la  loi), 
ily  aurait  eu  l  ^  1  enfants  légitimes  et  n  —  i  enfants 
naturels  ;  en  appliquant  donc  la  loi  à  la  lettre  la  portion 
héréditaire  qu'aurait  eue,  dans  l'exemple  initial,  un  des 
enfants  naturels  s'il  eût  été  légitune  est  la  portion  héré- 
ditaire qu'aurait  un  enfant  légitime  dans  le  cas  de  /.H-  i 
enfants  légitimes  et  n  —  i  enfants  naturels.  Tel  est 
1  axiome  fondamental  qui  «  traduit  exactement  les 
données  légales  »  et  qui  est  la  base  de  tout  le  raison- 
nement. 


(   '69  ) 

Désignons  j)ar  x(l^n)  la  part  revenant  à  chaque 
enfant  légitime,  par  yi^l^n)  la  part  revenant  à  chaque 
enfant  naturel,  lorsqu'il  y  a  /  enfants  légitimes  et  n 
enfants  naturels. 

On  a,  en  traduisant  l'axiome  ci-dessus  par  une  éga- 
hté  mathématique, 

D'autre  part,  désignons  par  i  la  masse  successorale, 

l  X (  l ,  n)  +  n  y (J ,  n  )  ^=  \ . 


il  vient 

(H; 

d'où 


ou 
(III) 


l  cc( J,  «)H x{  I  -\-  \ ,  Il  —  i)  =  i 


x( f,  n)  =  j  —  ^x(l-i-\,n  —  i). 


On  arrive  donc  à  une  relation  récurrente;  en  donnant 
successivement  à  /  les  valeurs  /,  / -f- i ,  ...,  l -\- n  et, 
corrélativement  à  n  les  valeurs  n,  n  —  i,  ...  jusqu'à 
zéro,  on  obtient  les  égalités  suivantes  : 


(FV)    / 


xi  l,  n)  = 

x(l  -—  \.  ti  --  \)  — 

x{l  -^  -2,  n  —  ■>.)  = 


-,x{l^\,  n  —  i), 

■2.1 


n  —  1 


1 


■>j 


/-t-i) 
n  —  'î 

•2(1 -\- -2) 


x{l-{-i,  n  —  -2), 
x(l—\-3,  n  —  3), 


.r  i  /  —  /i  —  i ,  I  )  = 


a"(/  -4-  /i,  o) 


l  -r-  n  —  I 


[J  —  n—i) 


x{/-hn,  o), 


(  ~\-  n 


La  valeur  de  x{l  -\-  n,o)  est  donnée  par  la  dernière 


(   '70  ) 
équation  :  en  portant  celte  valeur  dans  lavant-dernif-re 
équation,  on  aura 

x{l  ^-  n  —  I .  i), 

et  ainsi  de  suite  en  remontant  jus(ju"à  la  première  équa- 
tion qui  donnera 

x{  l,  a). 

Connaissant  ^(Z,  /?),  l'équalion  (11)  donnera 
(V)  Y(l.n)  =  -  —  -x(Ln). 

En  résolvant  le  système  (IV)  ainsi  que  je  viens  de  dire, 
on  trouve 

I  n  n(/i  —  i) 

(VIj      x(l,n)  = 


l  1  li  l  -\-\)     '     ■>■-/(/  -H  I  1  (/  —  -2 

n(  n  —  \  ){  n  —  o  ) 
1^  Kl  -7-1)  i  l  —  7.)  (l  -h  3) 


(—  )  j« 


■)."  h  l  —  \). .  A  l  -^  II) 


qui  est  la  formule  de  Catalan  ('). 
On  en  déduit 


(VII)     y(I,n)  = 


2  I   /  H-  t  j  'î--!  (  /  -r-  I  )  (   /  —  2  j 

(  n  —  I  )  (  n  —  2  ) 


2-'(  /  —  1  i(  /  —  2,lt  /  —   :!  I 

(  /i  —  \  )  (  n  —  2  I  ...  2 .  I 


—  (—  n" 


2"i   /  —  I  I.  .  .1   /  —  //   I 

Telles  sont  les  solutions  du   problème.  Dans  les  cas 


(  '  )  La  formule  de  Catalan  comportait,  aux  dénominateurs,  les 
puissances  successives  de  3  au  lieu  des  puissances  de  >,  puisque 
l'ancien  article  757  du  Code  civil  donnait  à  l'enfant  naturel  le  tiers 
(et  non  la  moitié)  de  ce  qu'il  aurait  eu  s'il  eût  été  légitime. 


(  '7'  ) 
les  plus  l'réqiienls  (jiii  peuvent  se  présenter,  ces  for- 
mules se  composenl  de  peu  de  termes  très  faciles  à 
calculer;  les  tableaux  suivants  peuvent  donner  une  idée 
précise  des  applications  que  donneraient  ces  for- 
mules dans  la  pratique. 


1. 


Valeurs  de  jk(/, /?)  (part  de  l'enfant  naturel)  dans  les 
difTérents  cas  qui  peuvent  se  présenter  lorsque  le 
nombre  total  des  enfants  est  inférieur  à  8.  La  masse 
successorale  est  supposée  égale  à  looo*^''  et  les  parts 
sont  arrondies  en  nombres  entiers  de  francs. 

On  a  mis  entre  parenthèses,  pour  comparaison,  les 
valeurs  adoptées  dans  la  pratique. 


S. 
6. 


i. 

"2. 

•A. 

i. 

0. 

6. 

230 

208 

177 

i53 

i34 

119 

(25o) 

(167) 

(125) 

(100) 

(83) 

(71.) 

167 

146 

I  V) 

116 

io4 

(167) 

(120) 

(lOOj 

(83) 

(7>) 

12  j 

ii3 

102 

9^ 

(125) 

(100) 

(83) 

(71) 

100 

92 

85 

(100) 

(83) 

(71) 

8-5 

/  / 

(83) 

(70 

7' 

(71) 

II. 


Valeurs   de   x(I,n)  (part  de  l'enfant  légitime)  dans 
les  mêmes  conditions  (|ue  ci-dessus  : 


(  '-^  ) 


1. 

"2. 
3. 


1. 

-2. 

3. 

Â. 

5. 

6. 

75o 

583 

469 

388 

328 

283 

(-5o) 

(667) 

(625) 

(600) 

(583) 

^571) 

417 

354 

3o6 

269 

235 

(4'7) 

(3-5) 

(35o) 

(333) 

(321) 

292 

258 

23  I 

209 

(29-2) 

(267) 

(25o) 

(238) 

•213 

204 

187 

(225  ) 

(208) 

(196) 

i83 

169 

(.83) 

(171) 

i55 

(i55) 

■    ( 

Daulre  part,  M.  Emile  (^hénon,  ([iii  est  aussi  un 
mathématicien,  croyant  que  les  formules  précédentes 
étaient  inexactes,  fut  tenté  par  le  désir  d'en  établir  de 
vraies.  Il  s'est  malheureusement  ghssé  une  erreur  dans 
son  raisonnement  que  je  cite  in  extenso  : 

«  Soient  S  la  masse  successorale,  m  le  nombre  des  en- 
fants légitimes,  et  x  la  part  qui  revient  à  chacun  d'eux; 
n  le  nombre  des  enfants  naturels,  et  y  la  part  qui 
revient  à  chacun  d'eux;  :;  la  réduction  inconnue  que 
doit  subir  chaque  enfant  naturel. 

■>■>   On  a  tout  d'abord  l'équation 


(0 


ny=  S. 


»  La  part  de  chaque  enfant  légitime  se  compose  évi- 
demment de  deux  parties  :   d'abord  de  la  fraction  de  S 

qu'on  obtient  en  supposant  légitimes  tous  les  enfants 

S 
naturels,  soit  — - — ,  plus  une  part  viiile  dans  le   total 


des  réductions  opérées  sur  eux.  soit  — -:  d'où  l'équation 
'^  m  ' 

S  /î 

(2)  37= ■ Z. 

m  -r-  n        m 


(    '73  ) 
»  De  même,  la  pari  y  de  cliaque  enfant  nalurel  se 

compose  de ^^^ — >  plus  In  moitié  d'une   part   virile 

'  2   m  -r-  /i       ^  ' 

dans  la  somme  des  réductions  opérées  sur  ses  /?  —  i 
frères  naturels  (c'est  bien  là  la  moitié  de  ce  qu'il  aurait 
eu  s'il  avait  été  légitime);  on  a  ainsi 

I        S  I   /<  — I 

(3)  JK  = ! Z. 

■2  m  -^  n        1       II 

»  En  remplaçant  dans  réquïilion  (i)  x  et  y  par  leur 
valeur  en  fonction  de  z  et  en  simplifiant,  on  a 


(4) 


ii){:,n  —  1  ) 


))  En  substituant  cette  valeur  dans  les  équations  (2) 
et  (3),  on  obtient  pour  les  valeurs  décret  dej'les  formules 
suivantes 

(A)  :r=:S      '«(3«-.)-f-n^ 

(B)  ^=S 


in{iii  -T-  n)  (in  —  i ) ' 

iti  —  I 

.   » 

{  m  -V-  n\{'i  II  —  I) 


Telles  sont  les  formules  proposées  par  M.  Chénon. 

Un  seul  exemple  suffirait  à  montrer  que  ces  résultats 
ne  sont  pas  exacts.  Prenons  en  effet  le  cas  de  trois 
enfants  dont  deux  sont  naturels  et  un  légitime;  les 
formules  de  M.  Clu-non  donnent 


I  X  5  -H  4  9 

X  =  b  — : —  =  S  -^  =  o,6S, 

D'autre  j)art,  nous  trouvant  en  i)résonce  de  deux 
entants  naturels  et  d'un  enfant  légitime,  chaque  enfant 
naturel  a  droit  à  la  moitié  de  ce  qu'il  aurait  s'il  était 


(  174  ) 
légitime;  c'esL-à-dire  à  la  moilié  de  ce  qu'il  aurait 
s'il  y  avait  deux  enfants  légitimes  et  un  naturel,  et 
qu'il  soit  un  des  deux  légitimes.  Or,  dans  ce  dernier 
cas,  qui  est  évident,  l'enfant  naturel  a  droit  à  -  et 
chaque  enfant  légitime  a  droit  à  la  moitié  du  complé- 
ment, soit  — ;  donc,  remontant  au  premier  cas,  chaque 
enfant  naturel  a  droit  à  la  moitié  de  — ,  soit  —  ;  d'où 

12  24 


et,  par  conséquent, 


3 

S  — ;    =  0,208  S 
2i 


c    '4 


a-i  =  S  —  -2  S  —  =  S-—  =0, 584  S . 
24         v,4 

Mais  où  pèche  le  raisonnement  de  M.  Chénon?Nous 

allons  le  voir  en  le  reprenant  par  le  commencement.  La 

formule  (i)  est  parfaite.  De  la  formule  (2),  on  ne  peut 

pas  dire  quelle  soit    fausse,    mais    il   faut  noter  que, 

dans  cette  formule,   interviennent   les  deux  éléments 

suivants  : 

S 

i" ,  fraction  de  la  masse  obtenue  en  supposant 

m  -i-  /i  ^  ' 

tous  les  enfants  légitimes,  supposition  qui  est  celle  de 
la  pratique  actuelle,  mais  qu'une  application  stricte  de 
la  loi  repousse  essentiellement; 

-2"  Le  facteur  z  qui,  retenons-le  bien,  est  la  réduc- 
tion que  subit  la  part  pour  devenir  j',  lorsqu'il 

j'  a  m  enfants  légitimes  et  n  enfants  naturels. 

Remarquons  en  passant  que  la  formule  (2)  serait 
aussi  vraie  en  partant  d'une  fraction  F  arbitraire  de  la 
masse,  et  en  appelant  Z  la  réduction  correspondante 
subie  par  j^;  et  l'on  aurait 

a-  =  F  H Z. 

m 


(  1-^  ) 

Passons  maintenant  à  la  formule  (3).  Il  est  dit  f{uej^ 

se  compose  rie '■ ,  plus  la  moitié  d' une  pari  vl- 

'  1  m  —  n    '  ^ 

file  dans  la  somme  des  réductions  opérées  sur  ses 
n  —  \  frères  naturels.  Ceci  est  faux.  Imi  elTet,  d'une  telle 
formule  découlerait  que  si  l'enfant  naturel  étaitlégltime 
[cas  oii  il  y  aurait  m  -h  i  enfants  légitimes  et  n  —  i 
enfants  naturels),  sa  part,  et  celle  de  chacun  de  ses 

frères  légitimes,  serait ,  plus  la  /i"'""  partie  de  la 

somme  des  n  —  i  réductions  z  subies  parles  parts  natu- 
relles dans  un  tout  autre  cas,  celui  de  m  enfants 
légitinies  et  n  enfants  naturels.  Or  il  est  certain  que  z 
n"a  plus  a  intervenir  dans  riiypollièse  où  m  et  n  sont 
devenus  m -r  i  el  n  —  i.  S'il  y  a  m  +  i  enfants  lég:i- 
times  cl  n —  i  enfants  naturels,  la  part  d'un  enfant 
légitime  sera,  si  l'on  veut  suivre  un  ordre  d'idées  ana- 
logue,    plus  une  part  virile  dans  les  n  —  i  réduc- 

^         ni  -^  Il   *  * 

tions  subies  par  les  enfants  naturels,  ces  réductions 
n'étant  plus  égales  à  z  mais  à  un  autre  facteur  ;,  aussi 
inconnu  que  z  a  priori;  on  aurait  donc 

_  I        S  t    '^  —  ' 

■1  /»  —  n         i.  ni  —  \       ' 

On  introduit  donc  une  nouvelle  inconnue  dans  la 
question,  ce  qui  reculerait  indéfiniment  la  solution  du 
problème.  Dans  la  deuxième  Note  de  M.  Chénon,  la 
même  confusion  est  encore  faite  entre  set^i,  ce  qui 
fausse  encore  les  résultats. 

Je  crois  donc  avoir  ainsi  nettement  établi  que  la  seule 
formule  qui  soit  la  traduction  mathématique  des  textes 
légaux  est  la   formule  indiquée  par  Catalan. 

Je  reviens  maintenant  sur  un  autre  point,  relativement 
à  une  certaine  consécjuence  inadmissible  de  la  formule 
de  Catalan.  Je  cite  encore  in  extenso  ^j.  Chénon. 


(  1-6  ) 
«.  Tous  ces  systèmes  (imaginés  pour  remédier  à 
l'illégalité  de  la  pratique)  aboutissent  à  cette  consé- 
quence, qui  suffît,  comme  le  dit  très  justement  Demo- 
lombe,  à  les  ruiner  tous  :  lorsque  le  nombre  des  enfants 
naturels  dépasse  un  certain  chiffre,  la  portion  de  suc- 
cession attribuée  à  ces  enfants  naturels,  qui  viennent 
en  concours  avec  des  enfants  légitimes,  est  plus  forte 
que  la  portion  à  laquelle  ils  ont  droit  lorsqu'ils  sont 
simplement  en  présence  d  ascendants,  résultat  évi- 
demment inadmissible.  »  Et  il  est  ajouté  en  note  :  «  Il 
est  superflu  de  faire  observer  qu'il  n'y  a  pas  de  diffi- 
culté quand  plusieurs  enfants  naturels  sont  en  concours 

avec  des  ascendants  ou  des  collatéraux  privilégiés  :  quel 

3 
que  soit  le  nombre,  il  leur  est  toujours  alloué  -  de  la 

succession,  qu'ils  partagent  par  parts  viriles.  » 

Je  me  permettrai  de  faire  une  petite  variante  à  ce 
raisonnement. 

Il  j  a  la  même  difficulté  quand  plusieurs  enfants 
naturels  sont  en  concours  avec  des  ascendants  ou  des 
collatéraux  privilégiés,  qui  existe  lorsque  plusieurs 
enfants  naturels  sont  en  concours  avec  des  enfants  légi- 
times, car  j'ai  montré  pins  haut  que  le  problème  était 
mathématiquement  le  même.  Il  y  a  toutefois  une  dilTé- 
rence  dans  les  deux  cas.  Dans  le  concours  successoral 
avec  des  enfants  légitimes,  nous  avons  donné  la  formule 
légale  qui  pratiquement  pourrait  être  adoptée  sans 
aucun  inconvénient  et  dont  les  solutions  sont  techni- 
quement toujours  acceptables. 

Dans  le  concours  avec  des  collatéraux  privilégiés,  au 
contraire,  la  formule  légale  deviendrait 

3 

yio^n]  ^^  - x{\.  n  —  i). 
4 

Mais,  d'autre  part,  en  appelant  S  la  masse  succès- 


(  '77  ) 
sorale,  on  doit  avoir 

S  =  /i  X (  o .  «  ;  =  —  ■'■{  \ .  n  —  I  ) . 
I 

Or  il  se  trouve  que  —^  x  (i .  /i  —  i)  est  toujours  plus 
grand  f|ue  S  à  partir  de  n  =  2. 

La  loi,  prise  à  la  lettre,  conduit  donc  ici  à  une  absur- 
dité; et  c^est  là  la  raison  qui,  me  faisant  forcément 
abandonner  l'interprétation  littérale  de  l'article  759,  me 
fait  abandonner,  comme  conséquence  logique,  1  inter- 
prétation littérale  de  l'article  758. 

Je  crois  avoir  donc  prouvé,  en  résumé  : 

\°  Que  l'application  qui  est  faite,  dans  la  pratique, 
des  articles  758  et  759  est  bien  conforme  à  l'esprit  de 
la  loi  et  aux  idées  de  ses  auteurs,  bien  que  la  rédaction 
desdits  articles,  prise  à  la  lettre,  ait  une  tout  autre  signi- 
fication ; 

2"  Que  si  toutefois  on  veut  appliquer  littéralement 
l'article  758  et  se  conformer  strictement  au  sens  très 
déterminé  de  la  loi,  il  se  pose  un  certain  problème 
malhématicjue  dont  la  véritable  et  unique  solution  est 
la  formule  de  Cournot  et  de  Catalan  ; 

3°  Que  si  l'on  tente  d'appliquer  littéralement  lar- 
ticle  759,  on  se  heurte  à  une  impossibilité. 


[XIO] 
THÉOUIE    ALGÉBRIOl'E    WM    JEU    DE    SOCIÉTÉ; 

Lettke  uk  m.   IIATÛX  DE  LA  GOLPILLIÈRE 
A  M.   BRIGARD. 


INIov     (IIKII     (JV-MAIlAnK, 

Seriez-vous  disposé  à  faire,  pour  une   (ois,  lléclur  le 
caractèï'e  sc'-rieux  et   élevé   de  votre  excellent  Recueil, 

yln/i.  de  McUliémat..  '|'  série,  t.  \.  (Avril   1910.)  '    12 


(  '78  ) 
en  faveur  de  Tesquisse  algéljrique  dun  jeu  de  société? 
L'énoncé  m'en  a  été  indiqué  sans  aucune  explication, 
et  je  n'ai  pu  en  connaître  1  auteur.  J'ai  cherché  à 
dégager  le  principe  de  sa  réussite,  ainsi  que  la  forme 
la  |)lus  simple  dont  soit  susceptible  son  mécanisme. 


1.  Ln  membre  d'une  réunion  se  déclare  en  mesure 
de  deviner  la  date  dune  naissance  :  jour,  mois,  année, 
uniquement  d'après  renonciation  du  résultat  d'un 
calcul  qui  sera  effectué,  en  dehors  de  lui,  par  l'un  des 
assistants,  en  fonction  des  éléments  numériques  connus 
de  ce  dernier,  à  savoir  :  le  quantième  du  jour,  le  rang 
occupé  par  le  mois  sur  le  calendrier  et  l'âge. 

Cette  prétention  de  déduire  d'une  seule  donnée  trois 
inconnues  pourra  sembler,  au  premier  abord,  une 
hérésie  algébrique.  Cependant  l'Arithmétique  élémen- 
taire nous  en  fournit  immédiatement  le  moven.  Il  suffit 
pour  cela  de  faire  ajouter  ensemble  les  produits  de  ces 
divers  nombres  entiers  par  des  puissances  de  lo  suffi- 
samment dilTérentes  les  unes  des  autres  pour  isoler  à 
coup  sûr  les  trois  inconnues  dans  le  résultat  total. 

Prenons  comme  exem{)Ie  la  date  de  la  naissance  du 
signataire  de  celte  lettre  :  28  juillet  i833.  Les  valeurs 
qu'il  s'agit  de  découvrir  seront  :  28;  -  :  33  ;  puis(jue 
l'on  sait  d'avance  qu'il  s'agit  du  xix^  siècle,  ce  qui 
permet  de  faire  abstraction  des  18  centaines  du  millé- 
sime, en  réduisant  celui-ci  à  ce  que  nous  appellerons  son 
résidu . 

Je  suppose  (pour  outrer  à  l'extrême  la  simplicité) 
que  l'on  dicte  au  calculateur  la  règle  suivante  :  multi- 
plier le  jour  par  1000,  ajouter  le  mois,  multiplier  la 
somme  par  i  000,  ajouter  le  résidu.  Le  résultat  sera 

(28. 1000  —  7).  1000  -f-  33  =  28  007  f)33, 
et  les  trois  inconnues  s'j  lisent  immédiatement.  Mais 
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l'arlificp  sérail   par  trop  grossier,   et  de   suite  percé  à 
jour. 

2.  Il  nous  faut,  au  contraire,  tout  en  conservant  le 
principe,  en  masquer  le  plus  possible  l'application. 
Nous  disposerons  d'après  cela,  pour  former  cette 
fonction  linéaire  des  trois  inconnues  :  jour,  mois, 
résidu,  toute  une  alternance  de  multiplications  et 
d'additions  (ou  soustractions)  ;  en  excluant  la  division, 
opération  trop  complexe  pour  la  circonstance.  Le  cal- 
culateur opérera  au  moyen  de  coeflicients  qui  lui 
seront  dictés  par  le  devin,  et  des  données  que  lui- 
même  possède,  à  savoir  :  le  jour, y;  le  mois,  m;  et 
l'âge,  a. 

En  ce  qui  concerne  ce  dernier  élément,  nous  con- 
viendrons expressément  qu'il  s'accroît  chaque  année 
d'une  unité,  non  pas  à  l'anniversaire  comme  dans 
l'usage  habituel,  mais  au  i*^'"  janvier,  en  même  temps 
que  le  millésime,  suivant  la  loi  du  recrutement  ou  de 
l'admission  aux  Ecoles. 

J  énoncerai  donc  de  la  manière  suivante  la  règle  à 
suivre  pour  le  calcul,  en  j  aflectant  des  indéterminées 
provisoires  : 

A  un  nombre  A  ajouter  le  produit  du  jour  par  B, 
multiplier  la  somme  par  C,  ajouter  le  produit  du  mois 
par  I).  mulliplier  le  résultat  par  E,  ajouter  le  produit 
de  I  ;tge  par  V,  mulLi|)lier  le  tout  par  G,  et  enlin 
ajouter  le  jiombre  H. 

La  formule  cjui  résume  ces  opérations  est  la  sui- 
vante : 

('n  ;[(A  -+-By,).G  +  D/?i].E-4-  Fa  j.G  -f-  H, 

et  elle  se  réduit  à 

{■>.)       .  BCEG,/-+-  DEG./»  -i-(FG.«  +  AGEG-r-H;. 
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Nos    Irois    inconnues    n'avanl    au    plus    que    deux 
chiffres,    cherchons    à    les    cantonner   respectivement 
dans  les'  trois   tranches,  de  deux  figures  chacune,  qui 
composent  un  nomhre  de  cinq  ou  de  six  chifiVes. 

3.  Il  faut,  en  premier  lieu,  multiplier  y  par  loooo, 
pour  le  refouler  dans  la  tranche  de  gauche.  Nous 
poserons  donc 

(3)  BCEG  =  10000. 

Nous  repoussons  de  même  m  dans  les  centaines  par 
la  condition 

(4)  DEG  =  ioo. 

Enfin,  la  parenthèse  de  la  fonction  (2)  devra  repro- 
duire le  résidu.  Cherchons  l'expression  de  ce  dernier. 

Je  désigne,  à  cet  effet,  par  p  le  millésime  de  la 
présente  année,  dans  laquelle  se  fait  l'opération  (  1910 
au  moment  où  j'écris)  .  Si  nous  en  retranchons  l'âge  rt, 
nous  remontons  par  là  jusqu'à  l'an  de  la  naissance. 
Son  millésime  est  donc  p  —  a.  Représentons  par 
1 00  i"  les  centaines  du  siècle  de  cette  naissance  (ou 
dun  événement  quelconque,  aussi  reculé  qu'on  vou- 
dra) .  Le  résidu  sera  [p  —  a)  —  100  5. 

Posons  donc,   comme  dernière  condition  : 

(5)  FGa -f- AGEG -^  H  =/>  —  a  —  1005. 

4.  Nous  possédons  ainsi  trois  l'elations  auxquelles 
il  nous  faut  satisfaire  à  l'aide  de  huit  nomhres  entiers 
arbitraires.  De  là  une  très  large  indétermination,  qui 
permettrait  de  donner  à  la  formule  du  jeu  une  infinité 
de  formes  différentes. 

Quel  pourra  être  notre  guide  pour  faire  choix  parmi 
elles  de  celle  qui  mérite  d'être  retenue  définitivement. 


(  I^'  ) 

comme  la  mieux  adaptée  aux  circonslances?  L  ne  seule 
consitléiation,  mais  étroitemenL  suivie  d'un  houl  à 
l'autre  :  la  plus  grande  simplicité.  On  ne  saurait  en 
effet  demander  d'exécuter,  dans  les  conditions  sup- 
posées, que  des  calculs  extrêmement  simples. 
Procédons  à  cette  discussion. 

o.  El)  divisant  membre  à  membre  les  égaillés  fS) 
et  (4  )  on  obtient 

ne 

{(\)  -p-  =  loo,  BG  =  iooD. 

l^r.  produit  BC  est  donc  au  moins  égal  à  lOO,  et  si 
nous  laissons  croître  D,  les  coefficients  H  et  C  devien- 
dront inutilement  considérables.  Réduisons-les  d'après 
cela  le  plus  possible  en  posant 

(71  D  =  I . 

Il  reste  alors 

(  S  i  BG  =  1 00  =  -i- .  )"-. 

Nous  n  aurons  par  conséquent  que  cinq  manières  de 
représenter  100  parle  produit  de  deux  facteurs  entiers, 
à  savoir  : 

(9)  i.ioo,         2.5o,         ^.l'i,         5.20,         10.10. 

Les  deux  modes  extrêmes  présentent,  suivant  une 
remarque  précédente,  le  défaut  de  trop  appeler  l'allcn- 
tion  sur  les  puissancesde  10.  Le  tioisième  introduirait 
inutilement  un  multiplicateur  de  deux  cliiffres,  iucon- 
vénicnl  auquel  échappent  le  deuxième  et  le  quatrième. 
Comme  il  est  d'ailleurs  naturel  d'employer,  pour  les 
opérations  successives,  des  nombres  progressivement 
croissants,  nous  remarquerons  que  la  quatrième  solu- 
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tion  ferait  commencer  par  5,  tandis  que  la   seconde 
introduit  plus  simplement  i  pour  le  début.  Adoptons 
dès  lors 

(lo)  B  =  •>,        C  =  5o. 

D'après  la  condition  (7),  légalité  (4j  devient 

(f  i)  EG  =  100, 

reproduisant  la  même  forme  que  (8).  Nous  n'y  pouvons 
donc  de  nouveau  satisfaire  que  par  l'un  des  cinq  modes 
précédents  (9).  Mais  afin  de  mieux  éclairer  notre 
choix,  suspendons-le  pour  un  instant,  en  continuant  le 
calcul. 

L'équation  (5)  devient,  par  la  substitution  des  va- 
leurs (10)  et  (i  i), 

FG a  -H  5ooo A  -t-  H  =/?  —  a  —  100 5 

et  donne 

(12)  H  =/j  —  (FG-+-ija  —  100  5 — JoooA. 

Or  les  coefficients  dictés  par  le  devin  au  calculateur 
ne  sauraient  évidemment  dépendre  d'éléments  qui  lui 
restent  inconnus.  11  nous  faut  donc,  de  toute  nécessité, 
faire  disparaître  a  de  l'expression  de  H,  en  posant 

FG  -M  =  o,         F  =  —  ;!, . 
G 

Nous  nous  trouverions  ainsi  conduits  à  une  division 
(que  nous  avons  voulu  expressément  exclure),  si 
nous  n'adoptons  (11)  conformément  au  premier  des 
modes  (9) 

(t3)  G  =  i,         E  =  ioo;         F=  — I, 

en  passant  cette   ("ois,  puisqu'il   n'est  plus  possible  de 
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faire    autrement,    sur   l'inconvénient   qui    nous   l'avait 
fait  écarter  tout  à  1  lieure.  Il  vient  |jar  conséquent  (12) 

(II)  H  z=  p  —  100  s  —  îooo  A . 

En  ce  qui  concerne  A,  nous  ne  rencontrons  aucune 
considération  directrice  autre  que  la  simplicité.  Nous 
prendrons  donc 

(i5)  A  =  I. 

ce  qui  donne  finalcnient 

(  iC))  II  =  />  I005  —  ôooo. 

6.  J'ai  été  (Vaj)pé  de  voir  que  la  règle  qui  m'avait  été 
communiquée,  sans  indication  de  provenance,  repro- 
duit exactement,  à  lexception  dun  seul,  tous  les 
choix  auxquels  nous  venons  d'être  méthodiquement 
conduits.  On  y  emploie,  en  elFet,  la  valeur  A'  =  4  j 
sans  que  je  puisse  apercevoir  aucun  motif  détermi- 
nant pour  ce  choix,  ainsi  que  le  montrera  la  discussion 
du  n"  9.  Continuons  donc  de  fixer  celte  constante 
comme  ci-dessus  (i5),  d'une  manière  encore  plus 
simple. 

La  formule  (1)  devient  dès  lors,  par  la  substitution 
des  diverses  valeurs  (-),  (10),    (i3),  (i5),  (16) 

•^  '  7  )      \(  ■>/  -h  i).'>o  -h  ni].\oo  —  a  -h  t  p  —  loos  —  jooo  ) 
et  s'énonce  de  la  manière  suivante  : 

Doubler  le  jour^  ajouler  i  ,  multiplier  par  5o, 
ajouter  le  mois,  multiplier  par  100,  retrancher 
l'âge^  enfin  retra.ncheii  un  nombre  qu'indiquera  le 
devin. 

Pour  la  détermination  de  ce  dernier  élément,  deux 
cas  pourront  se  présenter. 


(  i84  ) 

En  premier  lieu,  si  1  on  recherche  Page  d'une  per- 
sonne présenie  à  la  réunion,  il  sera  facile  au  devin  de 
s'assurer  d'un  seul  coup  d'oeil  que  celle-ci  (  ni  cente- 
naire, ni  enCanl  troj)  jeune)  est  née  cerlainejiient  dans 
le  xix*^  siècle.  Faisant  donc  s  =  i8  et/?  =  1910  dans 
l'équation  (16),  il  se  trouvera  conduit  à  faire  retran- 
cher le  nombre  4890,  immuable  durant  toute  cette 
année  iqio,  et  décroissant  ensuite  d'une  unité  à 
chaque  i*^""  janvier,  puisque/»  augmente  alors  d'autant. 

S'il  s'agit  au  contraire  de  l'âge  d'un  inconnu,  ou 
d'une  date  de  pure  fantafsie,  le  devin  se  verra  obligé 
de  demander  au  préalable  dans  cpiel  siècle  se  place 
l'événement,  en  limitant  là  son  art  divinatoire.  Con- 
naissant dès  lors  5,  il  évaluera  d'après  la  relation  (16) 
le  nombre  qu'il  devra  faire  retrancher  ;  lequel  deviendra 
ainsi  variable  avec  chaque  cas. 

7.  Il  subsiste  toutefois  une  lacune  dans  cette  expli- 
cation. 

Nous  avons  bien  reculé  aux  rangs  voulus  les  incon- 
nues j  et  in\  mais  il  reste  à  s'assurer  que  chacune  des 
parties  ne  débordera  pas  parla  gauche  dans  la  tranche 
voisine,  en  y  troublant  l'isolement  voulu  des  in- 
connues. 

C'est  d'abord  évident  en  ce  qui  concerne  la  paren- 
thèse de  l'expression  (2)  ,  puisque  nous  l'avons 
expressément  assujettie  (5)  à  être  égale  au  résidu, 
lequel  est  un  nombre  de  deux  chiffres,  incapable 
d'iniluencer  les  centaines. 

Assurons-nous  de  même  que,  dans  la  (onction  (17) 
qui  se  réduit  à 

10  oooy  -^  loom  -T-  (  />  —  a  —  100  s  ), 

le  premier  terme  ne  saurait  se   voir  adjoindre  aucune 
dizaine  de  mille  de  la  part  du  reste  de  l'expression. 


(  '«^^  ) 

Il  nous  faut  à  cel  cf^ard  envisager  la  plus  grande 
valeur  que  puisse  atteindre  celte  partie.  Or,  le  maxi- 
mum de  m  est  12,  pour  le  mois  de  décembre,  et  celui 
du  résidu  99.  Le  total  donne  1299,  nombre  inférieur 
à   10  000. 

8.  Si  nous  reprenons  comme  exemple  la  date  envi- 
sagée ci-dessus  (n°  1) 

j  =  'H,         m  =  7,         «  =  77,         5  =  18,         H  =  4^901 

les  calculs  se  développeront  de  la  manière  suivante:  en 
disposant  en  regard  ceux  de  la  formule  f|ui  m'avait 
été  indiquée  (A'  =  4i  d'où  découle  pour  la  présente 
année/?  =  1910  :  H'  =  19890). 

.)8.'2=           5G,  -28.9.=           56, 

56  -I- 1  =           37,  56  -f-  4  =           60, 

57.50=      7. 85o,  6o.5o=      3  000, 

(i?i)  I             2850-1-7=      '"'^^li  3ooo  ^- 7  =      3007, 

2857 .  100  =  285  700,  3007 .  100  =  3oo  700, 

283  700  —  77  =  285  623,  3oo  700  —  77  =  3oo  6>.3, 
285  623  —  4890  =  280  733,     3oo  623  —  19  890  =  280  733. 

On  obtient  donc  des  deux  manières  le  même  résultat 
(19)  28     07     33, 

dans  le([iiel  les  trois  inconnues  se  trouvent  en  évi- 
dence. 

il.  Cette  manière  d'opérer  a  l'avantage  de  permettre 
une  divination  instantanée]  mais  elle  présente  en 
revanche  l'inconvénient  de  mettre  encore,  malgré  les 
ellorts  précédents,  les  assistants  sur  la  voie  du  secret. 

Or,  il  est  bien  facile  d'écarter  définitivement  ce 
défaut    en    dissimulant    complètement    le    |)riucipe.   Il 


(  ^86  ) 
suffit  pour  cela  de  liniiler  le  travail  fastidieux  demandé 
au  calculateur  aux  six  premières  opérations,  les  seules 
dans  lesquelles  figurent  des  nombres  inconnus  du 
devin.  C'est,  à  ce  moment,  ce  dernier  qui,  sur  le 
résultat  dont  il  reçoit  alors  communication,  et  qui  ne 
saurait  fournir  à  l'assistance  aucune  lumière,  ellec- 
tuera  secrètement  la  soustraction  de  sa  constante  H 
qu'il  ne  divulguera  pas,  en  faisant  apparaître,  à  ses 
propres  yeux  seulement,  l'isolement  des  trois  inconnues. 

C'est  ce  qu'on  observe  en  effet  dans  le  sixième 
nombre  SooôaS  de  la  seconde  colonne  (i8),  mais  non 
pas  sur  celui  285023  de  la  première.  Cette  différence 
lient  à  ce  que  la  valeur  A'  =  4?  pins  forte  que  A  =  i , 
s'est  trouvée  suffisante  à  cet  égard,  par  sa  combinaison 
avec  l'hypothèse  y  =  28.  Toutefois  ce  nombre  4  "6 
possède  en  lui-même  aucune  vertu  certaine  pour  tous 
les  cas,  et  dès  lors  ne  saurait  constituer  un  choix  défi- 
nitif. 

Si  l'on  veut  être  assuré  à  obscurcir  k  la  fois  les  deux 
chiffres  de  gauche  du  sixième  nombre,  il  faut  que  cette 
tranche  devienne  au  moins  égale  ày'  +  i  i .  Nous  devons 
donc  poser  à  cet  effet 

\i  ij  -i-  A  j .  5f)  -f-  /?î  ] .  1 00  —  a  =  I  o  000  cy  -i-  1 1  !. 

d'où  l'on   déduit 

.  _  m  a 

A  ^  22  —  ^ ;- 

30  3000 

Mais  A  est  un  nombre  entier,  m  est  moindre  que  i3, 
et  a  reste  très  inférieur  à  oooo.  Cette  condition  donne 
donc  comme  valeur  la  plus  simple 

A"  =  22, 

résultat    évidemment    inacceptable   dans    les    circons- 
tances données. 


(  '8;  ) 

Il  fciul  donc  se  résigner  à  courir  le  risque  d'un  unique 
chiffre  révélateur  à  gauche,  inconvénient  qui  devient  à 
la  vérité  minime.  Hemarf|uons  d'ailleurs  ([ue  ce  chifTre 
sera  fréquemment  zéro,  et  |}assera  dans  ce  cas  ina- 
perçu. Si  nous  voulons  du  moins  trouljler  à  coup  sur 
le  second,  nous  devons  remplacer  dans  la  formule  pré- 
cédente/ -(-  I  I  par  j  -\-  \ .  Elle  donne  alors 

A'"  =  ').. 

nombre  très  convenable,  qui  pourra  être  adopté,  con- 
curremment avec  A  =  I,  suivant  les  préférences  indi- 
viduelles. On  pourra  même  les  employer  tous  les  deux 
successivement  pour  varier  la  formule  du  jeu,  si  l'on 
en  réitère  l'application.  Il  vient  alors  (14)5  pour  l'an- 
née i()io  et  le  xix^  siècle, 

H'"  =  (J890. 

Si  nous  aj)pliq lions  ce  nouveau  mode  à  l'exemple  du 
n"  8,  nous  trouverons  en  effet  comme  sixième  nombre 
290628,  lequel,  par  la  soustraction  de  H".  rej)roduit 
pour  la  troisième  fois  la  séparation  des  inconnues  (19). 

Quant  au  chiffre  de  droite  du  sixième  nombre,  il 
reste  inévitable  ment  révélateur,  mais  sans  que  cela 
présente  plus  d'importance  cjue  tout  à  l'heure.  Ce  dé- 
faut n'existe  d'ailleurs  que  pour  1910.  Il  disparaîtra 
dans  les  neuf  années  suivantes,  pour  ne  se  reproduire 
qu'en  1920.  Cela  tient  à  ce  que /;  est  le  seul  des  trois 
termes  de  l'expression  (i4)  qui  puisse  influer  sur  le 
chiffre  de  droite  du  sixième  nombre,  de  manière  à  le 
ramener  à  celui  des  unités  du  résidu. 

10.  Si  l'on  opère  sur  des  épocpies  reculées  au  delà 
de  Torigine  tie  lère  chrétienne,  s  prendra  des  valeurs 
négatives  dans  l'expression  (16)  du  nombre  H  à  em- 
ployer. 


(   i88  ) 
S'il    s'agit,    au    contraire,  d'une    claie  future^  c'est 
Tàge  a  qui  deviendra  négatif,  et  dont  la  soustraction, 
dans  la   sixième  opération,  se  changera  en  une  addi- 
tion. 

Recevez,  mon  cher  Camarade,  etc. 

Hato>'  de  la  Gol'pilliere, 
de  l'Institut. 


COIU{ESPO\DA\CE. 


-M.  R.  Bouvaist.  —  A  propos  de  la  question  propo- 
sée 2110. —  Dans  le  numéro  de  décembre  1909,  M.  G.  Pélissier 
déduit  la  solution  de  la  question  proposée  :21iO  de  la  proposi- 
tion suivante  dont  il  donne  une  démonstration  analytique  : 

Si  d'un  point  P  on  mène  trois  normales  à  une  para- 
bole n,  Vorthocentre  du  triangle  T  formé  par  les  tan- 
gentes à  n  aux  pieds  des  normales  considérées  est  sur  le 
diamètre  de  \\  passant  par  P. 

Voici  de  cette  proposition  une  démonstration  géométrique  : 
L'hyperbole  dApollonius  H  d'un  point  P  par  rapport  à  une 
parabole  II  est  le  lieu  des  points  M  tels  que  leurs  polaires  par 
rapport  à  n  soient  perpendiculaires  à  PM.  Il  en  résulte  que  la 
tangente  à  H  en  P  est  perpendiculaire  à  la  polaire  de  P  par 
rapport  à  II,  et  par  suite  que  cette  polaire  coupe  H  en  deux 
points  a  et  3  tels  que  l'angle  aPJî  est  droit.  Ceci  posé,  la  po- 
laire réciproque  de  H  par  rapport  à  II  est  une  parabole  D' 
dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  celui  de  II  et  qui  est  inscrite 
dans  le  triangle  T.  Les  tangentes  issues  de  P  à  II'  sont  les  po- 
laires des  points  a  et  ^  par  rapport  à  El,  elles  sont  rectangu- 
laires d'après  ce  qui  a  été  dit  |)lus  haut;  donc  P  est  sur  la  di- 
reclrice  de  II',  qui  coiilient  1  orlhocontre  de  T  et  qui  est 
parallèle  à  l'axe  de  n. 

M.  G.  Fontené.  —  Dans  le  Mémoire  que  j'ai  donné  récem- 
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ment  sur  la  tlnorio  du  tétraèdre  (  p.   535  du  Volume  précé- 
dent), le  rôle  des  égalités  n'est  pas  assez  marqué  : 

L'égalité  (7)  est  l'équation   en  k; 

L'égalité  (8)  donne  /•  en  fonction  de  A"; 

Les  égalités  (9)  et  (10)  peuvent  remplacer  (71  et  (H): 

L'égalité  (11)  ou  (1-2)  est  l'équation  en  r;  la  condition  de 
contact  prend  les  formes  successives  (i3),  (i5),  (i<)i,  (  ij ) 
ou  (18),  puis  (19)  ou  (20)  avec  /■,  (-21)  avec  k. 

Pour  résoudre  les  équations  (7  )  et  (S),  on  doit  écrire 

r       (7)  P(  P  — 2l\I;  +  '2a  .N  =0, 

(  8  )  (  A-  P  2  _  \  2  ,  _  , .  N  r  P  -  2  M  .1  —  >,  a  A-  r  P  =  o  ; 

en   éliminant   P — 2.M,   à  l'aide   des   multiplicateurs /N  et   P, 
on  a 

(A-P2  — \-^)(P--2a/-)  =  o; 

l'hypothèse  /<:P-=  'S-  est  inadmissible,  et  l'on  doit  prendre 

r>  =  2  a  /•  ; 

la  relation  (8),  qui  se  réduit  alors  à  trois  termes,  donne,  en 
écartant  l'hypothèse  inadmissible  N  =  o,  P  =  o, 

-N  -f-  ■>  r  (  y.r  —  M  )  =  o . 
Ktc. 

A  la  page  567,  en  haut,  il  fallait  dire  qu'on  applique  la  cnn- 
dition  de  contact,  qu'elle  donne 

A  =  a2. 

A  la  page   )(34,  il  faut  supprimer  la  dernière  ligne  du  n"  14. 
A  la  page  570,  il  faut  lire 

a  =  6,  r  =  r/, 

et,  plus  loin, 

a  =  6=  —  c=  —  d  ; 

an  lieu  de  dire  qu'on  a  écarté  l'hypothèse  a  =^  b  =■  c^  il  fallait 
dire  que  cette  hypothèse  donne  une  pyramide  triangulaire  ré- 
gulière, et  la  même  observation  s'applique  à  la  page  371, 
ligne  i3;  qii;ini  ;'i  lliypothèse 

rt  =  6  =  —  c  :=  —  f/, 
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elle  donne  un  tétraèdre  régulier  avec  /•  infini,  ce  qui  ne  cons- 
titue pas  une  solution  du  problème. 

La  note  placée  à  la  fin  du  Mémoire  esta  supprimer  :  la 
chose  est  dite  dans  l'énoncé. 

Philbert  du  Plessis.  —  La  solution  donnée  de  la  question 
2113  {^  )  I  1909,  p.  3-4  j  fait  appel  à  une  vue  de  l'espace.  Voici 
comment  on  peut  démontrer  la  proposition  sans  sortir  du 
plan  : 

Je  raisonne  sur  la  figure  de  la  page  ijS,  ainsi  complétée  : 
je  mets  la  lettre  O  au  point  de  rencontre  des  diagonales  AG 
et  BD,  et  je  prolonge  PQ  jusqu'en  son  point  de  rencontre  S 
avec  AB. 

Si  Ton  pose 


PC 
PB 


=  P^ 


QC 


RC 
RO 


on  trouve  immédiatement  que 


SB 
S  M 


P 


et 


RC 
RA 


Cela  posé,  le  triangle  MBC  coupé  par  la  transversale  QPS  et 
le  triangle  MAC  coupé  par  la  transversale  BQR  donnent  res- 
pectivement 


P'f- 


P 


■ipq  =-i.—p 
d'où  résulte  que 


et 


et 


^  x  —  r 
iqr  =  2  — 


P  = 


Donc  PR  est  parallèle  à  BO,  c  est-à-dire  perpendiculaire 
à  AC.  Il  en  résulte  que  le  quadrilatère  ABPR  est  inscriptible, 
donc  que 


BAP  =  15H1'  =  I>I;H. 


c.  Q.  F.  I). 


(')  Il  y  a  une  faute  d'impression  dans  celle  solulion.  Il  faut  lire 
(  p.  5-5,  ligne  ti)  :  «  le  plan  (  B'.MC  )  »  et  non  «  le  plan  (  B' M' C)  ». 
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M.  E.-N.  Barisien.  —  Aprôs  de  longues  recherches,  je  suis 
parvenu  à  l'expression  suivante  de  l'aire  commune  à  une  ellipse     l-''^ 
et  à  sa  développée  (axes  ia  et  a6)  : 


3  c*                  /  />      A «2  —  fji 
r  arc  tan  g    —  t  /  — ; r- 


>.ab  arc  sin 


a  fa- —  ■T'.b^\  - 


ia-  —  6^ 


"Ma*  ->r-  b'*  —  4  a"-  b-  ) \/{ a-  —  ?.  6-  i  i  •>.  a-  —  b-  ) 
4  (  a-  -+-  b-  )- 

qui  est,  je  crois,  inédite.  La  formule  ne  s'applique  que  «i  l'el- 
lipse et  sa  développée  se  coupent  aux  points  réels 


y  --  —\  ai—b'-  ) 


Alors  a  ^  b  \Jx. 

INI.  Georges  Delbouis.  —  Au  sujet  de  la  dérivation  sous 
le  signe  V.  L'intégrale  multiple  de 

I  =^  .f{^\  y,  .■...^)de, 

a  restant  intérieur  à  un  domaine  A  définit,  moyennant  cer- 
taines hypothèses,  une  fonction  I  de  a  qui  admet  une  dérivée 
représentée  par  l'intégrale 

<U  ^./a'-^%  JK 'J.}de. 


ceci  en  supposant  que  les  domaines  E  et  A  ne  dépendent  pas 
l'un  de  l'autre. 

Qu'arrive-t-il  si,  au  contraire,  le  champ  d'intégration  K 
dé|jend  de  a? 

Dans  le  cas  des  intégrales  définies,  on  ap|)lique  la  règle  de 
dérivation  des  fonctions  composées.  Mais  si  l'intégrale  est 
multiple,  la  dérivée  de   I(a)  se  présente  comme  la  limite  de 
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l'expression 

qui  ne  donne  pas  de  résultat   simple  immédiat. 

Or  on  peut,  dans  certains  cas,  se  ramener  au  calcul  d'une 
expression  de  la  forme  ( i)  : 

r  Le  domaine  d'intégration  est  soit  un  cercle  dont  le  centre 
et  le  rayon  sont  des  fonctions  de  a,  soit  une  ellipse  dont  le 
centre  et  les  longueurs  des  axes  sont  des  fonctions  de  a. 

On  fera,  dans  le  premier  cas,  le  changement  de  variable 


X  =:  CTo-^-  ktl  COSO, 


w(  o,  i;, 
0(0,  '2  7:), 


et  le  nouveau   domaine  d'intégration   est  un  rectangle  qui  ne 
dépend  pas  de  a. 

Dans  le  cas  de  l'ellipse,  on  poserait  de  même 

X  =  Xo-\-  au  coscp, 
y  =yo-r-  bu  sina. 

2"  On  poserait  de  même,  dans  le  cas  où  le  domaine  d'inté- 
gration serait  une  sphère  ou  un  ellipsoïde: 

X  =  j"o-i-  /i«  sin6  cos», 

y  =  y^^-r-  ku  sin  6  sin  o, 

z  =  Zo-^  ku  cosO, 
ou 

X  =:  x^,-^  au  sin  6  COSO, 

}■  =  j-Q-^  bu  sin  0  sino, 

z  =  Zq-t-  eu  cosO. 

L>"une  manière  générale  on  cherchera  à  exprimer  les  va- 
riables ce,  y,  ...,  en  fonctions  de  nouvelles  variable?  u.i\  ... 
et  de  fonctions  de  -x  de  façon  que  le  nouveau  champ  d'inté- 
gration obtenu  ne  dépende  plus  de  la  variable  a. 


[0'51 
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SUR  M  TItIÈIHtE   MOBILE; 

Pak  m.  Émilk  TURRIKHIi. 


I.    Par  ra[)|)<)rL  à  dos  axes  rectangulaires  Otjz,  une 
surface  S  élanl  définie  comme  enveloppe  du  plan 

h  )  X  costf  cos'\i  -\- y  coscp  sini^  H-  :;  sins  =  ra, 

les  coordonnées  .r,   )'.  ;  du  point  de  contact  INI  de  ce 
plan  sont<Jonnées  par  léquation  (i)  et  les  é(jualions 

,  .....  dV5 

{1}       —  arsincp  coso  — j/sincisimp-i-z  coscp  =  —  =  /'i 


(3)  — .r  co>>'^  siin|/ -t-^  co.so  coR'i^ 

ces  trois  équations  donnent 

sin']; 

a7  =  CT  COSCi  C0S7  —  p  soi  C5  COS'i/  —  CJ  » 

'  '  '  ^    COS(p 

.  .         .  cos<{/ 

//x  •  ,         «^     /       ^       \ 

(4)  i  =  TO  SI nc2 +  /?  coscp  =  cos-(p -— (  • 

'  '  o?  \  coscp / 

Eu  remar(|tiant  (|uc  les  plans  (i),  (a),  (3)  sont  deux 
à  deu\  orthogonaux,  le  calcul  des  coordonnées  du 
point  iNI  met  en  évidence  un  trièdre  trirectangle 
mobile  en  même  temps  que  ce  point  cjui  en  est  le 
sommet;  l' une  des  arêtes  est  la  normale  en  M  à  la 
surface  S. 

13él(M'minons  la  nature  du  réseau  orthogonal  découpé 
sur  la  surface  S  par  les  plans  (2)  et  (3).  Les  cosinus 
directeurs  des  arêtes  Mo^,,  intersection  de  (2)  et  (3), 
M)',,   intersection  de  (3)   et  (i),   et  M  g,  ,  interseclion 

Ann.  de  Mathémat.,  'Y  séi'ic,  t.  X.  (Mai  igi".)  i3 


(  >94  ) 

de  (i)  el  (2)  sonl  donnés  par  le  Tableau  suivant  : 

Ox.  Oy.  Oz. 

Ma^i        coscpcos'i/  coscpsin'^  sino, 

Myi     — sinocos'^  — siiiosiii'^  coso, 
i\l-3i          — si  11'!/                 cos'i  o. 

L'arête  M::)  est  donc  parallèle  an  |)lan  O.ry  que 
nous  supposerons  horizontal.  Par  suite,  les  pla/is  ['i) 
et  ['^)  découpeiU  sur  la  surface  S  le  réseau  ortho- 
gonal des  lignes  <le  niveau  et  de  plus  grande  pente. 

2.  ]^e  résultat  relatif  à  l  orthogonalité  des  plans  (i), 
(2)  et  (3)  est  une  généralisation  d'un  théorème  bien 
connu  de  Géométrie  plane  concernant  les  enveloppes 
de  droites.  Il  peut  être  étendu  à  un  nombre  quelconque 
de  dimensions.  Considérons,  en  effet,  un  espace 
à  /? -h  I  dimensions  :  soient  j",,  ...,  .r,,^,  les  coor- 
données ponctuelles  et  a, ,  ....  a„  les  angles  qui  fixent 
la  direction  d'un  plan 

n  ^      Xi  cosa,  cosa.2..  .cosa„_i  cosa,, 
-1-  x^  cosai  cosao. . .  cosa„_i  siti  a„ 
-I-  X3  cosai  cosao. .  .cosa,j_2  sin  a„_, 
-+-  X'^  cosai  cosaj. .  .cosa„--.3  siiia„-_î 


-1-  a„  cosaj  sin  ^2-1-  x,i+\  sinoti  —  cî(ai,  ...,a„)  =  o; 

le  point  de  contact  de  ce  plan  avec  son  enveloppe  est 
défini  par  les  n  H-  i  équations 

n  =  o,       —-  =  0,       .. .,       -—  ==  o, 

qui   représentent  n  -j-  i    plans  deux  à   deux  orthogo- 
naux. 

Comme  application  de  ce  théorème  général,  considé- 
rons une  sphère  quelconque  de  l'espace  à  trois  dimen- 
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sions;  soit,  selon  les  nolallons  de  M.  Darboiix, 

S  s  aaa:-!-  '2  fl^ -f-  27-3 -t-     -^  (x^-!- )-2 -i- ^2—  R2) 


-f-/-^(^2  +  .r2-f-;;2-^  R»)==o 


son  éqiialioii.  Supposons  rpie  les  (|iialrc  |)aranictres  a,, 
aj,  «3,  a,,,  dont  dépend  la  sphère,  soient  liés  à  a,  |i,  y, 
5,  e  par  les  relations 

a  =  sinai, 

p  =  cosaj  sinaj, 

Y  =  cosai  cosaj  sina^, 

ô  =  cosai  cosao  cosas  sina^, 

t  =  cosai  cosa-i  cosa3  cosa,  ; 

de  ce  qu'on  sait  sur  les  rapports  entre  la  théorie  des 
systèmes  de  cinq  sphères  deux  à  deux  orthogonales 
et  celle  des  substitutions  linéaires  orthogonales  à 
cin(|  variables,  il  résulte  que  les  cin([  sphères 

dS  âS  dS  àS 

b  =  o,  -—  =  0,  -— ==0,         -—  =  0,  :i—  =  0 

forment  un  système  de  cinq  sphères  deux  à  deux 
orthogonales;  on  observera  que  parmi  ces  cinq  sphères 
deux  dégénèrent  en  des  plans. 

Ces  cinq  sphères  peuvent  donc  être  prises  pour 
sphères  fondamentales  d'un  système  de  coordonnées 
peutasphériques. 

3.  A  cha(|ue  point  de  la  surface  S  est  associé  un 
tricdrc  Irirectangle  ;  cherchons  si,  sur  cette  surface  S, 
il  existe  une  courbe  C  telle  que  le  trièdre  mobile 
associé  à  chacun  de  ses  points  soit  le  trièdre  de  Serret- 
Frenet  de  (].  En  excluant  des  cas  de  dégénérescences 
eu  courbes  planes,  on  voit  que  C  csf  une  hélice  pour 
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son  cylindre  projetant  sur  0.r)',  une  asymptotique 
de  S  et,  par  conséquent ^  une  ligne  de  plus  grande 
pente  de  S;  d'aprrs  une  remarque  qui  se  Irouve,  en 
noie,  au  bas  de  la  page  ^-o  du  Tome  I  des  Leçons^  de 
M.  Darboux,  cette  courbe  C  aura  pour  image  splié- 
rique  un  parallèle  de  la  sphère. 

Un  premier  exemple  esl  celui  de  la  suif'acc  niinima 
dEnneper,  convenablement  orientée  :  c'est  l.i  un 
exemple  de  surface  S  possédant  un  nomjjre  fini  de 
couibes  C,  pour  une  orientation  donnée. 

Pour  que,  sur  S,  il  v  ait  une  infinité  de  courbes  C, 
il  faut  que  les  lignes  de  plus  grande  pente  soient  des 
asymptotiques  :  S  doit  donc  être  une  intégrale  de 
l'équation  (en  coordonnées  ordinaires) 

rp''-  -T-  ipqs  -î-  Iq-  =  o  ; 

cette  équation  est  réductible,  par  la  transformation  de 
Legendre,  à  celle,  étudiée  par  M.  Bia>'chi,  dont  dé- 
pendent les  surfaces  pour  lescjuelles  les  asjmptotiques 
d'un  système  sont  situées  sur  des  cylindres  de  révo- 
lution coaxiaux;  on  vérifiera  que  les  coordonnées  de 
tout  point  de  S  s'expriment  en  fonction  de  deux  para- 
mètres 6  et  u  par  les  formules 


j.  =  e" 
^  ^  V 


COS  'h  — 

^  Ou 


1  II  'J>  — - 


sir..|^-cos.].^j: 


'  ôa 


0\_ 


dans  lesquelles  \   est  l'intégrale  générale  de 
du  mouvement  de  la  chaleur 


équation 


du' 


toutes  les   lignes  de  |)liis  grande  j)ente  de  S  étant  des 
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asytriplollcjnes  de  S  sonl.  des  hélices  de  leurs  cvliiidres 
projelanls    sur    O xy    el,     par    consrquenl ,    sont    des 
courbes  (". 

Lorsque  la  surface  S  dégénère  en  une  courbe,  à 
chacun  de  ses  points  est  associée  une  infinilé  simple 
de  Irièdres  mobiles;  le  Irièdre  de  Serrel-Frenet  de  la 
courbe  est  un  de  ces  Irièdres  si  la  courl)e  est  une 
hélice  pour  son  cylindre  projelanl  sur  Oxy. 

4.  Lors(pie  le  point  M  de  contact  de  (i)  avec  S  di'cril 
une  courbe  sur  S,  les  projections  de  son  déplacement 
in(init<''simal  sur  les  axes  mobiles  sont  respectivement 

dxi  =  o, 

dz 


(5) 

en  posant 


./,-,  =  D  (h  -^  D'  d'I 

COS  Cj 

\)'  do  +  D"  d'I 

dZi  =  •■ '-, 

fOS'i 

I      dz 


D   =  nr 


cosff  do' 

(fi)  •     r.'  '  <^-Z 

D  =  r/  lungo  -^s  =  —  , 

COSO    O'i/ 


\)"  —  7^  cos^ci  — /)  sin  cp  cos'i  H-  t] 

/•,  s.  l  désignent  les  denvees  -t—t'  — -t'  —r-r\  U,  U  ,  \) 
sont  l(!S  coefficients  de  la  seconde  forme  fondamentale 
de  Gauss,  dans  les  notations  de  Bianchi. 

De  ces  relations  (5)  et  (6)  résultent  tout  d'abord 
les  expressions  des  coefficients  de  la  première  forme 
fondamentale 

l  cos-'o 


G=  D'2^- 


cos-o 
— :; —  ' 
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d'où  se  déduit  la  relation 

(8)  H  cos-f  =  D'2— DD"         (h  =  y/KG  —  F^). 

Il  résulte  également  des  niéincs  expressions  (5)  que 
V équation  différentielle  des  images  sphériques  des 
lignes  de  niveau  est 

(9)  T)ch  ^D'  d'\  =  o, 

et  que  l' équation  des  images  sphériques  des  lignes 
de  plus  grande  pente  est 

(10)  D'  do  -H  D"<;/'^  —  o; 

on  observera,  en  effet,  que  o  el  'h  sont  les  coordonnées 
géographiques  de  l'image  sphérique  de  M  dans  la  repré- 
sentation de  Gauss. 

o.  Cherchons  la  condition  pour  qu'une  droite  issue 
de  M  et  liée  au  trièdre  mobile  engendre  une  con- 
gruence  de  normales, 

Soil  d  une  droite  issue  de  M  et  dont  les  cosinus 
directeurs  a,  |3,  v,  par  rapport  aux  axes  mobiles,  sout 
des  fonctions  données  des  coordonnées  géographiques 
de  M;  soient,  d'autre  [);irt,  ao,  l^oi^'o  l^s  cosinus  direc- 
teurs de  d  par  rapport  aux  axes  (ixes.  Il  faut  que  l'ex- 
pression 

«0  dx  -H  [3o  dy  -+-  Yo  dz 

soit  une  différentielle  exacte  —  d'/.;  en  vertu  des  équa- 
tions (o),  il  fuut  qu'il  en  soil  de  même  de  l'expression 


—  r/X  =  3( D  rfo  ^  D'  d^)  H ï—  (  D'  do  -+-  D"  d^): 


C( 

la  condition  à  établir  est  donc 


d'if  y  cosci/        oo  y  coscp/ 


(  '9f)  ) 
Dans  (il),  a  a  tlisparu  et  celle  relation  esl  lals-^ée 
invariante  lorscpiOn  nmlliplie  ^  et  y  par  un  même 
facteur  constant  :  c'est  là  le  théorème  de  Afrtlus; 
a/,  Tj/j  y,  étant,  en  efïel,  les  cosinus  directeurs  du 
raxon  incidtnl  en  M  sur  la  surface  S  sup|»osée  diri- 
manle,  les  cosinus  direcleurs  a^,  ^r»  *jV  du  rayon 
réfraclé  sont  liés  aux  précédents  par  les  égalités 


H'- 


t^r: 


•;i  = 


dans  les(|u<lles  /i  est  l'indice  de  réfraction  relatif  des 
milieux  optiques  sé|)arés  par  la  surface  dirimante. 

Appliquons  (i  i)  au  cas  où  la  droite  d  est  invariable- 
menl  liée  au  Iricdre  mobile;  -i)  et  v  sont  des  constantes 

el  nous  poserons 

-■  —  p 


Y  =  2  lans\' 


Remanpions  (|ue  D,  D',  D"  satisfont  aux  relations 

(•2) 


f  — 1 —  =  langcsf  D  -4- D  cos2«); 

u''j  do  •  ' 


la  condition  (i  i  )  prend  la  forme 
(i'i)  D'=  langV  X  D  coso. 

Ecartons,  pour  l'instant,  les  cas  extrêmes  S  =  o 
ou  Y  =  o;  l'équation  (i3)  est  une  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre  qui  peut  être  intégrée 
en  la  niellant  sous  la  (orme 

àz  ^,  dz 

^  =  lan-V  cos'f  — ; 

intégrant  ri  utilisant  l'équation  (4),  on  obtient 

m  =  »r  coso 

^  coscp    /  cT,     ->  tangV  -^  lo-  tnn-f  ?  +  f  )     -^; 
J       L  ••'       4/1  tos*'^ 


(  aoo  ) 
en  profiltiiil  de  la  présence  dune  foncllon  arbitraire  -T^i , 
on   peut   faire   disparaître    le   signe   de   quadrature    et 
prendre  pour  intégrale  générale  de  (i-^) 

(i_i  ;  HT  =  ^'  coscp  -t-  sin-i  -fer)  —  ^'(■^), 

où  W  el  ^  sont  respectivement  deux  fonctions  arbi- 
traires de  d»  et  de  la  variable  t 


T  ='il^ni;V 


log[tang(j-|)]; 


5"'  est  la  dérivée  de  -7  par  rapport  à  t. 

La  condition  (i3)  s'interprèle  aisément  à  l'aide  de 
l'équation  (9)  des  lignes  de  niveau  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
droite  invariablement  liée  au  tiièdre  mobile  et  issue 
de  M  engendre  une  congruence  de  normales  est  que 
les  lignes  de  niveau  de  S  aient  pour  images  splié- 
riques  une  famille  de  loxodromies. 

Lorsqu'il  existe  une  droite  issue  de  M  invariable- 
ment liée  au  trièJre  mobile  engendrant  une  congruence 
de  normales,  il  est  bien  entendu  qu'il  existe  une  infi- 
nité de  telles  droites;  nous  retiendrons  seulement  qu'il 
en  existe  une  d^  située  dans  le  plan  tangent  à  S  :  il 
suffit  d'appliquer  le  théorème  de  Malus  el  de  donner  à 
l'indice  de  réfraction  la  valeur  qui  correspond  au  cas 
intermédiaire  entre  la  réfraction  et  la  réflexion  totale. 

On  connaît  donc  une  solution  du  problème  de 
Transon  pour  le  complexe  spécial  attaché  à  une 
surface  dont  les  lignes  de  niveau  ont  des  loxo- 
dromies pour  images  sphériques. 

On  peut  encore  dire  que  ces  mêmes  surfaces  (i4) 
sont  caractérisées  par  la  propriété  suivante,  qui  permet 
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d'ailleurs  d'écrire  iinmédialeincnl  leur  i'(]uali(ji)  cailé- 
sieiine 

Sur  une  surface  dont  les  lignes  de  niveau  ont  des 
loxodromies  pour  images  spliériques^  il  existe  une 
famille  de  géodésiques  qui  sont  les  trajectoires  des 
lignes  de  niveau  sous  un  anole  constant  déterminé. 
Ces  géodésiques  sont  identiques  aux  méridiens  de 
la  surface  (  '  ). 

Passons  à  l'examen  des  cas  limites  3  =  o  el  -'  =  0. 

Lorsque  y  est  nul,  D'  est  nul  et,  |)ar  suite,  aussi  F 
en  vertu  de  (-);  les  j)arallrles  et  les  méridiens  sont 
conjugués  et  orthogonaux  :  la  surface  S  est  alors  telle 
(|ue  ses  lignes  de  couibure  sont  constituées  par  ses 
lignes  de  niveau  (les  parallèles)  et  par  ses  lignes  de 
plus  grande  pente  (les  méridiens);  c'est  donc  la  sur- 
face moulure  la  plus  générale.  D'où  le  théorème  : 

Si  une  droite,  nuire  que  la  normale,  issue  de  M, 
située  dans  le  plan  ;;,  =  o  et  invariablement  liée  au 
trièdre  mobile,  engendre  une  congruence  de  nor- 
males, il  en  est  de  même  de  toutes  les  droites  de  ce 
plan  issues  de  M  et  la  surface  S  est  une  surface 
moulure  <{uelconque 

TïJ  =  4>(ç)  -H  ^\'\)  COSCp. 

Lorsque  ^  est  nul,  D  est  nul.  Les  lignes  de  niveau 
(les  méridiens)  sont  des  asymptotirpies  et  la  surface 
est  une  surface  réglée  à  plan  diiecicur  horizontal.   Par 


(')  Selon  Minding  [Ueber  cinige  Grundformein  ilcr  Geodàsie 
(Crelte,  i'^5>)l  j';ipP''"f^  niéridiciis  les  courbes  '^  —  const.,  cl  pa- 
rallèles les  courbes  'f  =  cens! . 
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suilc,  si  une  droite,  autre  que  la  iiorniale,  issue 
de  M,  située  dans  le  plan  y,  z=  o  et  invariablement 
liée  au  trièdre  mobile,  engendre  une  congruence 
de  normales^  il  en  est  de  même  de  toutes  les  droites 
de  ce  plan  issues  de  M  et  la  surface  S  est  une  sur- 
face réglée  à  plan  directeur  horizontal  : 

fiS)  rn  =  ^^"i  cosip -i- ^'.)  «iii  ç. 

6.  La  surface  (i4)i  ^^  plus  .simple,  est  celle  pour 
laquelle  '?(t)  est  une  fouclion  liuéaiie  de  t;  son  équa- 
tion peut  être  réduite  à 

(i6)     HT  =  sin^".•I/  sino  -^  cos  V    sincp  log  taiig  {  -  -^  -,  )  —  i    ; 

celte  surface  est  la  seule  surface  minima  qui  satisfasse 
à  la  condition  (i3);  elle  s'obtient  en  prenant  les  expres- 
sions 

e-'V       e^ 

111-        2^2 

jiour  les  fonctions  qui  figurent  dans  les  équations 
d'Enneper.  Lorsque  V  varie,  ces  surfaces  (i6)  consti- 
lueut  une  famille  connue  de  surfaces  minima  associées, 
applicables  les  unes  sur  les  autres  (Leçons  de  M.  Dar- 
boux,  n"  200,  Iiélicoïdes  de  Scherk);  elles  com- 
prennent comme  variétés  limites 

\   =  o  et         \  =  —  , 

a 

le  calénoïde 

CT  =  siiici  log  tang  f  ^  "*"  T  )  —  '' 

seule  surface  mininia  qui  soit  une  surface  moulure,  et 
riu'licoïde  gauche  à  |)lan  directeur 

(17)  CT  =  'i- sincp, 
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seule    siii(ace    miiiima    (jiii    soit    une    surface    réglée. 
En    observant    que    la    icprésenlation    spliéric|ue    de 
Gauss  est  une  re|)résenlation  conforme  pour  loutes  les 
surfaces  n)inin)a,  on  a  le  lliéorèiue  suivant  : 

l*our  la  surface  ntinima  (lOj,  les  lignes  de  niveau, 
les  lignes  de  plus  grande  pente,  les  lignes  asympto- 
liques  et  les  lignes  de  courbure  ont  des  loxodromies 
pour  images  sphérirjues. 

Sur  la  surface  mininia  (i(J),  les  parallèles,  les 
méridiens^  les  lignes  asymplotiques  et  les  lignes  de 
courbure  sont  des  loxodromies. 

Les  équations  des  images  s|)liéi'iques  des  principales 
lignes  sont  : 

Lignes  de  niveau  : 

z  =  sin  V.'i;  -+-  C(»s  V  log  tang  (  ~  -f-  -  )  =  cunst.  ; 
lignes  de  plus  grande  pente  : 

cos\  .  ']j  —  sin  V  log  tang  |  -i-  -h  -^  j  =  const.  ; 
asjinpioii(pies  : 

ta"{,M  7  -+-  -V'I'  — ''>gtang^.-t-  7  j  =  coiisl., 

/-        V\    ,        ,               /»       -^X 
col  (  -  H •  7  -+-  lf>S  tang     -  H =  const.  : 

lignes  de  coiirbiii-e  : 

V    ,        ,  /-        -\ 

tang  —  •  Y  -H  iog  laiig  (  -^  -h  7  I  =  const., 

cot  — .  ']/  —  log  tang  I  -i-  -^  -  1  =  const. 

•^  \  '■*         1  / 

Les  méridiens ,  orlhogonau.r  aiir  parallèles 
puisque  la  surface   es/   minima,    sont    des   courbes 
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dont  les  tangentes  appartiennent  à  un  complexe 
linéaire;  pour  la  surface  (i6),  en  e/Tet,  les  formules 
générales  donnant  les  coordonnées  du  point  M  de- 
viennent 

cosVcos'J;  .    ,r    .     , 

•  = '■ sni  V  sin  'h  tances. 

coso  ' 

,    ^  ,  cos\'  sin'I;  .    ^,         , 

(i8  )        J    y  = -1-  SHi  \  cos'I/  laniro. 

'  -^  cos'-s  '         '    '  ■ 


z  =       sin  N.  'i^  -f-  cos 


Vlog[(tansi -::)]; 


et,  par  suite,  le  long  d'un  méridien,  on  a 
y  dx  —  .r  dy  =  siiA  dz. 

Ces  méridiens,  nous  l'avons  dit,  sont  des  géodé- 
siques  particulières;  la  surface  (i6)  étant  une  surface 
liarmonique,  on  obtient  pour  équation  des  images  sphé- 
riqui'S  des  géodésiques  ('i/o  et  k  étant  leurs  paramètres) 

coso  =  sn 


le  module  des  fonctions  elliptiques  étant  k;  interpré- 
tant cette  équation  selon  Liouville,  on  voit  que  ces 
géodésiques  jouissent  de  la  jiropriété  caractéristique 
suivante  :  soit  w  l'angle  que  lait  une  géodésique  issue 
de  M  avec  le  méridien  de  ce  point;  le  long  de  chaque 
géodésique  on  a 

sino)  , 

— =  consl.  =  A-. 

sincp 

Pour  A"  r=  o,  les  géodésiques  se  réduisent  aux  méri- 
diens. En  laissant  de  côté  le  cas  de  lliélicoïde  {^~) 
pour  lequel  les  méridiens  sont  des  droites,  les  tan- 
gentes   aux   méridiens  consliluont  une   congruence  de 

normales  ;   on  a 

},  =  —  ta  11  g  o , 


(     2C)5     ) 

el,  des  formules  (i8),  il   résiille  que  ces  droites  sont 
noîiiiaies  à  la  surface 

a-  =  —  cosV  coso  cos6,         ^  =  —  cos  V  cos-^  siii'l/: 


;osV     log     tang(  ^  +  ^  H  .^sino 


=  siiiV.'i/ +  ce.,  .    ,  .„„ „,         ,     ,,,  ... - 

celle-ci  est  un  hélicoïde,  conforménieiil  d'ailleurs  au 
théorème  de  Lie  et  de  M.  Picaid  siii-  les  surfaces  dont 
les  normales  appartiennent  au  complexe  lin(''aire;  cet 
hélicoïde  est  engendré  par  le  déplacemeut  liélicoïdal 
d'une  traclrice  de  hase  Oz.  Pour  V=o,  il  dégénère 
eu   la   surface  pseudosphérique  de  révolulion  et,   pour 

V  ==— >  en   un  hélicoïde  gauche  à   plan  directeur. 

7.  Les  formules  (12)  ne  sont  autres  que  deux  for- 
mules de  ]\J;iiuardi  et  Codazzi.  LUes  sont  ahsolumeiit 
fondamentales,  et  nous  allons  en  indiquer  des  appli- 
cations. De  ces  relations  (la)  résidlent  les  équations 
générales 


U  cos'.&  =  —  > 

D'  coscp  = 

dz 

à'-z         .                 àz 
sin^coscp 

=  cos-o 

•  00  \ 

'   D" 

Comme  jiremier  cxem|)le,  considérons  les  surfaces, 
intégrales  d'iuie  équation  du  troisième  ordre,  pour 
les(iuelles  ne  dépend  (lue  de  la  loniiilude  <l.  P^n 

1  cog,^  Il  o  . 

posant 

u  =  log  tang'.2, 

l'équation  à  inlégier  est  Vcufuation  du  inouvcment  de 

la  chaleur 

(j-^z  _  ôz  _ 
(Âp  ~  'ûû' 

soit  alors  r-  une  intégrale  de  cette  dernière  équation; 
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la  formule  (4)  donne 


^      ...  ■       r    «'^ 

=  n-(-i\-r-  / .-  — — 

;oscp  J       cos^o 


Nous  avons  précédemment  considéré  les  surfaces 
donl  les  lignes  de  plus  grande  |)ente  sont  des  asymplo- 
liques.  Leur  é(pialion  est  D"=:  o,  et  nous  sommes  donc 
dans  un  cas  p;irli('ulier  du  cas  précédent.  On  ohservei'a 
(|ue  les  équations  de  AJainardi  et  Codazzi  deviennent 
alors 

on       dX  ^^  _  D 

&î  ~  dû'  dïi  ~      ' 

en  posant 

A  =  D'eus  Ci,  B  =  D  sincp  cos^o  ; 

ces  équations  simultanées  sont  piécisément  celles  que 
M.  Boiirlel  envisage  dans  sa  Thèse  :  Su/-  les  équations 
aux  dérivées  partielles  simultanées  qui  contiennent 
plusieurs  fonctions  inconnues  (p.  5i)  :  l'élimination 
de  B  conduit  à  l'équation  du  mouvement  de  la  chaleur. 
On  peut  encore  mettre  l'équation 

D"^  m  cos^o  —  p  sino  coso  -+-  /  =  o 
sous  la  forme 

d-W      77T      \  â      /      7^      \  ■ 

-. —  est   intégrale  de   l'éciualion  du   mouvement  de    la 
sincp  °  ' 

chaleur  :  c'est  la  fonction  V  des  formules  du  n"  3. 

8.  Comme  second  exemple,  je  considérerai  les  sur- 
faces dont  les  lignes  de  courbure  ont  des  loxodromics 
pour  images  sphériques. 

L'éc|uation  des  images  sphériques  des  lignes  de  cour- 


1 
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bure  élanl 

D"—  Dcosî'i 


d<^-  —  (OS-  o  d')^-  H ^:r, d'^  d<l)  =  o, 


CCS  lignes  de  courbure  auront  jjour  images  spheriques 
les  loxodroniies 

r/'y  =       l  a  n  g  V  c  o  s  G  dl , 

rfcp  =  —       COt  \    COS  'v  f/'^, 

SI  z  salisfail  à  une  certaine  cqualion  du   second   ordre 
qui,  en  posant 

d'^  _  _  _U_ 

coscp  ""  "        cil - 


prend  la  forme 


U  —  2  col  2  V 


d'Y'  dz-^  ^         ^     d-.d'y 

il  suffit  alors  d  efTectuer  la  transformation 

A,  B,  A',  B'  étant  des  constantes  déterminées,  pour  se 
lamcner  à  l'une  ou  l'autre  des  équations 

àuj  _  àn]_        _ 

— -    -!-    U    =    G 

"~i  d'Vi 

l^a  première  de  ces  é(piations  est  celle  à  laquelle 
M.  H.  Poincaré  ramène  Véquation  des  télégra- 
phistes   (  '  )  ;     lii    seconde    est    la    forme    que    donne 


(')  Sur  la  propagation  de  l'clecUicitc  {Comptes  rendus, 
t.  C.W  II,  p.  i'>27),  el  Théorie  analytique  de  la  propagation  de 
la  chaleur,  p.   i3'|. 
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M.     Picaitl     à     celte     niéine     é(|tialion    des     lélégra- 
phistes  ('). 

En  résumé,  la  détermination  des  surfaces  dont 
les  images  sphériques  des  deux  systèmes  de  lignes 
de  courbure  sont  des  loxodromies  est  équivalente 
à  V intégration  de  V équation  des  télégraphistes. 
C'est  là  iiii  lliéorènie  général  qui  comprend  comme  cas 
particulier  celui  que  j'ai  donné  dans  une  Noie  anté- 
rieure (-). 

9.  Les  deux  exemples  précédents  suffisent  pour 
mettre  en  évidence  l'importance  des  relations  (12). 

Gomme  autres  exemples,  j  indiquerai  celui  des  sur- 
faces 

W  -¥-  D  sin- Ci  cos-o  =  o. 

dont  les  asymplotiques  se  projettent  sur  Oxy  suivant 
un  léseau  orthogonal  et  celui  des  surfaces  minima 

D"—  D  cos-ç  =  o, 

Dans  chacun  de  ces  cas,  on  se  ramène  à  l'équation  de 

Laplace 

c)'-  z        à-  z 

dans  le  premier  cas,  t  est  égal  à  log(tangco);  dans  le 

second,    à    log    tang|-  +  7)    •    On    utilisera   ensuite 

l'équalion  ( 4),  et  l'on   éciira   que  l'intégrale   trouvée, 
dépendant   de    trois    fonctions    arbitraires,    satisfait    à 


(')  Sur  l'équation  aux  dérivées  parlielles  qui  se  rencontre 
dans  la  théorie  de  la  propagation  de  l'électricité  {Comptes 
rendus,  t.  CXVIII,  p.  16). 

(-)  Application  de  V  équation  des  télégraphistes  aux  sur  J  aces 
dont  les  images  sphériques  des  lignes  de  courbure  sont  des  loxo- 
dromies {.\oui-elles  Annales,  1910,  p.  22). 
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l'équation  du  second  ordre.  Je  reviendrai,  d'ailleurs, 
ullérieiiremenl  sur  ces  équations  et  je  donnerai  de 
nouveaux  exemples  d'applications  des  équations  (12)  : 
j'étudierai  notamment  l'équation  analogue  à  celle  du 
mouvement  de  la  chaleur,  dont  dépendent  les  surfaces 
pour  lesquelles  les  asvmptotiques  ont  des  loxodromies 
pour  images  sphériques. 

10.  Déterminons  l'enveloppe  d'un  plan  invariable- 
ment lié  au  trièdre  mobile;  soient  u,  v,  (v,  h  les  coor- 
données de  ce  plan;  S,  t,,  ^  les  coordonnées  de  son 
point  de  contact,  par  rapport  aux  axes  mobiles.  Nous 
avons  les  formules  linéaires 

a  ^  -(-  (••  r,  H-  fit'  ^  -f-  h  =  o, 

—  «  T,  —  P(  Ç  -h  D  )  H ==  o, 

coscp 

—  M  w  cos'*  H-  f  (ï  sin  '^  -<-  D' )  -(-  iv(  ^coso  —  r.  sino-l )  =0, 

'  '  \  '  '       coso/ 

qui  permettent  de  calculer  S,  rj,  "C. 

Considérons,  en  particulier,  le  cas  des  faces  du 
trièdre  mobile. 

En  gér)éral,  le  plan  (3)  n'a  pas  d'enveloppe  autre 
que  le  point  à  linfini  sur  O;.  Pour  que  le  plan  (3) 
ait  une  enveloppe,  il  faut  et  il  suffit  que  la  sur- 
face S  soit  une  surface  moulure.  Le  plan  (3)  enve- 
loppe alors  un  cylindre  parallèle  à  Os.  Le  point  de 
contact  de  (3)  avec  ce  cylindre  est  sur  MjKi  ;  Mj^,  en- 
gendre une  congruence  dont  les  plans  focaux  sont  (i) 
et  (3)  :  les  arêtes  M)-,  engendrent  alors  une  con- 
gruence de  normales;  on  retrouve  ainsi  un  résultat 
du  n"  5. 

En  ce  qui  concerne  le  plan  (2),  il  a  toujours  une 
envelo[)pe.  Cette  enveloppe  peut  se  réduire  au  point  O  ; 

Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  l.  X.  (Mai  1910.)  I4 
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la  surface  S  est  alors  intégrale  de  l'équation  y?  =  o  : 
c'est  donc  la  surface  (S)  du  n"  10  de  mon  Mémoire 
Conséquences  de  deux  théorèmes  de  M.  Bricard 
concernant  les  tangentes  communes  à  deux  qua- 
driques  [Nouvelles  Annales^  iQio»  P-  35).  En  général, 
les  coordonnées  du  point  de  contact  sont 

snio 
de  ces  formules  résultent  les  théorèmes  suivants  : 

Pour  que  le  point  de  contact  du  plan  (2)  avec  son 
enveloppe  soit  sur  la  normale  à  S,  il  faut  et  il  suffit 
que  cette  surface  soit  une  surface  moulure. 

Pour  que  le  point  de  contact  de  (2)  soit  dans  le 
plan  tangent  à  S,  il  faut  et  il  suffit  que  cette  sur- 
face soit  une  surface  réglée  quelconque  à  plan 
directeur  horizontal. 

11.  Aux  n"' o  et  10,  nous  avons  rencontré  les  sur- 
faces moulures  D':=o  et  les  surfaces  D  ^  o,  réglées, 
à  plan  directeur.  La  lliéorie  des  surfaces  moulures  en 
coordonnées  tangentielles  (plus  ou  moins  ditïerentês 
de  celles  dont  je  me  sers)  étant  connue,  je  m'occu- 
perai uniquement  des  surfaces  D  =  o  aux(|uelles  je 
consacrerai  la  fin  de  ce  Mémoire. 

Etablissons  directement  que  Vécjuation  D  =  o  repré- 
sente les  surfaces  réglées^  à  plan  directeur  hori- 
zontal. La  trace  de  (i)  sur  le  plan  horizontal  de  M, 
plan  dont  la  cote  est  fournie  par  (4),  a  pour  projection 
horizontale  '^  droite 

T  cos'l'  -i-_^  sin6  =  T7T  cos'^  —  /?  sin  'y  ; 
le  second  membre  ne  doit  dépendre  que  de  la  longi- 
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tude  'l;  d'où  la  condition 

CT  -I-  r  ^  D  =  o. 

L'intégrale  esl(i5).  ^*,  et  ^'2  désignent  deux  fonc- 
tions arbitraires  de  la  longitude  <\f.  Wo  est  la  cote  de 
la  génératrice^  ^F,  est  la  plus  courte  distance  de 
cette  génératrice  avec  Oz. 

Le  contour  apparent  sur  Oxy  ne  dépend  que  de  ^', . 
Lorsque  W^  est  nul,  la  surface  est  un  conoïde  droit  de 
direction  Os;  voici  des  exemples  : 

Paraboloïde  équilatère  : 


z  ■=  -  ,  7;T=lanirysinœ, 


hélicoïde  gauche  : 

.r  ,    . 

z  =  arctang-5  TO  =  'i>sinc5, 

y 

cylindroïde  de  Cayley-Pliicker  : 

x''- —  y- 
z  =  '—- ,  CT  =:  cos^'ii  si  no,  .... 

X  '  —H  Y  ' 

En  prenant 

W  étant  une  fonction  donnée  de  -i/,  on  obtient  les  sur- 
faces 

ro  =  a  cos(*r  —  cp  ), 

réglées,  à  plan  directeur,  circonscrites  à  la  sphère  de 
centre  O  et  de  rajon  a.  Pour  W  ^=  '|,  la  surface  est  le 
conoïde  de  Wallis.  La  courbe  de  contact  W  —  cp  =  o 
avec  la  sphère  est  ici  la  courbe  sphéri([ue  lieu  des 
points  d'égales  longitude  et  latitude,  c'est-à-dire  la 
fenêtre  de  Viviani  (résultat  connu). 
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12.  Aux  surfaces  réglées  à  plan  directeur  horizontal, 
on  peut  appliquer  le  lliéorème  de  M.  Picard  sur  les 
asymplotiques  des  surfaces  réglées  dont  les  généra- 
trices appartiennent  au  complexe  linéaire;  on  obtient 
pour  images  sphériques  des  asjmptotiques  les  courbes 


1-^     r  ^t'i  —  ^"î  >  ■ 


const.  ; 


cette  équation  se  met  sous  la  forme 


ly/o  tangç  -f-   /  — 

J     V 


0, 


en  introduisant  le  paramètre  de  distribution 

d^\ 


d^ 


W„ 


et  l'élément  d'arc  dn  de  la  projection  sur  Oxy  du  con- 
tour apparent  horizontal  (ligne  de  striction). 
La  quadrature  disparaît  pour 

c'est-à-dire  pour  les  conoïdes.  Le  fait  que  les  asympto- 
tiques  des  conoïdes  sont  connues  est  classique,  et  il 
résulte  des  recherches  de  ]\DL  Appell  et  Picard  que 
ces  courbes  sont  identiques  au\  courbes  dont  les  tan- 
gentes appartiennent  aux  complexes  linéaires;  nous 
obtenons  ici  une  forme  simple  de  l'équation  de  leurs 
images  sphériques 

tangue;  ^'2  =  tang^cp  g  =  const.  =  k. 

On  pourra  appliquer  les  considérations  qui  précèdent 
aux  surfaces  '^\  =  const.  considérées  par  M.  Buhl  à  la 
page  342  des  Nouvelles  Annales  de  1909. 

Je  terminerai  en  donnant  l'expression  de  la  torsion 
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de  l'asymptolique.  Les  relations  générales 

(8)  H  rose?  ^  D'2— DD", 

I  coscp 

Ri  H,  ^  H~ 

deviennent,  pour  une  surface  D  =  o, 

""  cos^*9'  K,R.2  ^       V      W   ' 

d'où  la  torsion  =7  de  i'asvmptotique 

COS-'^ 

le  rapport  du  paramètre  de  distribution  de  la  géné- 
ratrice issue  de  M  au  rayon  de  torsion  de  l'asym- 
ptotique  passant  par  M  est  constant  le  long  de  tout 
parallèle  d\ine  surface  réglée  à  plan  directeur 
horizontal. 

En  particulier,  pour  les  conoïdes  droits,  on  a 

sin-  o 

cette  dernière  formule  n'est  pas  distincte  de  celle  que 
M.  Appell  et  Sophus  Lie  ont  donnée  pour  la  torsion 
des  courbes  dont  les  tangentes  appartiennent  au  com- 
plexe linéaire. 


[L^21c] 

SIK  l\  THÉORÈME  DE  M.  IL  BltlCAUD; 

Par  m.  h.  lebesgue. 


M.  Bricard  (')  a  démontré  le  théorème  suivant  : 
Si  une  droite  D  varie  en  touchant  constamment 

(')  Aoiii,elles  Annales,  murs  i9<>;). 
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deux  splières  S,  S',  les  plans  tangents  menés  par  D 
aux  diverses  cjuadriques  cp  circonscrites  à  ces  deux 
sphères  forment  un  faisceau  de  grandeur  constante. 

Les  plans  bissecteurs  des  deux  plans  tangents 
issus  deT)  à  une  même  cjuadrique  cp  passent  par  les 
centres  de  similitude  de  S  et  S'. 

L'angle  de  ces  deux  plans  est  celui  des  plans 
tangents  à  S  et  S'  en  leurs  points  de  contact  avec 
une  génératrice  o  de  ':i . 

Cette  troisième  partie  est  due  à  M.  M. -F.  Egan('); 
elle  se  déduit  facilement  des  deux  premières  en  faisant 
tendre  D  vers  o.  Pour  justifier  Ja  première  partie  du 
théorème,  il  suffit  évidemment  de  justifier  les  deux 
dernières;  or  elles  résultent,  on  va  le  voir,  d'un  rai- 
sonnement très  élémentaire. 

Il  me  sera  commode  à' A^Y*&\eT pse ado- triangle  sphé- 
ricjue  la  fi'gure  formée  par  trois  arcs  AB,  BC,  CA  de  cir- 


conférences d'une  même  sphère,  dont  les  prolongements 
passent  par  un  même  point  I.  Une  inversion  de  centre  I 
transformant  la  figure  en  un  triangle  recliligne,  on  voit  : 
que  la  somme  des  angles  d'un  pseudo-triangle  est  égale 


(')  Nouvelles  Annales,  novembre  1909. 
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à  deux  (Iroils  ;  que  la  circonférence  circonscrite  à  un 
pscudo-lrianf^le  coupe  chaque  côté  sous  un  angle  égal  à 
l'angle  opposé  du  pseudo-triangle.  Ces  propositions, 
dont  la  parenté  avec  le  théorème  de  Lexell  est  évi- 
dente, résultent  aussi  de  suite  du  fait  que  deux  circon- 
férences d'une  même  sphère  se  coupent  sous  le  même 
angle  en  leurs  deux  points  de  rencontre. 

Deux  arcs  de  circonférences  C  et  G|,  tracés  sur  une 
sphère  et  joignant  deux  points  A,  B,  constituent  ce  que 
nous  appellerons  un  pseudo-fuseau  de  sommet  AB; 
ses  hisseclrices  seront  les  grands  cercles  passant  soit 
par  A,  soit  par  B,  et  divisant  en  deux  parties  égales  les 
angles  au  sommet.  Ces  quatre  bissectrices  sont  deux 
à  deux  sjmétri(pies  par  rapport  au  plan  dianjétral  per- 
pendiculaire à  AB  ;  elles  se  coupent  deux  à  deux  en 
quatre  points  du  grand  cercle  S  contenu  dans  ce  plan; 
on  appelle  ces  points  les  quatre  centres  de  similitude 
sphérique  des  circonférences  C  e/  C,.  Ce  sont  les 
points  de  rencontre  de  1"  avec  les  grands  cercles  tan- 
gents à  la  ("ois  à  C  et  C|  ;  on  le  voit,  par  exemple,  en 
remarquant  qu'une  inversion  ayant  un  des  centres  de 
simililude  pour  pôle,  transforme  les  bissectrices  qui  y 
passent  en  des  droites  coupant  sous  le  même  angle  les 
transformées  de  C  et  C,  et  passant  par  le  transformé 
du  centre  de  similitude  diamétralement  opj)osé. 

Dans  le  cas  d'un  véritable  fuseau,  il  n\  a  plus  que 
deux  bissectrices. 

Considérons  deux  circonférences  C  et  (>,  d'une 
sphère  O;  elles  décomposent  cette  splière  en  quatre 
pseudo-fuseaux  de  sommets  A  ef  B. 

Soit  D  l'un  des  deux  points  de  C  tel  que  le 
point  D,  ,  diamétralement  opposé  à  D,  soit  sur  C,  . 
Les  deux  grands  cercles  DAI3,  ,  DBD,  partagent 
la  splière  O  en  (/ualre  fuseaux. 
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En  chacun  des  quatre  centres  de  similitude  sphé- 
ricjue  de  C  et  C(  concourent  deux  bissectrices  des 
pseudo-fuseaux  AB  et  une  bissectrice  des  fu- 
seaux DD, .  Un  pseudo-fuseau  AB  et  le  fuseau  DD, 
contenant  le  même  centre  de  similitude  sont  égaux. 

S  étant  le  grand  cercle  contenant  les  pôles  de  C  et  C(, 
soit  AD'  le  grand  cercle  symétrique  de  BD  par 
rapport  à  S.  Puisque  la  figure  formée  par  les  arcs  AD, 
DB,  AB  des  circonférences  ADD,,  BDD,,  C(  est 
nn  pseudo-triangle  inscrit  dans  C,  on  a  les  égalités 
d'angles  indiquées  sur  la  figure.  Il  en  résuite  que  les 
bissectrices  passant  par  A  des  pseudo-fuseaux  AB  sont 
aussi  les  bissectrices  des  fuseaux  détei-minés  pai'  les 
grands  cercles  AD  et  AD'.  Par  suite,  si  m  est  un  centre 
de  similitude  de  C  et  C,,  oj  est  également  distant  des 
grands  cercles  AD  et  AD';  d'autre  part,  il  est  évidem- 
ment également  distant  de  AD'  et  de  BD,  donc  il  est 
également  distant  des  deux  grands  cercles  AD,  BD, 
et  par  suite  est  sur  l'une  des  bissectrices  des  fu- 
seaux DD,.  C'est  la  première  partie  du  théorème;  la 
seconde  résulte  des  égalités  dangles  déjà  invo- 
quées ('  ). 

Pour  obtenir  le  théorème  de  M.  Bricard,  il  suffit  de 
prendre  la  droite  D  figurant  dans  l'énoncé  de  ce  ihéo- 


(  '  )  Ce  théorème  est  une  généralisation  du  théorème  déjà  utilisé  sur 
l'égalité  des  angles  d'un  triangle  rectiligne  avec  ceux  sous  lesquels 
la  circonférence  circonscrite  au  triangle  coupe  les  côtés  de  ce 
triangle  et  du  fait  que  les  bissectrices  du  triangle  passent  par  les 
milieux  des  arcs  sous-tendus  par  les  côtés.  On  peut  aussi  la  consi- 
dérer comme  la  généralisation  des  propriétés  du  contre-parallélo- 
gramme rectiligne.  Pour  cela,  appelons  contre-parallélogramme 
sphérique  la  figure  formée  par  quatre  grands  cercles  deux  à  deux 
symétriques  par  rapport  à  un  grand  cercle  S.  Les  grands  cercles 
AD,  DB,  BD'.  D'A  de  la  figure  forment  un  contre-parallélogramme 
sphérique  dont  les  huit  sommets  sont  les  points  A,  B,  D,  D'  et  les 


I 
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rème  pour  le  rayon  ODdu  théorème  précédent.  O  sera 
le  point  de  rencontre  de  D  avec  celle  des  quadriques  o 
que  l'on  considère.  OA.  et  OB  seront  les  deux  généra- 
trices de  cp  passant  par  O.  Le  rayon  de  la  sphère  O 
sera  quelconque.  Les  cônes  de  révolution  de  sommet  O 
et  de  directrices  C  et  C(  sont  circonscrits  à  S  et  S'; 
les  droites  joignant  O  aux  centres  de  similitude  de 
C  et  G,  passent  donc  par  les  centres  de  similitude 
de  S  et  S'.  L'angle  de  C  et  Ci  est  l'angle  des  deux 
cônes  de  révolution,  donc  celui  des  plans  tangents  à  S 
et  S'  en  leurs  points  de  contact  avec  la  génératrice  OA 
de  cp.  L'angle  des  grands  cercles  DOA,  DOB  est  celui 
des  plans  tangents  à  es  issus  de  D. 


[I3a] 

Slll  LES  \0MBIIES  M  LA  FOIIME  X^+XY  +  Y 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


]  .   Soil  p  un  nombre  premier,  au  moins  égal  à  3,  et 
soit  A  un  des  nombres  de  la  suite  complète 


/^  — i; 


points  diamétralement  opposés.  C  et  C,  sont  deux  des  circonférences 
circonscrites  à  ce  contre-parallélogramme. 

On  voit  qu'il  existe  quatre  circonférences  circonscrites  au  contre- 
parallélogramme  (on  ne  s'occupe  pas  des  grands  cercles  contenant 
quatre  sommets).  Si  l'on  convient  de  ne  jamais  associer  deux  cir- 
conférences diamétralement  opposées,  on  voit  que  les  quatre  circon- 
férences circonscrites  associées  deux  à  deux  conduisent  toujours 
aux  mêmes  quatre  centres  de  similitude  qui  sont  les  pôles  des 
quatre  circonférences  inscrites  dans  le  contre-parallélogramme. 
Les  circonférences  circonscrites  se  coupent  entre  elles  sous  des 
angles  égaux  à  ceux  du  contre-parallélogramme. 
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nous  voulons  étudier  la  consrruence 


lA) 


(  mod/?). 


Cette  congiuence  admet  au  plus  deux  solutions;  car, 
si  elle  admet  la  solution  x  =^  a,  ce  qui  donne 


X  a  4-  >v2  \ 


o, 


on  i^eut  écrire 


(x  —  a)  \^{x  -i-  a)  —  a]  ^o. 

Elle  peut  n'admettre  qu'une  solution  (voir  plus  loin). 
Elle  peut  être  impossible. 

Lne  solution  de  cette  congruence  ne  peut  d  ailleurs 
être  o  ou  A,  les  deux  premiers  termes  formant  le  pro- 
duit ic(^ —  a),  de  sorte  qu'une  solution  appartient  né- 
cessairement à  la  suite  réduite 


(S) 


1         (sans  ), ). 


2.  Si  a  est  un  des  nombres  de  cette  suite  réduite,  on 
peut  trouver  dans  la  suite  complète  un  nombre  b  et  un 
seul,  tel  que  1  on  ait 


(0 


ab  —  Xa  -r-  X-;^  o 


car  on  peut  écrire 

ab  ^a( a  —  X ) 


(mod/j), 


(modp), 


et  le  second  membre  n'est  pas  congru  à  zéro  suivant  le 
module/?;  le  nombre  b  n'est  d'ailleurs  pas  a,  de  sorte 
qu'il  fait  partie  de  la  suite  réduite  (S). 

On  aura,   de  même,   en   supprimant   l'indication   du 
module, 

{1)  bc  —  X6  +  X2^o, 

Je  nombre  c  faisant  partie  de  la  suite  (S),  et  je  dis  qu'on 


(     219    ) 

a  alors 

(3)  ca  —  Àc-+-)>2^o. 

Eliminons  en  efïet  b  entre  les  congiuences  (i)  et  (2)  ; 
la  seconde  peut  s'écrire 

hc  —  À  ('  6  —  X  )  =  o  ; 

en  multipliant  par  «,  et  en  remplaçant  ah  par  /,(«  —  À), 
et  «(/> —  a)  |>ar  —  À-,  d'après  la  première,  on  a 

Xc(rt  —  À  )  -f-  >3=  o, 
ou 

ca  —  Xc  -!-X2=  o. 

3.  'S'i  deux  des  nombres  «,  6,  c,  sont  égaux^  ces 
trois  nombres  sont  égaux.  Ce  fait,  qui  est  intuitif  sur 
les  relations  (i)(2)(3),  se  vérifie  naturellement  sur  les 
relations  (i)  et  (2),  sans  avoir  recours  à  (3),  soit  qu'on 
suppose  a  ou  c  égal  à  b,  soit  qu'on  suppose  «=  c.  Le 
nombre  a  est  alors  une  racine  de  la  congruence  (A). 

Si  la  congruence  (A)  est  impossible,  les  nombres  de 
la  suite  (S)  se  répartissent  donc  en  groupes  de  trois 
termes,  et  l'on  a 

p  —  •>.  =  3/1",        p  =  3k'  —  I  ; 

Si  cette  congruence  est  possible  avec  deux  solutions, 
les  nombres  de  la  suite  (S),  sauf  deux,  se  répartissent 
en  groupes  de  trois   ternies,  et  l'on  a 

p  —  2  =  3  A-  -I-  i,        p  =  3  k'  -h  I  ; 

Si  la  congruence  est  possible  avec  une  seule  solution, 

on  a 

p  —  2  =  3  A-  -f-  I ,        /j  =  3 . 

Les  réciproques  sont,  par  suite,  exactes  :  La  con- 
gruence 

2-2 — Xj-_(_X2  =  o        (niod/?),        X  ^  o, 
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est  impossible  si  p  est  de  la  forme  3  A'  —  i ,  possible 
avec  deux  solutions  si  p  est  de  la  forme  3/r'+i, 
possible  aiec  une  solution  si  p  =  3. 

[On  peut  voir  directement  que  le  seul  cas  où  la  con- 
gruence  ait  une  solution  unique  est  le  cas  p  =  3.  Lors- 
que la  congruence  est  possible,  si  elle  admet  la  racine  a, 
elle  admet  la  racine  ).  —  a  ou  p  ■+■/.  —  <7,  qui  ne  se  con- 
fond avec  la  première  que  si  l'on  a 

2«  —  ).  ^  o, 

par  suite,  en  remplaçant  a  par  art  dans  la  congruence, 
a^ — ■2a-  —  ^a^^o,         3a-^o,        y?  =  3. 

Pour/»  =  3,  s'il  existe  un  nombre  a  vérifiant  la  con- 

o;raence 

ia  —  A  ss  o         (mod3), 

on  vient  de  voir  que  ce  nombre  est  solution  de  la  con- 
gruence (A),  et  solution  unique;  ce  nombre  existe,  et 
c'est  3  —  a;    on    peut  avoir),  =  i,   a  =  2,    ou  A  =2, 

4.  Les  considérations  précédentes  ont  été  présentées 
par  M.  Bricard  pour  a  =  i ,  en  vue  d'établir  d'une  ma- 
nière élémentaire  le  caractère  quadratique  du  nombre 
—  3  par  rapport  à  un  module  premier  (iV.  ^.,3^  série, 
t.  X\  L  p.  546).  On  ramènerait  le  cas  général  à  ce  cas 
particulier  en  observant  qu'on  peut  avoir 

a  =  /,a  -f-  mult.  p, 
b  =  A 3  —  mult.  /?, 

ce  qui  transforme  Tégalité  (  i)  en  celle-ci  : 
a3  —  a  —  I  ^  o         ( mod  p). 

Mais  on  vient  de  voir  que  le  cas  général  se  traite 
exactement  comme  le  cas  particulier. 
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5.   Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  nombre  de 
la  forme 

X  el  Y  étant  premiers  entre  eux,  a  ses  facteurs 
premiers  de  la  forme  3  A'  +  i  [ou  encore  6  A"-f-  i),  à 
V  exception  du  facteur  3  qui  existe  dans  V  hypothèse 
X  —  Y^  mult.  3,  dans  cette  hypothèse  seulement^ 
et  qui  existe  alors  avec  l'exposant  i.  En  effet,  un  tel 
nombre  ne  peut  d'abord  admettre  le  diviseur  premier  2. 
S'il  admet  le  diviseur  premier/?,  au  moins  égal  à  3,  soit 

X  =  mult./j -f- .r,         Y  =  muIt./>  —  A, 

X  et  A  étant  différents  de  zéro;  on  a  alors 

.r2 — À^-t-À2^Q         (mod/>), 

avec  À  ^  o,  ce  qui  exige  />  =  3  A"'  +  i ,  ou  /?  =  3.  Pour 
p  =  3,  on  doit  avoir 

3^=3  — X        ou         X  =  Y-4-3A; 

le  nombre  considéré  est  alors 

3(Y2  4-3AY-i-3A2), 

et  il  contient  une  seule  fois  le  facteur  3. 

Le  résultat  obtenu  se  généralise  (question  2137); 
mais  je  ne  vois  pas  comment  on  pourrait  généraliser 
les  considérations  (|ui  y  ont  conduit  ici. 


[C21] 

SIR  LES  I^TEGKALES  CIRYILIG.\ES; 

Par  I\I.  D.  POMPEIU. 


Considérons  une  intégrale  curviligne 


(    222     ) 

prise  le  long-  d'une  certaine  couibe  C  depuis  le  poinl  Pq 
jusqu'au  point  P. 

Pour  que  celte  intégrale  dépende  uniquement  du 
point  de  départ  Pq  et  du  point  d'arrivée  P,  et  non  du 
chemin  suivi,  il  faut  et  il  suffit  que  l'expression 

o{x,y)dx-^  'liT,  y)dy 

soit  une  différentielle  totale  exacte  :   c'est-à-dire  qu'on 
ait 

dF  ,  ,  ôF 

(I)  o{x,y)  =  ~,  'l(x,y)  =  —, 

la  fonction  F  {x,  y,  Xq,  yo)  étant   ainsi  définie  à  une 
constante  près. 

1.  Ordinairement  on  présente  autrement  ce  théo- 
rème : 

On  admet  que  les  fonctions  's>  et  'b  possèdent  des  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre  et  alors  le  théorème 
est  démontré  soit  par  la  méthode  des  variations  soit 
par  la  formule  de  Riemann  qui  transforme  une  intégrale 
curviligne  en  une  intégrale  double.  On  arrive  ainsi  à 
la  condition 

dj        dx 

qui  n'est  qu'une  conséquence  des  relations  (i). 

Mais  le  premier  énoncé  doit  être  préféré,  non  seule- 
ment pour  la  simplicité  avec  laquelle  le  théorème  qui 
nous  occupe  se  démontre  (en  considérant  l'intégrale 
curviligne  comme  fonction  de  sa  limite  supérieure) 
mais  surtout  parce  que  cet  énoncé  est  plus  général  en 
ce  sens  qu'il  ne  suppose  aucunement  l'existence  des  dé- 
rivées pour  '^  et  'b.  En  effet,  l'intégrale  I  peut  ne  pas 
dépendre  du  contour  sans  que  es  et  à  admettent  des 
dérivées  partielles. 
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En  voici  un  exemple  : 

Prenons  une  fonction  de  Weierslrass,  c  est-à-dire  une 
foncliony"(^)  n'admettant  pas  de  dérivée  et  supposons 
quey(^)  soit  définie  dans  un  certain  intervalle  (^i,  t-,). 
Soit  F(^)  la  fonction  primitive  de  /(^), 

F'(0  =  /(0- 
Posons 

t  =  xy. 

Lorsque  le  point  t  varie  dans  l'intervalle  (i,,  l^)  le 
point  (x",  j')  décrit  une  certaine  région  du  plan  et,  dans 
cette  région,  je  prends  un  certain  domaine  D. 

En  tout  point  (a",  y)  du  domaine  D  je  définis  une 
fonction  \J(^x,y)  par  l'égalité 

\}{x,y)  =  ¥{xy)  =  'e{t). 

On  voit  facilement  que  la  fonction  U  admet  des  dé- 
rivées partielles 

—  =  o{x,y),  —  =  ,\j{x,y). 

Mais,  on  le  voit  aussi  t'acilenient,  '-5  et  'b  n'admettent 
pas  des  dérivées  partielles. 

Pourtant  l'intégrale  curviligne 


X 


ç  dx  ^  'l  dy 


est  nulle  j)oiir  tout  contour  fermé  C  tracé  dans  D. 

2.  Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  o  et  '|  con- 
tinues. Mais  ces  fonctions  n'étant  assujetties  qu'à  la 
condition  d'être  les  dérivées  premières  d'une  fonc- 
tion U(^,y),  elles  peuvent  être  discontinues  sans  que 
la  propriété  de  l'inlégrale  curviligne  cesse  de  subsister. 
On  peut  même  former  des  exemples  dans  lesquels  cset'i 
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présentent  des  discontinuités  dans  tout  domaine  aussi 
petit  qu'on  veut  et  la  propriété  de  l'intégrale  curviligne 
subsiste. 

En  définitive  ni  la  dérivabilité  ni  même  la  continuité 
des  fonctions  ':>  et  6  ne  sont  des  conditions  nécessaires 
pour  que  l'intégrale  curviligne  I  soit  indépendante  du 
contour. 

3.  Mais  ce  résultat  doit  être  rapproché,  comme 
d'ailleurs  tous  les  résultats  sur  les  intégrales  curvilignes, 
des  théorèmes  analogues  sur  les  intégrales  des  fonctions 
d'une  variable  complexe. 

On  sait  que,  pour  une  fonction  f  {z)  holomorphe 
dans  un  domaine  D,  simplement  connexe,  l'intégrale 


Jf{z)dz 


ne  dépend  pas  du  contour:  elle  est  nulle  pour  tout 
contour  fermé  C  tracé  dans  D. 

La  réciproque  est  vraie. 

Si,  dans  un  domaine  simplement  connexe  D,  une 
fonction /(^)  est  continue  et  toutes  les  intégrales 


X 


f{z)dz 


(C  étant  un  contour  fermé  quelconque,  tracé  dans  D) 
sont  nulles,  cette  ronctiony(v)  est  holomorphe  dansD. 
C'est  un    théorème    qu'on   démontre   facilement  en 
considérant  lintéerale 


'&' 


f  A^ 


dz 


comme  une  fonction  de  sa  limite  supérieure. 

Ce  théorème  a  été  énoncé  par  Morera  dans  les  Ren- 


(  ^25  ) 
diconlL  del  R.  Inslituto  Lombardo^  2*"  série,  l.  XIX, 
1886,  p.  3()4-3o7.  Ne  sachant  pas  qu'il  avait  étr  donné 
par  Moiera  (  '  )  je  l'ai  démontré,  à  nouveau,  dans  ma 
Thèse  :  Sur  la  continuité  des  fonctions  d' une  variable 
complexe  [Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
V Université  de  Toulouse^  1'^  série,  t.  VII,  iQoS). 

En  séparant  les  parties  réelles  des  parties  imagi- 
naires, le  théorème  de  Morera  peut  s'exprimer  de  la 
façon  suivante  : 

Si^  dans  un  domaine  D,  simplement  connexe: 
i"  Les  fonctions  u(x,  y)  et  ç{x, y)  sont  continues; 
2°  Les  intégrales 

J'   u  dx  —  V  dy,  I   II  dy  -+-  v  dx, 

nulles  pour  tout  contour  fermé  C  tracé  dans  D;  les 
fonctions  u  et  v  admettent^  dans  D,  des  dérivées 
partielles  continues  liées  par  les  relations 

du        dv  du        di> 

Ox        ôy  dy        dx 

On  serait  tenté,  d'après  cet  énoncé,  de  scinder  le  théo- 
rème de  Morera  en  deux  propositions  distinctes  dont 
l'cnsetnljle  soit  précisément  ce  même  théorème  de  Mo- 
rera. B'esl-à-dire  : 

Essayer  de  démontrer  séparément  que  si  u  et  v  sont 
deux  fondions  continues,  dans  un  certain  domaine  D, 
simplement  connexe,  et  si  l'intégrale 


/  iidy 


i>  dx 


(')  C'est  par  une  obligeante  coniiiiunicalion  de  M.  le  Prof.  E. 
Landau  que  j'ai  eu  les  renseignements  bibliograpliiques  complets 
sur  le  tliéorème  de  Morera. 

Ann.  de  Mathémat.,  '1°  série,  t.  X.  (Mai  1910.)  l5 
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est  nulle  quel  que  soit  le  contour  fermé  C  tracé  dans  13; 

les  fonctions  admellent  des  dérivées  premières  liées  par 

la  relation 

du       dv 

et  un   théorème  analogue,   avec    l'intégrale  curviligne 
Il  dx  —  V  dy. 


L: 


Mais  l'exemple  du  n"  1  montre  que  ces  propositions 
ne  sont  pas  exactes  séparément.  Elles  ne  sont  vraies  que 
prises  ensemble  (théorème  de  Morera). 

Ce  fait  analytique  est,  soit  dit  en  passant,  encore  un 
argument  en  faveur  du  symbolisme  introduit  par  l'em- 
ploi des  nombres  complexes. 

4.    La  formule  de  Riemann 

prend  une  signification  simple  dans  le  cas  où 
M  =  — ,        ^^=-r-- 

oy  Ox 

Dans  ce  cas  le  nombre  I  peut  être  appelé  la  variation 
de  la  fonction  F(^,  y)  dans  le  domaine  (C),  car  ou  a 

et  cette   formule  est  tout  à  fait  analogue  à  la  formule 
simple 

*(^;  — *(a)=   /      o(t)dt, 
dans  laquelle  <I>  est  \d /onction  pj'imilive  de  '-3(0- 
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Dans  le  cas  où  la  (Jcrivé  F'^^.  de  F  n'est  |)as  inlé- 
grable,  ('Laiil  par  exemple  parloul  disconlinue  el  non 
bornée,  l'intégrale  curviligne 


f 


-1—  dy dx 


Jç  ày  Ox 

peut  servir  comme  définition  du  symbole 


IL 


^f.^Oxdy 


dx  dy, 


lorsqu'il  ne  rentre  ni  dans  la  définition  de  Riemann  ni 
dans  celle,  plus  générale,  de  M.  Lebesgue. 


[R5c] 


NOTE  SUR  LES  CHAMPS  DE  FORCES  PL4NS; 

Par  m.  Ch.  HALPHEN. 


I.  Par  tout  point  d'une  région,  limitée  ou  non,  d'un 
plan,  où  l'on  a  pris  deux  axes  rectangulaires,  faisons 
passer  une  droite,  ligne  d'action  d'une  force  appliquée 
en  ce  point,  dont  le  coefficient  angulaire  est  fonction 
des  coordonnées  du  point y'(x,j^).  On  sait  que  la  déter- 
mination des  lignes  de  force  revient  à  l'intégration  de 
l'équation 

dy 


(I) 


dx 


■■f{^,y)- 


Cette  équation  peut  se  déduire  très  aisément  de   la 
notion  d'enveloppe.  Soit 

{■>.)  Y-^  =  /(:p,^)(X-:r) 

l'équation   de   la  droite  D  passant  au  point  M(j:,  y). 
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Celle  droile  n'a  pas  d'enveloppe  puisqu'elle  dépend  de 
deux  paramèlres,  x  el  y.  Mais  on  peut  associer  les 
droiles  telles  que  D  de  façon  que  chaque  groupe  de  ces 
droites  ait  une  enveloppe.  Posons  par  exemple 

'-5  étant  une  fonction  arbitraire;  l'équation  (2)  ne  dépend 
plus  alors  que  d'ufi  seul  paramètre,  x^  el  la  droile  D 
a  une  envelojjpe.  On  obtient  l'abscisse  X  du  point  de 
contact  en  ditîerenliant  l'équation  (2)  par  rapport  au 
paramètre  x 

(3)     -  o'(^)  =  (X  -  :r)  [f'^x,  ?)  +/ç(a-,  cp)  =fij  -/(^,  ç). 

Pour  que  cette  enveloppe  soit  une  ligne  de  force,  il 
faut  que  son  point  de  contact  avec  D  soit  précisément 
le  point  M  où  est  appliquée  la  force,  c'est-à-dire  que 
X  =  ^,  l'équation  (3)  devient  alors  simplement 

qui  détermine  la  fonction  ',2;  elle  n'est  autre  que 
l'équation  (i). 

On  peut  procéder  de  la  même  façon  pour  les  lignes 
de  niveau,  dont  l'équation  différentielle  est 


(4) 


dy_  _ 
dx 


f^x.y) 


11.  Si  le  coefficient  angulaire  de  la  force  qui  agit  en 
un  point  M(x,  y)  ne  dépend  que  du  rapport —j  c'est- 
à-dire  si  les  forces  agissant  en  des  points  en  ligne  droile 
avec  l'origine    sont  parallèles,    l'équation    (i)   devient 


homogène 

(5) 


dx       •'  \  X 
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et  par  conséquent,  les  lionnes  de  force  sont  ties  courbes 
hoinolhéliques  [)ar  rapport  à  l'orij^ine.  Mais  l'équa- 
llon  (4)  des  lignes  de  niveau  devient  aussi  homogène 

^  __ 
dx 


Donc  on  a  ce  théorème  : 


m 


Les  trajectoires  orthogonales  d^ une  famille  de 
courbes  homolhé tiques  par  rapport  à  un  point  O 
sont  aussi  homolhétiques  par  rapport  au  même 
point. 

Il  est  facile  de  démontrer  géométriquement  ce  théo- 
rème. Je  rappelle  que  les  tangentes  en  des  points  ho- 
mologues de  deux  courbes  homolhétiques  par  rapport 
à  un  point  O  sont  parallèles.  Réciproquement^  deux 
courbes  et  un  point  O  étant  donnés,  si  les  tangentes 
en  TOUS  les  couples  de  points  M,  M,  ;  M',  M',;  ...,  pris 
sur  les  deux  courbes  en  ligne  droite  avec  O,  sont 
parallèles,  ces  courbes  sont  homothétiques  par 
rapport  au  point  O. 

Cette  réciproque  est  intuitive  si  l'on  considère  une 
courbe  comme  un  polygone  de  côtés  extrêmement 
petits;  mais  une  telle  démonstration  n'est  guère  rigou- 

FiK.    I. 


reuse.    En   voici    une    fort   simple   s'appujant  sur  des 
résultats  élémentaires  de  Cinématique.  Soient  {Jig.  i) 
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iM,    M,    deux   points   homologues;    supposons    que    la 

droite     OMM,     tourne     autour     de    O,     chacun     des 

points  M,   M)   décrit  alors   une  des   courbes  données. 

Posons 

/■  =  0M,         A/=0\I,. 

Les  vitesses  des  points  M,  Mi  étant  constamment 
pai-alièies,  d'après  l'hypothèse,  MN  et  M,N,  étant  per- 
pendiculaires à  OMM),  dans  le  même  sens,  on  devra 
avoir 


ou 


ou  encore 


tangNMV  =  tang\iM,V, 

d(Ar) 


dr 
'dt 
~dQ 

'lit 


dt 


,    d(} 

kr  -r- 
dt 


dr  _  di  kr) 
"dl  ~      dt     ' 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  k  est  une  constante. 
Les  courbes  décrites  par  M  et  M,  sont  donc  homothé- 
tiques. 

Cela  posé,  soit  (C)  une  famille  de  courbes  homothé- 
tiques  par  rapport  à  un  point  O;  considérons  deux 
quelconques  de  leurs  trajectoires  orthogonales,  F,  F, 
{fig-  2),  et  soit  OMM)  un  ravon  quelconque  issu  de  O. 

Fig.  2. 


Par  M  et  M,  passent  deux  courbes  (]  et  C,  de  la  famille 
donnée,  et  leurs  tangentes  en  ces  points  sont  parallèles; 


(  ^3.  ) 
il  est  de  inêine  des  tangentes  à  T,  V,  qui  sont  perpen- 
diculaires aux  premières,  ce  qui  démontre  le  théort'-me. 
On  voit,  en  outre,  (|u'il  n'est  pas  nécessaire  que  F, 
r,,  ...  soient  les  trajectoires  orlliogonales  de  C,  C|,  ... 
pour  que  le  théorème  soit  vrai  ;  il  suffit  que  ces  courbes 
coupent  les  courbes  (C)  sous  un  angle  constant.  On  a 
donc  ce  théorème  plus  général  : 

Les  courbes  coupant  sous  un  angle  constant  une 
famille  de  courbes  homolhétiques  par  rapport  à  un 
point  O,  sont  aussi  homothéliques  par  rapport  au 
même  point. 

Si  (5)  est  ré(|uation  dififérentielle  des  courbes  (C), 
l'équation  difïerenlielle  des  courbes  les  coupant  sous 
un  angle  constant,  dont  la  tangente  est  K,  est 

elle  est  bien,  en  eflTeL  homog:ène. 

Si*  par  exemple,  le  coefficient  angulaire  de  la  force 
agissant  en  un  point  M(:r,jK)  est  inversement  propor- 
tiounel  au  coefficient  angulaire  de  la  droite  OM,  on 
peut  j)oser 

\x /  m  y 

Si  l'on  suppose  w?  >>  o,  on  trouve  pour  lignes  de 
force  des  ellipses  homothéliques  à  l'ellipse 

my''--\-  x'--=  i, 

pour  lignes  de  niveau   des  courbes  homolhéti(|ues  à  la 
courbe  y  =  x'" . 

III.    On  n"(n\isage  g(''néralenient  (pie  les  champs  de 
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forces  constantes,  où  la  force  agissant  en  un  |)oint  ne 
dép(Mul  que  des  coordonnées  du  point.  Mais  il  peut 
arriver  que  cette  force  soit  en  outre  fonction  d'une  autre 
variable,  le  temps;  c'est  ce  qui  se  passe  par  exemple 
dans  le  champ  magnétique  tournant,  sur  le  principe 
duquel  est  (bndé  le  moteur  asynchrone. 

On  peut  représenter  un  tel  champ  de  forces  va- 
riables. 

L'équalion  des  lignes  de  force  devient 

(6)  l^- =/(.,,,„. 

En  donnant  à  t  diverses  valeurs  constantes,  cl  en 
intégrant  chaque  fois,  on  aura  des  équations  des  familles 
de  lignes  de  force  aux  diverses  époques;  ces  équations 
ne  différant  entre  elles  que  par  la  valeur  numérique  de  t. 
Il  revient  donc  au  même  d'intégrer  l'équalion  (6)  en  y 
considérant  t  comme  une  constante,  quitte  à  donner 
ensuite,  dans  l'équation  obtenue 

F(a',r,  0  =  c, 

diverses  valeurs  à  t  pour  pouvoir  construire  les  lignes  de 
force  aux  diverses  époques.  Prenons  un  axe  O^  perpen- 
diculaire aux  deux  premiers  Ox^  Oj^;  l'équalion 

représente  alors  une  famille  de  surfaces.  Si  nous  ima- 
ginons qu'on  les  coupe  par  un  plan  variable  /  =  a,  se 
déplaçant  d'un  mouvement  de  translation  à  partir  du 
plan:rOj>',  les  intersections  traceront  à  chaque  instant, 
sur  ce  plan,  la  figure  des  lignes  de  force  du  champ 
variable,  en  donnant  ainsi  une  image  de  leur  déforma- 
tion continue.  Il  en  est  de  même  pour  les  lignes  de 
niveau. 


(  233  ) 

Dans  le  cas  où  ces  siiifafxs  scraicnl  des  esprccs 
criiélicuïdes,  ei)gendrés  par  deux  familles  de  cotirhes 
oillH)<^()iiales  tracées  dans  le  plaii^Oy,  qui  se  déplace- 
rait d'un  mouvement  hélicoïdal  autour  d'un  axe  pei- 
pendicidaire  ù  lui-même,  un  observateur  placé  dans  le 
plan  variable  ^  =  a  verra  simplement  les  lignes  de  force 
et  de  niveau  tourner,  d'un  mouvement  uniforme  si  la 
translation  du  plan  ^  =  a  l'est  elle-même,  autour  d'un 
point  fixe,  sans  se  défoiaier;  c'est  là  précisément 
l'image  du  champ  tournant  mentionné  plus  haut. 

Mais  il  est  clair  (pi'un  tel  mode  de  représentation  est 
peu  susceptible  d'applications,  puisque,  pour  étudier 
la  forme  même  d'une  surface,  le  procédé  le  plus  pra- 
tique consiste  précisément  à  en  construire  des  sec- 
lions  planes,  par  exemple  des  courbes  correspondant 
à  diverses  valeurs  de  /,  ce  qui  est  l'opération  indiquée 
plus  hiiut.  Toutefois,  il  permet  de  se  faire  une  idée 
assez  nette  de  la  continuité  du  phénomène. 


CORRESPOND  \\CE. 


M.  E.  Turrière.  —  Dans  mon  Mémoiie  Conséquences  de 
deux  théorèmes  de  M.  Bricard  concernant  les  tangentes 
communes  à  deux  quadrigues  (p.  24)1  j'ai  résolu  le  problème 
de  Transon  pour  le  complexe  de  Painvin  attaché  à  une  qua- 
(Irique  à  centre.  J'en  ai  conclu  que  le  problème  des  géodésiques 
pour  les  surfaces  possédant  un  certain  élément  linéaire  était 
résolu  :  ce  cas  de  résolution  du  problème  des  yéodésiques  n'est 
pas  nouveau  et  je  dois  ajouter  que  l'élément  linéaire  con- 
sidéré est  réductible  à  la  forme  de  Liouvillc. 

J'ai  montré,  en  elTet,  comme  application  dun  théorème 
remarquable  de  AI.  Bricard,  que  le  complexe  de  Painvin 
pouvait  être  engendré  par  une  infinité  de  congruences  de 
normales  a|tpartenanl  à  des  complexes  (piadraliques  spéciaux. 
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Il  résulte  des  équations  que  j'ai  formées  que,  U  et  V^  désignant 
deux  trinômes  bicarrés,  l'un  en  u,  l'autre  en  v;  l'équation 

des  surfaces  dont  les  normales  appartiennent  au  com|)lexe  de 
Painvin  admet  une  intégrale  quadratique 

U p-  -h  "i^H  II,  i> )  pq  -h\ q^=  const.; 

À  et  6  sont  deux  fonctions  déterminées  des  variables  u  et  r. 
Si  l'on  se  reporte  donc  aux  Leçons  de  M.  Darboux,  ou  aux 
Mémoires  de  M.  Kœnigs  sur  les  lignes  géodésiques.  on  voit 
qu'il  résulte  du  théorème  de  Massieu  que  les  surfaces  d'élément 
linéaire 

ds'^  =  /  du  dv 

sont  harmoniques  :  il  suffit  d'effectuer  le  changement  de  va- 
riables défini  par  les  formules 

r  du  r  dv 

Ui=       —=,  l'i  ==    /  -1=' 

J   y/U  J    /V 

pour  réduire  le  ds"-  à  la  forme  de  Liouville.  Bien  entendu,  le 
cas  de  réduction  à  la  forme  de  Lie  ne  peut  se  présenter  ici, 
puisque  ni  U  ni  V  ne  sont  identiquement  nuls. 

Je  développerai  ultérieurement  les  applications  à  certains 
complexes  des  résultats  importants  qui  ont  été  obtenus  rela- 
tivement aux  intégrales  quadratiques  du  problème  des  géodé- 
siques, et  je  rectifierai  les  dernières  lignes  du  paragraphe  3  de 
mon  Mémoire. 


KiBLIOGRAIMIIE 


Savants  du  jour  :  Henri  Poincark,  Biographie, 
Bibliographie  analylif|ue  des  écrits;  par  Ernest  Lebon. 
['aris,  Gauthier-\  ilhirs  ;  1909. 

M.  Krnest  Lebon  vient  de  trouver  un  excellent  moyen 
d'utiliser  les  loisirs  de  la  retraite;  il  s'est  fait  l'historiographe 
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de  nos  grands  savants  et  nous  promet  de  nous  livrer  une  série 
d'opuscules  sur  leur  vie  et  leur  œuvre  scientifique. 

[.a  première  de  ces  brocliures  est  dédiée  au  maître  Henri 
Foincaré.  lîlle  débute  par  des  notes  biographiques  parmi  les- 
quelles la  |)lus  importante  est  un  extrait  du  charmant  discours 
de  réception  |)rononcé  par  M.  Fréd(''ric  Masson  à  l'Académie 
française. 

L'immense  OEuvre  scientifique  de  l'éminent  savant  est  |)ré- 
sentée  dans  les  sections  suivantes,  et  chaque  section  comprend 
une  analyse  due  à  la  plume  de  quelque  autre  savant;  ce  sont  : 
pour  l'Analyse  et  la  Physique  mathématique,  le  rapport  de 
M.  Gustave  Rados  sur  le  prix  Bolyai  :  pour  la  Mécanique, 
l'adresse  de  Sir  George  Darwin;  pour  la  Philosophie,  l'article 
critique  de  M.   I^mile  Faguel  sur  Science  et  Méthode. 

Ainsi  M.  Krnest  Lebon,  limitant  modestement  son  rôle  à 
celui  d'un  habile  compilateur,  nous  fait  connaître  les  opinions 
émises  sur  le  grand   mathématicien-philosophe  par  ses  pairs. 

L'Ouvrage,  orné  d'un  superbe  portrait  du  Maître,  est  édité 
sous  une  forme  typographique  irréprochable  et  luxueuse,  et 
l'on  ne  sait  qui  l'on  doit  le  plus  louer  de  l'historiographe 
scrupuleux  et  méthodique  ou  de  l'éditeur  soucieux  de  pré- 
senter au  public  des  opuscules  dignes  des  hommes  de  talent 
auxquels  ils  sont  consacrés.  G.  B. 


(J:IMII KlAT  l)K  lIArilÉMAilQIIES  (iE\tRALES. 


Caen. 


Épreuve  thkoiuoi  e.  —  Étant  donnée  une  parabole  de 
foyer  F  et  dont  V équation  par  rapport  à  deux  axes  rectan- 
gulaires OX,   UV  est 

i"  On  considère  un  point  mobile  M  cjui,  à  l'oiigine  du 
temps,  se  trou\'e  en  O  et  qui  décrit  la  parabole  avec  une 
vitesse  égale  au  produit  de  FM  par  une  constante  oj  ;  cal- 
culer les  coordonnées  du  mobile  à  un  instant  quelconque  t. 

i."  On  suppose   que    la  droite  A  qui   touche  la  parabole 
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en  M  roule  sans  glisser  sur  cette  courbe  ;  trouver  la  trajec- 
toire du  point  A  de  la  droite  A  qui  se  trouvait  en  O  pour 
t  =  o. 

3"  Si  P  est  la  projection  de  F  sur  A,  montrer  que  la  lon- 
gueur AP  croit  proportionnellement  à  t,  calculer  la  dis- 
tance FP  en  fonction  du  temps. 

4°  Connaissant  les  expressions  des  longueurs  AP,  PF, 
en  déduire  quel  serait  le  mouvement  du  foyer  F  si  la 
parabole  se  déplaçait  relativement  à  la  droite  OY  supposée 
fixe. 

Epreuve  PRATrQLE.  —  i°  Étudier  la  nature  de  la  série 

x^        x^  ,  ,  x'^ 

X V-  —  -...-4-(-ij"+i ...; 

2  3  n 

calculer  sa  valeur  a près  pour  x  =  —  : 

ioi=  ^         ^  lo' 

2°  Intégrer  l'équation 

d~  y  dv 

-7-4-  -t-  7  ^  -(-  I  o  r  =  2<)  ;r  -h  1 8  e-*^  —  3  e^^x, 

dx-  dx  -^ 

(Novembre  1908.) 

tpREUVE  THÉORIQUE.  —  On  considère,  par  rapport  à  deux 
axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  une  famille  de  cercles  (G), 
ayant  pour  équation 

/  t^  \  -        /  /3  ,  2 

ia.-t-r-^{y-t^-j   -(^+3)    =0, 

où  t  désigne  un  paramètre  arbitraire. 

I.  Construire  le  lieu  {^)  du  centre  de  ce  cercle.  Longueur 
d'un  arc  de  la  courbe  (S). 

JI.  Montrer  que  les  deux  points  de  contact  de  chaque 
cercle  (G)  avec  l'enveloppe  de  la  famille  des  cercles  (G) 
sont  confondus  en  un  seul  point.  M,  dont  on  demande 
d'exprimer  les  coordonnées  en  fonctions  de  t. 

Construire  la  courbe,  (S),  lieu  du  point  .M  (enveloppe 
des  cercles  ). 
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III.  Dire  quelle  est  la  développée  de  la  courbe  (X),  et 
quelle  est,  en  chaque  point  M  de  {^),  la  valeur  du  rayon 
de  courbure  {aucun  calcul  n'est  nécessaire). 

IV.  On  considère  un  point  P  de  l'espace,  mobile  de  telle 
manière  que  sa  projection  orthogonale  sur  le  plan  xOy 
tombe  constamment  sur  la  courbe  (S),  envisa^:;ée  dans  I. 
Déterminer  en  fonction  de  t  la  cote  du  point  P,  de  telle 
sorte  que  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  ce  point  P 
fasse  avec  Oz,  troisième  axe  perpendiculaire  aux  deux 
premiers,  un  angle  constant. 

lipREUVE  l'RATiQLfc;.  —  1.  Intégre/'  l'équation  différen- 
tiel le 

y—  47  +  '^y  =  ^e»^. 

II.  Un  point  matériel  M,  mobile  dans  un  plan,  et  rap- 
porté à  deux  axes  rectangulaires,  Ox,  Oy,  de  ce  plan, 
est  soumis  à  l'action  d'une  force  centrale  émanant  du 
point  0  et  proportionnelle  à  la  distance  MO. 

A  l'origine  des  temps,  on  lance  le  mobile  I\I,  à  partir 
d'une  position  A,  située  sur  Ox  et  d'abscisse  a,  avec  une 
vitesse  dont  la  grandeur  Py  ^st  donnée,  mais  dont  la  di- 
rection est  arbitraire. 

Est-il  possible  de  choisir  cette  dernière  direction  de 
manière  que  le  point  matériel,  parti  de  A,  aille  rencontrer 
un  point  13,  (a"u,  yQ),  donné  d'avance  dans  le  plan? 

Dans  quelle  région  du  plan  doit  être  situé  le  point  B 
pour  que  le  problème  soit  possible? 

(Juillet  1909.) 

Grenoble. 

Éi'KEL  VK  THÉoiUQLb;.  —  I.   On  considère  une  courbe  G.  On 

désigne  par  <j  l'angle  que  fait  la  tangente  à  la  courbe  en 

un  point  M  avec  l'axe  Ox  et  par  R  le  rayon  de  courbure 

au  même  point.  Déterminer  la  courbe  de  façon  qu'on  ait 

la  relation 

R  =  sin'id. 

Construire  celle  de  ces  courbes  qui  passe  par  l'origine 
des  coordonnées  et  qui  est  tangente  à  Ox.  Calculer  l'aire 
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qu'elle  limite;  calculer  à  o,oi   près    les  coordonnées  des 
points  où  la  courbure  est  minimum . 

II.  On  lance  suivant  une  ligne  de  pente  d'un  plan 
incliné  et  vers  le  bas  avec  une  vitesse  Vq  un  point  de 
masse  m.  Equation  du  mouvement  en  supposant  : 

1°  Qu'il  y  a  un  frottement  de  coe fficient  f  ^=  lang'i  sur 
le  plan: 

■2°  Que  l'air  oppose  une  résistance  proportionnelle  à  la 
vitesse  et  directement  opposée  à  celle  ci.  On  représentera 
cette  résistance  par  Xwv,  X  étant  un  coefficient  positif  et  v 
la  vitesse. 

A  quelle  condition  le  mobile  s'arrètera-t-d'.'  Dans  ce  cas 
calculer  la  durée  0  du  mouvement  et  la  dislance  par- 
courue d. 

Développer  en  série  la  formule  qui  donne  6  suivant  les 
puissances  de  À.  En  négligeant  les  puissances  de  X  supé- 
rieures à  la  première,  calculer  la  valeur  simplifiée  qui  en 
résulte  pour  d. 

On  se  donne  l'angle  ol  du  plan  incliné  avec  l'horizon. 

P>RELVE  PRATIQUE.  —  I.  Intégrer  l'équation 

2  x^  -!-  S  .r'  —  I 


y'  ix-  —  I  j  —  2  xy 

Déterminer  celle  des  courbes  intégrales  qui  passe  par  le 
point  y  =  o,  x  =  i.,  calculer  à  o,oi  près  les  abscisses  des 
points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  la  droite  y  =  i. 

II.  Un  prisme  homogène  a  sa  base  limitée,  comme 
l'indique  la   figure,  par  les  segments  de  droites 


AB, 

X  =^—  a. 

o  <y<j' 

CD, 

y  =  a, 

a                a 

-  T<^<   7' 
4                       4 

EF, 

X  =  a, 

o<y<j. 

FG, 

y  =  o, 

a 
4 

HA. 

y  =  o, 

a 
—  a  <x  <—  -j; 

4 
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par  les  deux  arcs  (l'hyj)erboles 

Bc,      ^y  =  -j^ 

DE,         xy=-^'--: 


1 

y 

-n  J 

B    .^-^ 

-^ 

1 

\ 

^----_E 

f 

0 

^ 

/ 

\ 

H 

6 

F 

et  par  le  denii-cercle  HIG 


x^-\-y-=  — r  >  )' 

-^  ifo  -^ 


Déterminer  son  centre  de  ffravité. 


( J  u  i  1 1  e  L  I  goy . ) 


QiKsrio,\s. 


^lol.  —  Élahlii"  iliieclemenl  (pour  n  y^  \)  l'égalité 


I  .  u .  3  I 


(  'i  /?  )  I     (  -î.  n  —  II! 


relative  à  la  lonmile  «le  sorninalion  (riùiler-Maclaurin. 

(G.  F.) 
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2132.  —  Soient  M  un  point  d'une  ellipse  E,  C  le  centre  de 
courbure  relatif  à  M,  P  le  point  de  Frégier  relatif  à  M.  Le 
milieu  de  la  corde  normale  MN  est  le  conjugué  harmonique 
de  C  par  rapport  à  M  et  P.  (E.-N.  Barisiex.) 

2133.  —  La  normale  en  un  point  .M  d'une  ellipse  de  centre  O 
rencontre  le  grand  axe  en  N.  La  parallèle  à  OM  menée  par 
IN  est  normale  à  une  ellipse  fixe,  dont  deux  des  sommets 
coïncident  avec  les  sommets  du  petit  axe  de  l'ellipse  donnée. 

(E.-N.  Barisien.) 


2134.  —  On  donne  un  cercle  C  de  centre  0  et  de  rayon  R, 

D 

et  un   point  fixe  A,  tel  que   OA  =  -^^'    On   considère  toutes 

V  '2 

les  ellipses  qui  ont  le  cercle  C  pour  cercle  orlhoptique  et  qui 
passent  par  le  point  A. 
Montrer  que  : 

1°  Ces  ellipses  enveloppent  une  ellipse; 
2"  Le  lieu  de  leurs  sommets  se  compose  de  deux  cercles; 
3"  Le  lieu   de  leurs  foyers  se  compose  de  deux  lemniscates 
de  Bernoulli.  (E.-ÎV.  Barisien.) 


2153.  —  Les  coniques  bitangentes  à  une  conique  donnée  C 
et  ayant  leurs  foyers  sur  celte  conique  forment  deux  systèmes. 
L'enveloppe  des  coniques  de  l'un  des  systèmes  se  compose 
de  C  et  de  son  cercle  orthoplique.  L'enveloppe  des  coniques 
de  l'autre  système  se  compose  de  C  et  de  ses  deux  directrices. 

(L.  Klug.) 


(  '^U  ) 

[C2g] 

KXTE^SIO^  AD  CAS  DES  !PK(il{ALES  WllI/ririKS 
D'l!\E  l»EFIMTIOi\  UE  l/IMÉtinALE  IHIE  A  STIELTJES; 

Par  m.    FRÉGHKT,  à  Poitiers. 


M.  Riesz  a  montré  récemment  (')  comment  on  pouvait  se 
servii-  d'une  définition  de  l'intégrale  due  à  Stieltjes  pour 
représenter  les  fonctionne/ les  linéaires.  Je  me  propose  de 
généraliser  ici  cette  définition  de  l'intégrale  de  Stieltjes  au 
cas  des  intégrales  multiples.  La  généralisation  obtenue  pour- 
rait servir  de  même  à  représenter  ce  que  j'ai  appelé  (^)  le.f 
fonctionne/les  d'ordre  n.  Mais  cette  nouvelle  définition  de 
l'intégrale  multiple,  qui  a  son  intérêt  en  elle-même,  peut  être 
exposée  d'une  manière  tout  élémentaire  qui  a  sa  place  natu- 
relle dans  ces  Annales.  Ce  que  je  dirai  de  l'intégrale  d''»rdre  n 
s'a|)pliquera,  en  paiticulier  pour  /i  =  i ,  à  l'intégrale  fie 
Stieltjes,  qu'il  est  donc  inutile  d'étudier  à  part. 

i"  Fonctions  à  variation  n^^"'"  bornée.  —  Soit  une 
fonction  de  //  v;iriables  u{Xi.,  x.,.  ■  .  •■,  x„)  h\en  {\éï\vi\G 
dans  le  domaine  T, 

EfFecluons  une  division  I)  de  ee  domaine  en  ilivisant 
clia(jue  intei'valle  de  \arialion,  tel  que  {(ip,  bp)  en  in- 
tervalles partiels  limités  par  les  cooidonnées 

a,,  =  x)V  <  X,} '  <  .r',;' .  .  .  <  .r',7"'  =F  ù,,. 

Nous  appellerons  va/iation  n"""''  de  la  fonctiou  u  rela- 

(  '  )  F.  lUiisz,  Sur  les  opérations  fonclivniicUes  linéaires 
{Comptes  rendus,  29  novembre  if)09) 

(-' )  Fréchkt,  Toute  fonctionnelle  continue  est  développable 
en  série  de  fonctionnelles  d'ordres  entiers  (  Comptes  rendus. 
18  janvier  1909). 

A/in.  de  Mathéniat.,  4*  série,  l.  \.  (Juin   ujio.)  17 
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tivemenl  au  mode  de  division  D,  la  (jti;inlilé 


A       u 


ou 


'(+1)    -y.(y+i) 


-^  «(  .7-'/+'  ,  ^'/+'>,  .  . . ,  a;<X+",  ^<„'1> , ,  x\f)]  -.  . . 
H-  (-  ij"-i[ii(a7'/+''',  ^y,  . . .,  a;<fO  +  .  . . 

^uixf.xf,  ...,a;<rii,^;f+»')] 
-H  (-  I  }"u(xf,  x'J\  ...,  x[f>  ). 

Nous  dirons  que  la  fonction  ii  esl  à  t^ariation  /i""'"'^ 
bornée  dans  T  si,  quelle  que  soil  la  division  D,  la  va- 
riation /i'«'"«  correspondante  leste  inférieure  à  un 
nombre  fixe.  Cette  variation  /z'^'"^'  aura  dans  ce  cas  une 
borne  supérieure  V  que  nous  appellerons  la  variation 
^i,-nie  loiale  de  u  dans  T. 

2°  Exemples  de  fondions  à   variation  n^'""^  bor- 

d"  u 


née. 


I.    SI    la    dérivée 


existe   el   esl 


ôxi  âx2  .  ■ .  OXf^ 

continue  dans  T,  la  fonction  u  est  à  variation  /j""""' 
bornée.  En  eflel,  il  est  facile  de  voir  qu'en  appliquant 
la  formule  de  Tajlor  un  nombre  suffisant  de  fois,  on  a 


0"  u  ( 


if---)  1 


A        a  = 

j,/,  .    .,r,s  OXy  0X2   ■  ■  ■  (^^ n 


X  {x^{+^^  —  x'f)(x/ 


-1.1)  <  £/  <  ^U+\) 


>  — a^'/■')...(.r<,f+•'■ 
•^  •)    —  'in    —  •'^  Il        ' 


x\p) 


c'est,  par  exemple,  dans  le  cas  de  n  =  2,  l'égalité  au 

Il  II  I ,  à-  u  ô^  u 

moyen  de  laquelle  on  démontre  que 


OXi  JX-i 


l)Xi  (JXi 
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Si  donc  on  appelle  O  le  maxinuirii  de  ( )  dans 

'  '  ^  \OXi  .  .  .  <ix,J 


T,  on  a 


V 


A 

.t..-,r,s 


i f 

=  Q(6i  — a,).  .  Abn—  Un). 


Le  dernier  membre  donne  en  outre  une  limite  supé- 
rieure de  la  variation  n""'"'  totale  V. 

11.   D'après  les   définitions    ordinaires,    pour  définir 

; — ,    il   faut    d'abord   adnieitre    l'existence   des 

OXi  .  .  .  âx,i 

dérivées  d'ordre  inférieur.  Il  est  pourtant  facilede  for- 
mer une  fonction  non  dérivable  à  variation  n^^'^''  bor- 
née. Il  suffit  de  prendre  la  fonction 


u(Xi,X2,    .  .  .,X,i)   —   Ux(Xi)  -h  «2  (-^2; 

On  a 


Un(Xn). 


(n) 

A       M  ^  o 

i,J.--.,s 

(pK'lles  que  soient  les  fonctions  n,,  u^,  •-.,  quand 
même  elles  seraient  extrêmement  discontinues.  On 
voit  même  que  la  variation  totale  d'une  telle  fonction 
est  nulle. 

Jll.  Sans  que  la  fonction  m  soit  nécessairement  dé- 
rivable, il  peut  arriver  qu'elle  vérifie  une  condition  ana- 
logue à  celle  qui  est  connue  sous  le  nom  de  condition 
de  Lipschilz  pour  les  fonctions  d'une  vaiiable,  à  sa- 
voir 

A      M  <  Q  I  a:V+"  —  a-'/'  |.  . .  I  a-',f+"  —  x\f% 

i.l,  ...,s 

OÙ  Q  est  un  nombie  fixe  et  où  les  x  sont  quelconques 
dans   leurs   intervalles    de    variation    respectifs.    Alors, 
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comme   dans   I,    la    fonclion    u    sera  à   variation   rV 
bornée. 


IV.  Le  produit  u  ^/(x,,  j^a,  ....  Xp).  g{xp_^i^  ■•■,x„) 
où  /  est  à  variation  p"""'  boinée  et  ^  à  variation 
(/<  — y?)'*"^  bornée  est  à  variation  n'^""'  bornée  et  la 
variation/?'^™"  lotale  de  u,  est  au  plus  égale  au  produit 
de  la  variation  ^"^'"^  totale  de  f  par  la  variation 
(n  —  pY^n^e  totale  de  g\  Car 


y 


A 

,/,  m. 


ï./ 


1/ 


'n—p\ 
^        g 


V.  La  somme  ou  la  tlillérence  de  deux  fonctions  à 
variations  n'^'"''^  bornées  est  aussi  à  variation  /V^^*^  bor- 
née et  sa  v;iiiation  /?"'""■  totale  est  au  plus  égale  à  la 
somme  de  leurs  variations  /?'^""'  totales.  Car 

"v^  I  '"'  I  ^  x^  I  *"'     I      xr^  I  ""     I 

VL  Si  l'on  ajoute  à  une  fonclion  à  variation  /î"'""' 
bornée,  «,  une  fonclion  de  moins  de  n  variables,  c,  la 
somme  est  à  variation  «"■""  bornée  et  sa  vaiialion  /?'•'""' 
totale  est  exactement  égale  (et  non  au  plus  égale, 
comme  dans  §  V)  à  la  v.iriation  n""""'  totale  de  u.  Car 
A("U'  =  o. 


3°  Propriélé  des  foiict ions  à  cariaiion  n"'"^'^  bor- 
née. —  Si  une  fonction  est  à  variation  /i"^'"''  bornée, 
sa  valeur  n  est  pas  nécessairement  bornée  comme  on  le 

voit    pour   la   fonclion    iiiXi,  ...,  x„)  = nour 

,?',  —  «1 

T I  >  <"/ 1 ,  =  o  pou r  X ,  =  t/ , . 
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Elle  n'est  même  pas  nécnssaiicmenl  à  vai-iation  ^"'""' 
bornée  par  rapport  à  p  de  ses  variables,  comme  le 
monire  |)oiir /;  =  I  Tt-xemple  II.  (Une  fonction  à  va- 
riation premitre  bornt'e  est  une  fonction  à  variation 
bornée  dans  lu  terminologie  de  M.  Jordan,  dont  la  nôtre 
n'esl  (pi'iine  extension  an  cas  de  plusieurs  variables.) 
Mai»  on  peut  tourner  ainsi  la  difliculté.  Bornons-nous, 
pour  simplifier,  au  cas  de  deux  variables. 

Etant  donnée  une  fonction  à  variation  seconde  bor- 
née //(.r,  y),  on  peni,  en  lui  ajoiilaiil  une  somme  de 
fonctions  d'f/«e  variable,  la  transformer  en  une  fonction 
vi^x^y)  ayant  même  variation  seconde  lotabî,  et  à  va- 
riation (première)  bornée  [)ar  rapport  à  chacune  de  ses 
variables. 

Soit  en  e.[\vl  a'^x'^b,  fj'=y1îb  le  domaincT.  11  suf- 
fit de  poser 

v{^,y)  =  u{x,y)~  u{b,y)  —  u{x,  b' ) -h  u{b,  b') 

et  de  voir  que  c(a7,  y)  est  par  exemple  à  variation  bor- 
née par  rapport  à  y.  Pour  cela  («crivons  la  variation 
seconde  de  c  obtenue  en  divis;mi  T  par  les  abscisses, 
(t,   r.  h,  et  les  ordonnéesjKoi  ••■^yn 

2'  ^''1  =^l  i'(0,yi^i)  —  v(b,  y^)  —  v(x,  yi+i)  —  v(x,  yi)\ 

i 

+^  I  ^'(^,  .ri+\)  —  i'(-r,  yi)  —  i>ia,yi+i)  -+-  via, y,)]. 

i 

On  a 


z\' 


fixe  indépendant  do.  x  el 


(  M6  ) 
Donc,  a  fortiori, 

4"  Calcul  de  la  variation  totale.  —  Montions 
d'abord  que  si  r,  t^' sont  les /i'*""^^  variations  qui  corres- 
pondent à  deux  divisions  D,  D'  clonl  l'une  D' comprend 
tous  les  traits  de  division  de  D  et  en  outre  d'autres,  on 
a  v'^v.  Il  suffit  de  le  démontrer  (juand  D'  comprend 
tous  les  traits  de  division  de  D  et  en  outre  seulement 
une  division  marquée  par  exemple  par  l'introduction 
pour  la  variation  de  x,  de  x\  entre  ^j"  et  ^j'^". 
Alors  v'  est  une  somme  de  trois  parties,  l'une  qui  con- 
tient x'^'  sans  j::""*""  ni  x\,  l'autre  x'/^''  sans  x^  ni  x\ 
la  dernière  qui  est  de  la  forme 

I  'à(x\  )  —  Sx'i'\  ^  |S(:r/+"  I  —  S(3-',)|. 

Dans  V  se  retrouvent  les  deux  premières  parties  et  la  der- 
nière se  réduit  à  |  S(^j'"'"")  —  S(x',")l.  Comme  la  va- 
leur absolue  d'une  somme  est  au  plus  égale  à  la  somme 
des  valeurs  absolues  de  ses  parties,  on  a  bien  v  ^  v' . 

Ceci  étant,  remarquons  que  V,  la  variation  /i"'™'"  totale, 
étant  la  borne  supérieure  des  quantités  v  tjuand  D  est 
quelconque,  il  y  a  pour  toute  valeur  de/>  une  division  D^ 
telle  que  la  Vciriation  /i'*'"*^  correspondante  soit  com- 
prise entre  V  ei  V Ajoutons  à  D^,  s'il  est  néces- 
saire, d'autres  traits  de  division,  de  façon  que  dans  la 
division  D'  obtenue,  la  dimension  maximum  des  inter- 
valles soil  ■<  -• 
P 

La  variation  /j"^'"*^  correspondante,  v'  étant  au  moins 

égale  à  celle  qui  correspond  à  D^,  sera  ^  V et  bien 

entendu  res.tera  ^  V  la  borne  supérieure.  Alors  on  voit 


> 
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que  V'  leiid  vers  V  quand  p  croît  indéfiniment.  Donc 
il  j  a  une  suite  de  divisions  D'  dont  la  dimension 
maximum  des  intervalles  partiels  tend  vers  zéro  et  dont 
les  variations  /î'<^"»'s  correspondantes  tendent  vers  V. 
Le  mêrne  raisonnement  prouve  que  si  u  n'était  pas  à 
variation  /i'^'""  bornée,  on  pourrait  former  une  suite  de 
divisions  13'   pour  lesqiudles  r'   croît  indfWiniment. 


DKKI.NmON    1)K    l.'iNTÉGRALK    /     f(l,ill- 

Soient  maintenant  f(x,,...^x„),  m(j7,  ,  . . .,  a:„) 
deux  fonctions  hien  définies  dans  le  domaine  T.  Consi- 
dérons la  somme 

',/ '■  ' 

OÙ  ç', ,  ...,  ç^^'' sont  des  nombres  respei:livemenl  com- 
|)ris  entre  x''^^  et  ^'/"^",  ..-,  x^^'  et  x\l'^*\  Si,  quel  que 
soit  le  choix  des  ^  et  quelle  que  soit  la  suite  des  divi- 
sions D  adoptée,  la  quantité  s  tend  vers  une  limite  bien 
déterminée  quand  la  dimension  maximum  z  des  inter- 
valles partiels  de  D  tend  vers  zéro,  nous  désij^nerons 
celte  limite  par  la  iiolation 

Nous  allons  voir  que  c'est  ce  qui  arrive  si  u  étant 
une  fonction  à  variation  /j"^™"  bornée,  on  prend  pour/ 
une  fonction  conlinue  quelconque  dans  ï.  En  effet, 
soit  V  la  variation  n"^""^  totale  de  M,  u.  le  maximum  de 
|y'|  dans  T.  On  a  d'abord  l^j^jJ^V.  Si  donc  on  prend 
une  suite  de  tli visions  de  T  :  D' ,  D!, ,  .  . .,  dont  les  di- 
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mensions  pailielles  tendent  vers  zéro,  les  sommes  s 
correspondanles  :  5', ,  s[,  ...  restent  bornées.  Soit  o- leur 
plus  grande  limite.  Alors  on  pourra  extraire  de  D', , 
D  ...,  une  suite  D,,  D^,  ...,  telles  que  les  sommes 
5,,  52,  ...  correspondantes  tendent  vers  «j.  Montrons 
maintenant  tpie  si  Ion  choisit  une  autre  suite  de 
divisions  ô(,  82,  ...,  dont  la  plus  grande  des  dimen- 
sions partielles  tend  vers  zéro,  les  sommes  correspon- 
dantes a-,,  0-2,  ••.,  tendent  aussi  vers  1. 

En  elVet,  supposons  que  pour  m^p^  les  divisions 
de  Dm  f^  ^m  aient  des  dimensions  assez  petites  pour 
que  dans  chacune  d'elles  l'oscillation  rie  la  fonction 
continue  /"soil  inférieure  à  un  nombre  donné  lo.  Com- 
binons maintenant  toutes  les  divisions  de  D„j,  S,,,'  en 
un  système  de  divisions  C,,,,^'-  Alors  chaque  division 
de  D,„  se  trouve  partagée  en  un  certain  nombre  de  divi- 
sions de  Gto,/«'  et  son  à^'^hi  sera  la  somme  des  A^"'  re- 
latifs à  ces  divisions  de  Cm,  m'-  t>e  même  pour  Om-  De 
sorte  qu'on  aura 


(n! 


OÙ  A^'^^M  est  relatil  à  l'une  queiconqiie  a  des  divisions 
de  Cm,m'i  où  (il  5  ■■■■)  in)  est  un  point  de  la  division 
de  D,„  qui  contient  a  et  (tj,,  ....  r,„)  un  point  de  la 
division  de  ô,„'  qui  contient  a.  Si  maintenant  (î^, ,  ...,  ^„) 
est  un  |)oint  de  a,  on  a  par  hypothèse 

l/(?.,.--,U)  -/(!;.,    ■••,    ^.n)\<0^, 

|/(r,.  ...,U)-./Cli,  ...,r.„)l<co; 

d'où 

1  s  m —  <J,n'  j  <  .i.M\         piiur         /n  et  m'>  p. 

Si    m'  restant  fixe,    m   croit  indéfiniment,   on   aura 

enfin 

:  <i  —  <Tm' I  <  210  V         pour         m'>/>i. 


{  ^^^49  ) 
6"    Simplification    (lu    cdlciil   de    V intéf^raln.   — 


1.    Dans  le  cas  où  u  a  une  détivre 


bien  détcf 


minée  el  conliniie,  la  définition  (|ue  nous  avons  intro- 
duite perd  tout  son  intérêt,  car  elle  se  ramène  à  une 
définilion  plus  simple  connue.  On  a  en  effet 

/ .V  f'-^l    •  •  •    '*^fii 

Alors    /    f  <l„!i  est  la  limile  de 
•    T  " 

Vfjii  ,1  (t'i)  £'<)\ 

^yt^,.    .••■>?„   )         Ox,...OX„        '-^l  -^1    )---(^«  ^n), 

donc 


IJ.    Dans  le  cas  précédent,  l'intégrale  peut  s'écrire 

Si  en  particulier  /est  t\o  la  forme 

/=<p,(.r,)...'^„(,r„;, 


on  a 


(   aoo  ) 
où    le   symbole   <'/,']/  (:r,,  ...,  Xn)    indique    que   dans 
<|(^', ,  .  .  .,  Xn)  on  ne  considère  que  Xi  coniine  variable. 
Celle   formule   élanl    démontrée    lorsque   //  a    une  dé- 

rivee  ^ —    continue,    cnerchons    a    la    dcmonlrer 

pour  le  cas  oi'néra!. 

III.  Soil  donc  u(Xi,  ...,  x„)  une  foiiclioii  à  varia- 
tion /?"^"""  bornée  dans  T  <  l  c5((.r,),  ...,  c2„(x/, )  des 
fonctions  respeclivemeul  continues  dans  T.  Peut-on 
encore  écrire 

/         •■   I       o,(a",).  .  .(i)„f.r„)  f/.,._.  .  .f/,.„«(a',,  .  .  .,  j-„) 

^   fil  *-    Oji 

./',  ./',  .I.n 

Il  est  d'abord  nécessaire  que  celte  ex|)ression  ait  un 
sens.  Or,  par  exemple,  u,  qui  esta  variation  n'*"""  bornée, 
n'est  pas  toujours  à  variation  première  bornée  par  rap- 
portà  jC),  de  sorte  qu'il  n'est  pas  sur  que  l'on  puisse 
déjà  donner  un  sens  à  bi  première  inlé^rale  à  «flecluer 


I        z,iar„)dj^u. 


On  peut  cependant  se  débarrasser  de  celle  difficidlé. 
Mais,  [jour  ne  pas  compliquer  les  raisounemenls,  nous 
nous  bornerons  au  cas  de  n  ^=  -a  el  nous  examinerons 
la  validité  de  l'égalilé 

(l)  I       f     '-f(x)^(y)drd,u(.r,y) 

•■'a      ^ II' 

=  /     f{x)d,c  j     'l^(y)dyu{x,y). 

Nous  avons  vu  (n"  3)  que,  sans  changer  la  valeur 
du  premier  membre,  on  peut  remplacer  la  fonclion  à 


(  ^^^>  ) 

variation  seconde  lioriire  u(x,y)  pav  une  fonclion  à 
vanalion  seconde  bornée  qui  est  en  oiilre  à  variation 
(première)  bornée  par  rapport  à  x  el y  séparément  et 
en  outre  nulle  pour  .r  =  h  ou  y  =  l>' .  Nous  allons  mon- 
trer que  si  l'on  remplace  //  par  une  telle  foncli(3n, 
l'égalité  (i)  a  un  sens  et  est  exacte. 
D'abord 


i: 


'ii>(y)dyu{x,  j) 


a  un  sens  el  leprésente  une  fonction  de  x  :  ^{x)  bien 
déterminée  entre  a  et  b.  Le  second  membre  devient 
donc 

r'' 

I      (f(T)dO(cc). 

*-■  ti 

Il  faut  d'abord  montrer  qu'il  a  un  sens;  il  suffit  pour 
cela  de  faire  voir  que  l'expression 

,.  // 
=2      /      '¥y)dy[uUi+i,y)~  u{xi,  y)] 


reste  inférieure  à  un  nombre  fixe.  Or,  laissons  fixes 
les  Xi',  w  sera  la  limite  de  l'expression  (où  Ton  peut 
prendre  la  même  division  de  l'intervalle  de  vanalion 
des  y  quel  que  soit  /) 

2  2  "l^  '  ^y  )  !    f  "  (  ^'+1 1  yj+ 1  )  -  «  (  ^/,  jy+i  )] 

-  \u{xi+uyj)     —l'-ixi.yj)     ]J 


A  II 


-^  [  maximum  de  |  '!*(  j'  )  |  flans  a',  b'  |  x 


vv 


(2) 

A  u 

'■/ 


(  .5.  ) 
ce   qui     dt'rnontre    In     pro|Kisilion,     puisque    //   est    h 
deuxième  variation  bornée. 

Mainlenant  di'montrons  que  réyalilé  (i)  est  exacte. 
D'après  le  n°  o,  on  a 

avec  |R]<^2tij\,,  nù  to  est  roscillalion  inaxinuim  de 
C5(j7)  dans  des  intervalles  de  iongueuis  inférieurs  à  5 
si  tous  les  iiilervalles  déteiminés  par  x^^  J*,,  ...  sont 
inférieures  à  ô,  et  où  V,  est  la  variation  totale  de  0(j7), 
laquelle  est,  tlaprès  ce  qui  piét;ède,  inférieure  à  M'V, 
M'  étant    le   maxinium    de    'L   et    V   la    variation    totale 

seconde  de    ii .    Alois    pour   o<Co„,  on    aura    !  R  j  <<  -  • 

Supposons  fixés  ainsi  a^o,  -î^i  ,•••,  et  divisons  l'intervalle 
de  variation  de  j'en  intervalles  j^o»  •■•lyji  )V+i?  ■••i  ^^ 
longueurs  inférieures  à  o'.  On  a,  si  .r^,  x,,  ...  restent 
fixes 

^(xi^,)  —  ^(Ti)=j      'l{y)dy{u{Xi^i,y)  —  u{xi,  y)] 

—  [  u {xi+ , ,  yj-^)—  u ( Xi,  yj     )] ; . 
Donc 

V(p(t,^[6(^,vi)-0(:r,)]=  Hm  V  V  <p(  ^.^  ^^.(r,,)  A  «. 

De  sorte  qu'en  prenant  o  <C  o^,   le  premier  membre 
différera  de  moins  de  -  de 
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Ainsi,  |)()Ui-  0  -<  Oo,   5'  <^  0,,,  on  iiiiia 


On  poniia  faire  tendre  î  vers  zéro  en  Taisant  tendre 
vers  zéro,  5„  et  o„.  IMais  dans  de  telles  conditions  le  terme 

/ ^  tend   vers   le    premier  membre  de  (i)  et  celte  éga- 

lité  (i)  se  Ironve  ainsi  établie. 

En  définitive,  si  o(.r),  '}(.T')  sont  (/es  fonclions 
continues  respectivement  dans  {a,  b),  (a',  b')  et  si 
u{x,y)  est  une  fonction  et.  variation  deuxième 
bornée  et  nulle  pour  x^=b  et  pour  y  =  b\  on  a 

I       /      o(x)  <\i(  ))f/,,.  dyiiix.  y) 

=   /      f{x)d,r  I      '\'(y)dyu(x,y). 

'-j'^  Généralisation  du  théorème  de  la  moyenne.  — 
Nous  avons  déjà  obtenu  l'inégalité 


if'l''" 


-.uV. 


On  [)ent  établir  une  formule  jjIus  précise  se  lappro- 
cliant  un  peu  du  théorème  de  la  moyenne,  quoique  no- 
lablement  plus  compli(|uée.  Ap|)elons  M,  m  le  maxi- 
mum et  le  minimum  de  /"  dans  T.  (S/;)  et  ( — i^/?) 
les  parties  positives  et  les  parties  négatives  de  lA'"'  u. 
On  a 

V=  lim  V  —  litii  (   ^  /J  -!-  ^  «  )• 

Au  contraire  S/J  —  S//  z=  i^A'"^//  est  constant,  c'est- 
à-dire  iudépen(Janl  du  mode  de  division  D  de  T.  Soit  \q 
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sa  valeur.  On  a 

)  -^  Ao 
\        •-«        /  -^ 

=  M  2. P  ~  tn^  n  =  V 


P  -+-  An 


2"= 


p  —  Ao 


M  —  /n  M  —  m 

^  A„ 


Donc  à  la  limite 
,,  IM  —  m 


^i /"/./,« 


INI  -r-  m  M  —  m 


De  sorte  qu'en  appelant  Q  =  M  —  m  l'oscillation  de 
y  dans  T,  on  a 


r  V  i> 

I    fdnii  =  \J{ci,  ..  .,c„)-i- fi— -      avec     —  |<6<-l-i|, 
(c,,  ...,  c,i)  étant  un  certain  |)()inl  de  T  (  où  /= ]• 

8"   L^ intégrale    1  f{xy ,  . . . ,  x„)  ri,^  u  (x, .  . . . ,  x,^  est 
J-i' 

une  fonctionnelle  linéaire  de  j  i^Xs,  . . .,  x,i).  On  voit 

immédiatement  d'après  ce  qui  piécède  que  si/',  g  sont 

deux  fonctions  continues  dans  T,  on  a 

fdnuàz   /   g-  cl„  u=        (/±:  g  )  d„  u. 

Jj  J  .-  '  T 

D'autre  pari,  on  a 

/    fdnU   —    j    f,,dnU 
1  t   T  *J 


<  V  [maximum  de  \  f — f,,  \  dans  T  J; 


donc,  si  /p  tend  uniformément  vers/, 
/  fdnU  =  lim     /  fi,d„n. 


(  255  ) 
Aulremcnl  dit,   si,  prenaDl  loujours   la  tnème  fonc- 
tion //,  on  pose 

U/=  //(/„«, 

Vf  esl  une  fonctionnelle  définie  dans  le  eliamp  des 
fonctions  continues  dans  T  el  cette  fonctionnelle  est 
linéaire,  c'est-à-dire  :  i°  distribulive 


2"   conlinuc 


quand   fp  tend  uniformément  vei  s  y. 
9"  U intégrale 

I      •■•    /      'f(T,)':^(x2)...'f(T„)d,,...d.,-,^u{xi,...,x„) 

est  une  fonctionnelle  homogène  d'ordre  n  de  'o{x). 

Si  u  esl  une  fonction  à  variation  /«'*""'  hornée  dans  le 

domaine 

T(,         a  £xi%^b         (i  =  i,  .  .  . ,  n) 

l'intégrale 

Ari=    /      •■•    /      ^(-ri).  .  .f(x,t)  dr,.  .  .d,;U(xi.  .  .  .,x„) 

a  une  valciii  bien  déterminée  pour  toute  fonction  9(x) 
continue  dans  (a,  b).  Cette  fonctionnelle  esl  continue, 
c'est-à-dire  que  si  '•p(^)  tend  uniformément  vers '^ (a:), 
A^  tend  vers  cp.  Mais  de  plus  elle  est  homogène  et 
d'ordre  n.  Autrement  dit,  on  a 

quelle  (pie  soil  la  constante  À,  et 

(1)0    =    Ay.H-;p.^-^...-Hy,.— ^   A  3,__h.  .  .+  5,^__ 
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En  edel,   en  [losant 

Fy=  F(ri,  j2,  .  .-,^,1),     Fï-^Y'=  Ff^i-t-  y,,  . . .,  j*+7'„), 

j'ai  monlré  ,till(Mirs  (  ')  que  loii le  fonction  F(  l't ,  ..  ■,yn), 
qui  est  un  poljnome  de  degré  n,  vérifie  l'identité  ana- 
logue à  (i) 

(T)  O^FvOV...  +  ïW-2]Fvf"V.. .+>■<■'.-.' 

+yFï('.)+...4-¥<'''-='— ..  +(— i)"-'yFY<'.'-i-(— i)«F„. 

Ceci  a  lieu  en  |)ariiciilier  pour  le  polynôme 

F(  r,, y„)~vi.  ..jn- 

En  remplaçant  dans  (1') 

Y*/.)     par     r'/'\  y','" ,  ■  ■  . ,  y^n^     et    ^'/'     par     'j^/Jx,,), 

puis  en  multipliant  par  d,iU  et  intégrant,  un  obtient 
bien  l'identité  (i). 


[R5c] 

ÉTLDE  SUR  LI'S  CHAMPS  M  lOHCliS; 

Pak  m.  Gu.  HALPHEN. 


Je  me  propose  ici  d'étendre  au  cas  des  champs  de 
forces  à  trois  dimensions  la  mélhode  des  enveloppes  et 
une  propi'iété  signalées  dans  une  [jrécédenie  iNote  (-). 


(')  Fréchet,  Une  déjinition  foitclionnelle  des  polynômes  (Nou- 
velles Annales,  4"  série,  t.  IX,  avril  1909,  p.  1-17). 

(^)  Voir  Note  sur  les  champs  de  forces  plans,  numéro  de 
mai    1910. 
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[. 


1.  La  condition  pour  (|irune  droite  vai'iable  de  l'es- 
|)ace,  à  un  paramètre,  admette  une  enveloppe,  peut 
être  mise  sous  une  forme  géométrique  des  plus  simples. 
Si  une  telle  droite  A  est  tangente  dans  toutes  ses  posi- 
tions à  une  courbe  gauche  F,  ses  jn'ojections  sur  deux 
plans  quelconques  ont  évidemment  des  enveloppes, 
projeclions  de  F  sur  ces  plans.  Réciproquement,  soient 
(\oivJig-.)  0  et  5'  les  projections  de  la  droite  mobile  A 
sur  les  plans  xOz  elyO  z,  ù  et  8' ayant  des  enveloppes 
G,  C  qu'elles  touchent  en  m  et  n' .  La  droite  A  est  tan- 
gente au  cylindre  ayant  pour  base  la  courbe  G  et  des 
génératrices  parallèles   à    Oj^,   en    M;   et  au   cylindre 


avant  j)our  base  la  courbe  G'  et  des  génératrices  paral- 
lèles à  0.r,  en  N.  Si  elle  est  tangente  à  une  courbe 
gauche,  ce  ne  peut  être  qu'à  la  courbe  d'intersection 
de  ces  cylindres  qui  seule  a  G  et  G'  pour  projections 
sur  les  plans  J7O2,  7O:;  ;  il  faut  et  suffit  pour  cela  que 
M  et  N  soient  confondus,  ce  qui  n'arrive  pas  en  géné- 
ral. Par  suite,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
Ann.  de  Matliéniat.,  4*  série,  l.  X.  (Juin  1910.)  lo 
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que  A  ait  une  enveloppe,  est  que  M  et  N  soient  confon- 
dus, c  est-à-dire  que  m  et  n'  aient  la  même  cote  z  {^). 

î2.  Equations  différentielles  des  lignes  de  force. 
—  Par  tout  point  de  l'espace,  ou  d  une  région  limitée 
de  Tespace,  M(x,j^,  :;),  faisons  passer  une  droite 
dirigée  A,  ligne  d'action  d'une  force  agissant  en  ce 
point,  dont  les  cosinus  directeurs  a,  |j,  y,  soient  fonc- 
tions des  coordonnées  du  point.  Les  équations  de  celte 
droite  variable  sont 

X  ~x        Y— y        L  —  z 

(U  = — ft^  = 

a  p  Y 

Nous  allons  grouper  ces  di'oites  A  (pii  dépendent  de 
trois  paramètres  x.,  y,  ^,  de  telle  sorte  que  chaque 
groupe  admette  une  envelop[)e.  Posons  à  cet  effet 

y=f(x),  z-=o{x) 

et  renq^laçons  y  et  z    par  ces   valeurs  dans   les  équa- 


( ' )  Soient 

j;  =  as  -f-  p,        y  =  bz  -\-  q. 

les  équations  de  la  droite  A.  où  a,  b.  /?,  q  sont  fonctions  d'un 
paramétre  t.  Prises  séparément,  elles  représeutenl,  la  première  ô  et 
la  deuxième  o'.  dans  les  plans  des  xz  et  des  j'-s  ;  ces  droites  ont  des 
t-nveloppes  puisqu'elles  ne  dépendent  que  d'un  paramètre,  et  les  ;; 
des  points  de  contact  m  et  n'  s'obliennenl  en  les  dillérenliant  par 
rapport  à  ^, 

d  z -^ p  =■  o         ou         -3= —  ^  (  point  wi), 

b' z  +  q  ■=■  n         ou         z  ^^ —  ^  (point  n'). 
La  droite  A  a  donc  une  enveloppe  si 

a  P'  '      ■  U'      • 

-—,  =  ^—r  ou  a  a  —  b  n  =  0. 

b  q  ^ 

C'est  la  condition  classique. 
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lions  (i),  la  substitution  élaul  faite  aussi  dans  a,  [3,  v; 
elles  ne  dépendent  plus  alors  que  d'un  seul  paramètre 
X.  Les  projections  de    A  sur  xi)z  et  yOz   out  pour 
équations 

il)  X  —  37  —    -(Z  —  3), 

T 

(8')  Y-/(:r)=ê(Z-.-), 

i 

011^:=:'^  (j:).  Les  Z  des  points  de  contact  de  ô  et  o'  avec 
leurs  enveloppes  s'obtiennent  en  dilTérentiant  leurs 
équations  par  rapport  à  x^  ce  qui  donne 

-/'(^)=(|)'(Z-^)-|T'(:r), 

et  il  faut,  pour  que  A  ait  une  enveloppe,  que  ces  deux 
équations  donnent  pour  Z  la  même  valeur.  Mais  si  celte 
enveloppe  est  une  ligne  de  force,  son  point  de  con- 
tact avec  A  sera  précisément  le  point  M  où  est  appli- 
quée la  force,  c'est-à-dire  Z  =  j;.  Pour  que  les  équa- 
tions précédentes  donnent  bien  toutes  deux  Z  =  z,  il 
faut  et  suffit  que  les  fonctions  es  et  y  satisfassent  aux 
conditions 

a  S 

ou 

a  ~       P       ~      T 

Ces    équations    déterminent    les    fonctions  f  cl    es. 
Comme 

/(^)=^,  cp(^)=— , 

on  pcul  les  écrire,  a,  [ii,  y,  élanl  de  nouveau  exprimés 
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en  fonction  de  x,  )',  ;, 

dx        dv        dz 
'^)  —  =  -^-— • 

Ce  sont  deux  é<|iialions  ditlérenlielles  du  [iremier 
ordre;  l'intégrale  générale  contient  donc  deux  cons- 
tantes :  c'est-à-dire  que  les  lignes  de  force  qu'elle  re- 
présente dépendent  de  deux  paramètres  arbitraires,  ou 
foimenl  une  congruence. 

3.  Equation  des  surfaces  de  niveau.  —  Ce  sont 
les  surfaces  trajectoires  orthogonales  des  lignes  de  force. 
Soient  a,  3,  ■'  les  cosinus  directeurs  de  la  ligne  d'ac- 
tion de  la  force  appliquée  au  point  M  (x,  y,  z);  le  plan 
tangent  à  la  surface  de  niveau  passant  par  ce  point 
aura  pour  équation 

(3)  a(X  — ^)-f- ^(Y— ^)^Y(Z  — ^)  =  o. 

Ces  [)lans  dépendent  de  trois  paramètres  x^  y,  z; 
groupons-les  de  façon  qu'ils  ne  dépendent  plus  que  de 
deux  paramètres  x,^,  en  posant 

z  =  i>i.v,y). 

On  aura  alors  leur  enveloppe  (si  elle  existe),  en  joi- 
gnant à  l'équation  (3)  celles  qui  en  proviennent  en  la 
diflérentiant  par  rapport  à  x  el  k  y  : 

(4  )  -^'jX-x)  -  p'^(\-y)  ^  Y^(Z  -Z)-  (  a+  Y<li)  =  o, 
(5j     a_;,(X  — ar)-t-  'i'y{Y  —  y) -r- -;',{  Z  —  z  )  —  {'^  ^ -;<\>'y  )  =  o; 

eu  résolvant  les  trois  équations  linéaires  (3),  (4),  (ô), 
en  X  —  Xj  \  —  r,  Z  —  2,  on  aura  les  coordonnées  X, 
\,  Z,  du  point  de  contact  du  plan  et  de  son  enveloppe. 
Mais  si  nous  voulons  que  celte  enveloppe  soit  une  sur- 
face de  niveau,  il  faut  que  son  point  de  contact  a\ec  le 
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plan  soil  précisément  le  point  X  =:  x,  Y=y,  Z  ==  :;, 
oji  est  appliquée  la  force;  les  équations  (4)  et  (5) 
montrent  qu'il  est  pour  cela  nécessaire  et  suffisant  (jue 
l'on  ail 

équalions  qui  déterminent  la  fonction  inconnue  'It.  On 
peut  les  écrire 

(6,   -         !^=-^     ^-i  =  -?.    ■ 

Ox  Y  dy  Y 

(iC  sont  deux   équations  aux   dérivé(;s   partielles   si- 
ujultanées;  et  comme 

dz  =  —  dx  H «K, 

Ox  (^y 

on  peut  les  remplacer  par  Tuni^pie  équation  aux  diffé- 
renlicllcs  totales 

C  7  )  a  dx  -+-  p  c(/  -^  •(  dz  =  o. 

Mais  on  sail  que  le   problème  ainsi    posé   n'est  pas 
toujours  possible.  Eu  eHel,  pour  que  les  équations  (6) 

a  3 

soient  compatibles,  il  faut  que  —  -  cl  —  -  soient  les 

I  .       '^  '1' 

dérivées  partielles  d'une  même  fonction;  comnK; 

à^z     _         '^   f^\  '^'^     _         '^   /P 

Ox  Oy  ^       Oy\'()'  Oy  Ox  ~       dx  \  y 

on  doit  avoir  identique  nient 

()y\'(/       dx\-{/ 
ou,  en  développant, 

(  8  )  aYV  -  Y^j  +  ?^'z  -  '^P'z  +  T?:^  -  h'x  =  o- 

Soit  F  (o.*,  y,  z)  la  force  en    un  point  M  (.r,  r,   s) 
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de  l'espace;  ses  projections  sur  les  trois  axes  sont  Fa, 
F|îi,  Fy.  Si  elle  dérive  d'un  potentiel  \J(x,  y,  z), 
c'est-à-dire  si  l'on  a 


Fa  =  — -,  F3  =  -— , 

ax  oy 


Fv        ^^ 


la  condition  (8)  est  identiquement  vérifiée  ;  d'ailleurs 
Téqiiation  (7)  s'écrit 


- —  ax  H dy  -\ — —  dz  =  o, 

dx  Oy  dz 


et  s'intègre  iniinédialenienl  : 

\](x,y^  z)  =:  const.  ; 

il  j  a  donc  des  surfaces  de  niveau,  ou  équipotentielles. 
Réciproquement,  sup|)Osons  la  condition  (8)  identi- 
quement satisfaite;  l'équation  (j)  admet  alors  une  in- 
tégrale générale  dépendant  d'une  constante  qu'on  peut 
mettre  sous  la  forme 

U(,r,  y,  z)  =  const. 

Pour  un  déplacement  élémentaire  dx.,  cly,  dz^  sur  une 
surfaie  de  niveau,  on  a  alors 

a  dx     ■+-  j3  dy     -h  ^(  dz      =  o, 


d'où 

(9) 


dV  ^         dV  ^         dU  , 

— —  dx  -H  -—  dy  H -—  dz  =  o, 

dx  dy    -^         dz 


dx 


dy 


Y 
•dU 

dz 


Pi^-  y,  3) 


en  appelant  = la  valeur  commune  de  ces  rap- 

^'  F  (  X,  y,  z  )  ' 

ports.  D  où 


Fa  =  ^, 
dx 


^M^. 


Fv  =  ^. 

dz' 
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et  cela  montre  que  l'on  pciil  placer  en  tout  point  du 
cliamp  une  force  F  (ar,y,  z)  ayant  pour  ligne  d'aclion 
la  droite  donnée  en  ce  point,  de  cosinus  directeurs  a, 
[B,  Y,  et  dérivant  du  potentiel  U.  Il  est  clair  d'ailleurs 
(jue  F  n'est  |)as  arbitraire,  car  on  déduit  de  (9) 


<"-m-(Mï-m 


Mais  on  ptMit  évidemment  applupicren  cliaqiie  point, 
sur  la  même  droite,  une  force  différente  de  F  et  ne 
dérivant  pas  d'un  potentiel,  sans  changer  ni  les  lignes 
de  force,  ni  les  surfaces  de  niveau  ;  le  cliamp  créé  par 
cette  nouvelle  force  aura  donc  une  infinité  de  surfaces 
de  niveau,  bien  que  la  force  ne  clérwe pas  (Tiin  pa- 
ïen li  et. 

Ce  qui  piccède  nous  permet  d'énoncer  ce  théorème  : 

//  existe  une  infinité  de  surfaces  de  niveau  (c'est- 
à-dire,  la  condition  (8)  est  identi<)uement  satisfaite) 
lorsque  la  force  qui  crée  le  champ  dérive  d'un  po- 
tentiel, ou  peut  être  partout  remplacée  par  une  force 
de  même  direction  dérivant  d' un  potentiel.  Dans  le 
cas  contraire,  il  n'y  a  pas  de  surfaces  de  niveau.,  à 
pari  (piehjues  surfaces  qui,  éventuellement,  satisfe- 
raient à  la  Ibis  aux  équations  ('y)  et  (8). 

C'est  l'interprétation  mécanique  de  la  condition 
d'intégrabilité  (8). 

Voici  un  exemple  très  simple.  Le  champ  créé  par 
une  (brce  |)assanl  j)ar  un  point  fixe  a  toujours  une  ind- 
uite de  surfaces  de  niveau  :  ce  sont  des  sphères  con- 
centriques. Nous  pouvons  prendre  pour  loi  de  cette 
force  une  fonction  des  coordonnées  du  point  d'applica- 
tion aussi  compliquée  que  nous  voulons;  il  n'v  a  alors 
aucune  raison  pour  que  les  trois  composantes  rectan- 
gulaires de  la  force  soient  les  dérivées  partielles  d'une 
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même  fonction;  il  n"v  aura  pas  de  potentiel.  Mais,  en 
tout  point  du  champ,  on  peut  à  celle  force  en  substituer 
une  autre,  de  même  direction,  cest-à-dire  passant  par 
le  point  fixe,  et  proportionnelle  à  la  distance  du  point 
considéré  au  point  iixe  :  elle  dérive  du  polenliel 
x^  H- J-  +  2-. 

Si  Ion  se  donne  d'abord  les  surfaces  de  niveau 

\J  (  X,  y,  z  )  =  const. 

d  un  champ,  les  équations  différentielles  des  lignes  de 
force,  c'est-à-dire  des  trajectoires  orthogonales  de  ces 

surfaces,  sont 

dx  dy  dz 

"W  ^  "ôïT  ^  'W' 
dx  ôy  dz 

cela  résulte  immédiatement  de  ce  qu'on  a  déjà  vu. 

II. 

1.  Théorème  préliminaire.  Voici  d'abord  un  théo- 
rème qui  sera  utile: 

Etant  donnés  une  fonction  de  plusieuts  variables 
u  (or,  y,  z)  et  un  paramètre  k,  une  identité  telle 
que 

(i)  ut  kx,  ky,  kz)  ?s  cp(  A  )  a(  .r,  y,  z). 

quels  que  soient  k,  x^y,  s,  ne  peut  avoir  lieu  que  si 
la  fonction  u  [x,  y,  z)  est  homogène;  la  fonction 
'j  (A")  se  réduit  alors  à  une  puissance  de  /.•,  dont  l'expo- 
sant est  le  degré  d'Iiomogénéité  de  u. 

D'abord,  il  est  clair  que  la  fonction  cj  (A)  ne  peut 
être  arbitraire.  Faisons  en  effet  a:=y  =  z  =  i.  dans 
l'identité  (i);  on  a  la  condition  nécessaire 

u(  k,  k,  k)  =  !i(  A)  «(I,  I,  I), 
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et  l'idenlilé  (i)  s'écrit  par  consé(nient 

u(Ax,Aj,/cz)  _  H(/.. /, /.-j 
u(cc,  y,  z)  m(  I,  1,  ij  ' 

,  .  /       IX  I  •  U  (/..tJxV^/xZ) 

(|iiels  que  soieriUr,  y^  z,  k.  iJonc  le  (j.iiolienl  — - — — =^ — ; — 

ne.  ('onlienl  ni  .r,  ni  )',  ni  ;;  ;  c'est  seulement  une  fonc- 
tion de  /.  DilïérenlioMS  Tidenlité  (9.)  piir  liipport  à  /r  : 

X  u'f,j.{kx,  ky,  kz)  -+- y  u'/,ylkx.  ky,  Az)-i-  z  u',,-Jkx,  ky,  k  z  ) 
u(.T,y,z) 
_  u'^.(k,  k,  k) 
~     m(i,  I,   I) 

en  désignant  pour  abréger,  piir  w^  (A",  k,  /  )  l'expres- 
sion 

u'j.(k,  A,  /•)  -H  «;  (  /.,  k,  Aj  -h  uL(  k,  k,  k). 

(^elte  identité  doit  encore,  avoir  lieu  pour  toutes  les 

valeurs  de  x,  y,  5,   et  k;    en   particulier  pour  k=i. 

nM   ■                I             n^k  (k,  k,  k)    ,      ■  ■    , 

Mais  pour  k=i,  -^ devient  une  Quantité  nu- 

'       M  (l,   I,    1)  ' 

niéricfue,  soit  m.  L'identité  se  réduit  alors  à 

X  u'j.{x, y,  z)  ^ y  u\  ix,_y,  z  ) -}-  z  u'.{x,  y,  z)  ^  m  u(x,y.  z), 

<|uels  que  soient  x,y.  z.  Il  est  donc  nécessaire  que  la 
fonction  a  (x,y.,  z)  soit  homogène  et  d'un  certain  de- 
gré m. 

(Quelle  est  alors  la  forme  (|u'a  nécessairement  'j  (/■")? 
Par  (h'Iinition,  on  a 

uik.r,  ky,  k  z  j  =5  k'"  11  (  r,  y,  z), 
donc 

u{k,  Â-,  /.  )  ==  k'"  /< (  1 ,  I ,  I )         et         «?(  A)  =  k">. 

L'identité  (1)  ilevient  alors  lidenlilé  qui  déduit  les 
fonctions  homogènes 

(3)  u{kx,ky,kz}^k">  u{T,y,z). 
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Remarque.  —  On  trouve  ainsi  pour  degré  d'homo- 
généité de  u 

L      «(1,1,1)      J/lr^l 

OU 

_      U'jcil,     I  ,      \)    ^-     Uy{\    ,     I  ,      1)    -i-    hJ.  (  1  ,     I  ,     I  ) 

U{\  .    I  ,    I  ) 

L'ideiitih'  d'Euler 

X  u'j,{ T,  y,  z)  -^ y  u'y{x,  y ,  z) -^  z  u.{x,  y.  z)  =  fnu(x,y,z) 

donne  bien  le  même  résultat,  en  faisant 

X  =y  =  z  =  \. 

Voici  une  api^lication  de  ce  théorème  qui  sera  aussi 
utile  : 
Si 

ii(x,  y.  z  )  —  À 

est  V équation  d' une  famille  de  surfaces  homolhé- 
tiques  par  rapport  à  l'origine^  la  fonction  u  (j7,y,  ^) 
est  homogène. 

Soit  a  une  valeur  particulière  du  paramètre  )..  et  S 

la  surface 

ii(x,  y^z)=a. 

Toute  surface  homotliéti<jue  a  pour  équation 
u(kx,  ky,  kz)  =  a; 

par  livpotlièse,  on  peut  la  remplacer  par  l'équation 
u(x,  y,  z )  =  b. 

La  valeur  b  du  paramètre  dépend  certainement  de  k  ; 
posons 

b=     " 


o(  k 
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Les  équations 

u(kx,ky,kz)  =  a,  u{x,y,z)=  ^^ 

sont  identiques;  on  a  donc 

u ( kx,  ky,  kz)  =  o(k)  u (  x,y,  z), 

par  suite,  la  fonction  a  (x,  y,  z)  est  homogène.  Il  est 
évident  que  si,  réciprocjuement,  la  fonction  u  est  ho- 
mogène, l'équation 

u(x^ y,  z)  =  X, 

repiésrnle  une  famille  de  surfaces  homothctiques  par 
rapport  à  l'origine. 

2.    Lignes  el  surfaces  homoihéliques.   —   I^e  poini 
(a;,  y,  s)  décrit  une  ligne  de  force  si  l'on  a 

dx  dy  dz 


■xix,y,z)         p{x,y,z)        -fix.y^z} 

et  la  ligne  décrite  pai-  1<'  point  A'.r,  ky,  kz,  sera  aussi 
une  ligne  de  force  si  ces  équations  ne  changent  pas 
(juand  on  y  substitue  kx^  ky^  kz^  à  x,  y,  z.  En  faisant 
cette  substitution,  les  numérateurs  deviennent  kdx, 
kdy,  kdz]  ils  sont  simplement  multipliés  par  k.  Si  les 
dénominateurs  sont  simplement  multipliés  par  une 
même  fonction  de  A",  les  équations  (4)  ne  changeront 
pas;  mais  d'après  le  théorème  précédent,  il  faut  et  suf- 
fit pour  cela  que  a,  [i,  y,  soient  des  fondions  homo- 
gènes de  même  degré.  A'ous  plaçant  dans  ce  cas,  con- 
sidérons une  courbe  particulière  (C),  dépendant  d'un 
seul  paramètre  arbitraire  //, 

u{x,y,  z)=^  h,         v(x,y,z)  =  h, 
satisfaisant  à  (4);  toutes  les  courbes  iiomothétiques  à 
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celle-là 

u(/,.r,  /.  r,  /^  z  )  =  h,         (M  /,  X,  /.  )',  /'^  »  =  /' 

satisfont  aussi  à  (4)  '•  «»r  ces  combes  dé|)endent  de  deux 
|)aram«''tres  arbitraires  et  complètement  indépendants, 
helk;  elles  forment  donc  l'intégrale  générale  de  (4)? 
c'est-à-dire  la  congruence  des  lignes  de  force.  Mais  la 
courbe  (G)  engendre  une  surface  (S)  puisqu'elle  ne  dé- 
pend rpie  d'un  paramètre;  pour  cbaque  valeur  de  k, 
les  courbes  homotbétiques  à  (C)  engendrent  des  sur- 
faces homothéliques  de  S  par  rapporta  l'origine.  Donc 
toutes  les  lignes  de  force  peuvent  être  assemblées  de 
fiiçon  à  former,  une  famille  de  surfaces  homothétiques 
enlre  elles  par  rapport  à  l'origine.  Il  est  presque  évi- 
dent d'ailleurs  que  ce  groupement  peut  être  fait  d'une 
infinité  de  manières  difTérenles;  car  soit 

u{x,y,z)=:a,         v(x,y,z)  =  b 

l'intégrale  générale  de  (4);  il  suffît  d'établir  une  rela- 
tion quelconque  entre  6  et  a  pour  obtenir  une  courbe 
à  un  seul  paramètre  satisfaisant  aux  équations  (4)- 
Nous  appellerons  pour  abréger  congruence  homothé- 
tique  une  telle  congruence. 

Prenons  l'équation  des  surfaces  de  niveau 

a  dx  -+-  3  dy  -i-  ^^  dz  =  o. 

Pour  qu'elle  ne  cliange  pas  quand  ^,  y,  ;,  deviennent 
kx^  ky^  kz,  il  faut  et  suffit  que  a,  |i,  y,  soient  homo- 
gènes et  de  même  degré.  Dans  ce  cas,  les  surfaces  de 
niveau  sont  liomolliéti(jues  par  rapport  à  l'origine. 
Donc  :  Si  les  lignes  de  force  d'un  champ  forment 
une  congruence  honiothétique  par  rapport  à  un 
point,  les  surfaces  de  niveau,  lorsqu'elles  existent, 
sont  homothétiques  par  rapport  au  même  point. 
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Ré(;i|)i()(|iiein(;nt,  soil  U  (x,y,  z)  une  foiiclion  ho- 
mogène; l'rquation 

UCa:,  y^  z)  =  A 
re|)ri''scnle  une  famille  de  surl.iccs  hom()lhéli(|U(;s  par 

,    i,       •     ■  ,  ,  .    .     .      0\J      ûV     (JL 

r;ii)|)f)t'l  a  I  origine.  Les  arrives  — ,  -— ,  — t   sont  aussi 
'  '  ^  d.v      dy     Oz 

homogènes,  el  les  Iim jecloiies  orthogonales  à  celle  fa- 
mille de  surfaces  élanl  <h''finies  par  les  éi|uali()ns 


dx 

_    dy 

dz 

dx 

dy 

iJZ 

les  trajectoires  orthogonales  il' une  Jainille  de  sur- 
faces koniolhétiques  par  rapport  à  un  point  for- 
ment une  congruence  honxotliétijjue  par  rapport  au 
même  point.  Par  conséquenl,  on  peiiL  assembler  ces 
lra|ecloires  orthogonales  d'une  infinité  de  manières  en 
surfaces,  qui  toutes  sont  orthogonales  aux  surfaces  de 
la  famille  donnée,  et  homothétiqiies  |)ar  rapport  au 
même  point  que  celles-ci. 

3.    Exemple.   Donnons  nous  les  cosinus  directeurs 


/^ 


y- 


.1/— ^+.^ 


M 


Y 


/ .T-  -+-  y- 


i|ui  sont  (les  loiiclions  liomogèiies  de  degré  zéro  en  x ., 
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y,  z.  Les  surfaces  de  niveau  oui  pour  équaliou 

—  dx  -t-  -^  dy  ^  z  dz  ^  o. 


La  condition  d'intégrabilité  est  vérifiée,  el  celte  équa- 
tion s'intègre  immédiatement  : 


y' 


^2=  X2. 


Gé  sont  des  ellipsoïdes  de  révolution  autour  de  O;, 
homothétiques  par  rapport  à  l'origine.  Les  lignes  de 
force  ont  pour  équations  : 


2  dx 


On  en  tire  facilement 


y 


dz_ 

z 


y 


=  a, 


l^renons  par  exemple  h^=a\  nous  isolons  ainsi  dans 
la  congruence  une  courbe  à  un  paramètre  qui  engendre 
le  cylindre  parabolique  y- =  :;  ;  tous  les  cylindres  pa- 
raboliques liomolhétiques  :  {ky)-  =  kz  sont  orthogo- 
naux aux  ellipsoïdes  de  niveau  (il  est  facile  de  le  véri- 
fier directement). 

Il  en  est  de  même  des  cylindres  paraboliques  homo- 
thétiques (kx)-  =  kz. 

Si  l'on  pose  b  =  i  -f-  a,  on  trouve  des  surfaces  homo- 
ihétiques  au  paraboloïde  de  révolution  autour  de  Oz  : 
z=x--\-v-',  b=i  — a,  des  paraboloïdes  hyperbo- 
liques homothétiques  à  z  =  x-  — ■  }'-  ;  etc. 

Toutes  ces  surfaces  sont  orthogonales  aux  ellipsoïdes 
de  niveau. 
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SliU  OLi^LQlbS  Tiil^OllEUBS  DE  GEOMÉTitlK  ELE\IK\TAIIti:; 

Pak  m.  V.  THÉBAULT, 

Professeur  à  l'Ecolt;  primai le  supérieure  d'Ernée  (Mayenne). 


I.    —    Droites  et   points   remauquables   du   triangle. 

i"  Kappeloiis  le  llicoicrïic  bien  connu  relaliveinenl 
au  (juadiHalère  eoinpiel: 

Les  cercles  décrits  sur  les  diagonales  d'un  qua- 
drilatère complet  comme  diamètres  ont  même  axe 
radical. 

Pi'oposons -nous  d'en  tirer  quelques  projiiiélés  inté- 
ressantes (\w  lrian<;le. 

Voici  d'abord  un  lliéorème  (|ui  n'est  autre  que  le 
précédent  sous  un  énoncé  v\n  peu  différent  : 

On  coupe  les  côtés  d'un  triangle  ABC  par  une 
transversale  quelconque,  laquelle  rencontre  les 
cotés  HA,  AC,  CB  en  D,  li,  F.  Les  cercles  de  dia- 
mètres BE,  CD  et  A  F  ont  même  axe  radical. 

Assujettissons  la  transversale  à  passer  par  le  centre  O 
du  cercle  circonscrit  au  triaiij^le  ABC.  JNous  obtenons 
les  propriétés  suivantes: 

Les  circonférences  de  diamètres  BF,  CU  et  AF  se 
coupentd'  une  part  sur  le  cercle  circonscrit  O,  d' autre 
part  sur  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC, 
en  un  point  K.  Leur  axe  radical  passe  par  V ortho- 
centre  H  du  triangle. 


(  '^'1'^  ) 

Si  des  points  D,  E,  on  abaisse  les  perpendicu- 
lairesDD'  etEE'  sur  CA  elMA;  si  des  points  D,  F,E,F, 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  CA  et  CB,  BA 
et  CB,  les  droites  E'D',  F'E",  D"F'  se  coupent  au 
point  K. 

De  plus,  ces  trois  droites  passent  par  les  milieux 
des  segments  AH,  BH,  CH. 

La  droite  qui  j<^dnl  les  orihocentres  des  cjuatre 
triangles  formés  par  les  côtés  du  triangle  et  la 
transversale  passe  encore  en  K. 

On  tire  alors  le  cas  particulier  suivant  : 

Quand  la  transversale  est  la  ligne  des  centres  des 
cercles  inscrit  et  circonscrit  au  triangle,  le  point  K 
devient  le  point  de  Feuerbach. 

Ainsi,  on  a  cinq  cercles  qui  passent  au  point  de 
Feuerbach  et  cinq  points  en  ligne  droite. 

2"   Le  théorème  suivant  est  également  connu  : 

On  coupe  les  côtés  d'un  triangle  ABC  par  une 
transversale  DEF  et  de  A,  B,  C,  on  mène  les  perpen- 
diculaires sur  DEF,  Aa,  B6,  Ce.  Puis  de  a,  b,  c,  on 
abaisse  les  perpendiculaires  sur  BC,  CA  et  AB.  Ces 
droites  se  coupent  en  un  même  point  K.  Pour  une 
même  transversale,  ce  point  est  celui  du  i'^. 

Le  cas  particulier  suivant,  moins  connu  peul-êlre, 
mérite  l'attention  : 

Quand  la  transversale  passe  en  O,  centre  du  cercle 
circonscrit,  le  point  K  décrit  le  cercle  des  neuf  points 
dn  triangle. 

Soient  {Jig.  i)  w  et  to'  les  cercles  précédents  du  i" 
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et  les  perpendiculaires  B6,  bh' ,  Ce,  ce'.  D'après  le  i" 
les  cercles  oj  et  w'  se  coupenl  sur  D'E'. 


Je  dis  que  les  perpendiculaires  bb\cc\  par  exemple, 
passent  en  K. 

En  effet,  prouvons  que  K^est  perpendiculaire  à  CA, 
c'est-à-dire  parallèle  à  DD'. 

Or 


K'Kè=:E'E6  (même  mesure) 

=  E'D'D  (dans  le  quadrilatère  inscrit  DE' D'E). 

bb'  est  donc  perpendiculaire  à  (]A 

Un  raisonnement  analogue  concerne  les  perpendi- 
culaires ad  et  ce' . 

Joignons  K13'  et  abaissons  B'^  perpendiculaire  sur 
DEF,  B'  étant  le  pied  de  la  hauteur  BB'. 

Le    quadrilatère    B6KB'  étant    inscriptible,   est    un 
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trapèze  isoscèle  et 

KB'h  =  M5B'=  BB  3. 
D'où  les  propriétés  remarquables  suivantes  : 

Les  distances  du  point  K  aux  pieds  des  hauteurs 
du  triangle  égalent  respectivement  les  distances  des 
sommets  à  la  transversale. 

Les  distances  de  K  aux  sommets  du  triangle  sont 
égales  aux  distances  respectives  des  pieds  des  hau- 
teurs aux  projections  des  sommets  sur  la  transver- 
sale. 

Enfin  la  droite  ^'Y^,  par  exemple,  qui  joint  le  pied 
de  la  hauteur  BB'  à  K,  est  symétrique  de  la  perpen- 
diculaire B^  sur  la  transversale^  ou  inversement  la 
symétrique  de  B'|j  par  rapport  à  la  hauteur  BB' 
passe  par  K. 

On  remarque  aussi  que  le  quadrilatère  DC  KC  étant 

inscriptible,  DK.  est  perpendiculaire  sur  CK  ;  de  même 

\y  \/ 

CDc  =  CKc;  etc. 

Traçons  le  cercle  d'Eiiler  du  triangle  ABC  et  menons 
RQ  parallèle  à  CA;  le  triangle  formé  par  les  milieux 
des  côtés  de  ABC  est  mnp. 

Gomme  B'K=:mQ,  ;n  Iv  et  mQ  sont  symétriques 

par  rapport  à  la  bissfclrice  de  l'angle /?/«/i. 

/\ 

Alors  mi)  donne  la  direction  des  diamètres  de  la 
parabole  tangente  aux  côtés  du  triangle  mnp  et  qui 
a  Ys.  pour  foyer.  Ces  diamètres  sont  donc  perpendi- 
culaires à  DEF. 

Comme  le  centre  O  du  cercle  circonscrit  à  \B(Z  est 


I 
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Vorlhocentrede  innp,  la  transversale  est  la  directrice 
de  la  parabole. 

Dans  le  cas  plus  particulier  encore  où  la  transversale 
est  la  ligne  des  centres  des  cercles  inscrit  et  circonscrit, 
te  point  K  devient  le  point  de  Feuerbach  es. 

Alors   les  distances  du  point  de  Feuerbach  aux 
pieds  des  hauteurs  d\in  triangle  égalent  respecti- 
vement les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  ' 
sur  la  droite  01. 

Les  distances  du  point  de  Feuerbach  aux  sommets 
du  triangle  sont  égales  respectivement  aux  distances 
des  pieds  des  hauteurs  aux  projections  des  sommets 
sur  la  droite  01. 

La  symétrique  de  B''i,  par  exemple^  par  rapport  à 
la  hauteur  BB',  est  perpendiculaire  à  Ol,  ou  inver- 
sement la  symétrique  de  la  perpendiculaire  B'[i  à  01 
par  rapport  à  la  hauteur  BB',  passe  au  point  de 
Feuerbach. 

Ce  cas  particulier  a  été  donné  par  Mannheim,  Nou- 
velles Annales.,  janvier  1907. 

De  plus,  le  point  de  Feuerbach  et  ladroile  01  sont 
le  foyer  et  la  directrice  d' une  parabole  tangente 
aux  côtés  du  triangle  mnp. 

Ce  cas  particulitM-  a  été  démontré  en  igofi  dans  les 
Nouvelles  Annales{\).  5 1  o)  par  un  articledeM.  Bouvaist. 

Bevenoiis  au  cas  général  de  tout  à  l'heure. 

Les  centres  des  cercles  (o  et  w'  sont  sur  les  côtés  np 
et  mn.  Les  points  d'intersection  de  K/>,  Kc  avec  ces 
côtés  déterminent  la  droite  de  Simson  LL'  du  point  K 
par  rapport  au  triangle  mnp. 

D'ailleurs  L  et  L'  sont  milieux  de  RA  et  Rc. 

Donc  la  droite  de  Simson  du  point  1\.  par  rapport 
au  triangle  mnp  est  parallèle  à  la  transversale. 
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M.  Ch.  Michel,  professeur  au  Lvcée  SaiuL-Louis,  a 
énoncé  en  1904  {Bulletin  de  Mathématiques  élémen- 
taires) le  cas   particulier  correspondant  à  la  transver- 
sale 01: 

La  droite  de  Simson  du  point  de  Feuerbach  rela- 
tive an  triangle  mnp^  est  parallèle  à  la  droite  OI. 

Enfin  signalons  encore  les  propriétés  suivantes  qui 
apparaissent  cl'elles-mên)es  dans  ce  qui  précède  : 

Soient  un  point  K  sur  une  circonférence  et  un 
triangle  inscrit  mnp.  On  projette  K  sur  les  côtés 
mn  et  np^  en  LL'.  La  projection  du  troisième  côté 
nip  sur  LL'  est  égale  à  LL'. 

La  droite  qui  joint  le  point  de  Feuerbach  à  l'or- 
thocentre  d'un  triangle  est  la  directrice  de  la  para- 
bole tangente  aux  côtés  du  triangle  ei  à  la  droite  OL 

Si  le  point  de  Feuerbach  est  sur  une  hauteur  d'un 
triangle,  la  droite  01  est  parallèle  à  V  un  des  côtés, 
et  réciproquement. 

IL  —  Ck.rci.es  remarquables  dl  tria»gle. 

Il  existe  quelques  cercles  du  triangle,  que  nous 
n'avons  pas  encore  eu  l'occasion  de  rencontrer. 

1°  Quand  on  décrit  des  pieds  des  hauteurs  d'un 
triangle  ABC  comme  centres,  des  cercles  de  même 
rayon,  ils  coupent  les  côtés  du  triangle  formé  en 
joignant  les  milieux  des  côtés  de  ABC,  en  six  points 
concy  cliques. 

Soient  ABC  le  triangle  donné,  MNP  celui  qui  est 
formé  en  joignant  les  milieux  des  côtés  du  premier;  des 
pieds   des  hauteurs  D,  E,  F,   décrivons  des  ciiconfé- 
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reiices  de  rayon  R',  lesquelles  coupent  les  cùlés  de  MNP 
en  G,  Q,  K,  L,  R,  S. 

Les  qualre  points  G,  Q,  K,  L,  j)ar  exemple,  soiil  sur 
un  cercle.  En  efiel,  w  étant  le  milieu  de  GQ, 


GM.MQ  =  Go 

=    R'2  -ivÎD'=   R'-^  —  (— ) 


Mw    =  GD   —  (  Dw   -4-  M 
AB 

2 


On  a  aussi 

KM.lML  =  R'2-MË'=  R'2-  (  —  )' ■ 

\   "^   / 

c.    Q.    F.    n. 

Par  un  raisonnement  analogue  on  établit  cpie  H,  G, 
R,  S  sont  sur  le  cercle  précédent.  Le  centre  de  ce  cercle 
est  l'orlhocentre  H  du  triangle  ABC. 

Calculons  son  rajon  p.  On  a  successivement,  en 
appelant  R  le  rajon  du  cercle  ABC, 


or 

mais 
c2=  ÂÏÏ 


R'2  -  —  =  AIG.MQ  =  o2_  MH2: 

4  ' 


2MH'  +  _  =  AH  +BH; 


BH    +  2EH.BH  =  AH 
Alors  finalement 


BH 


R2— OH 


a2  -h  fA 


p2=   R'2^_4R2_ 

z 

(I^e  lecleur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Cas  particulier.  —  Le  cas  où  R'z=R  est  particu- 
lièrement intéressant,  nous  le  retrouverons  tout  à 
l'heure 

p2  =  5  R- 


(  ^78  ) 
2°  Des  pieds    des   hauteurs   d'un  triangle    \BG 
comme  centres,  on  décrit  des  circonférences  passant 
par  le  centre  du  cercle  circonscrit;  elles  coupent  les 
côtés  du  triangle  en  six  points  concyclicjues. 

Soient  ABC  le  triangle  Aox\né{Jig.  i)e\.a.a\  b^  b\c^c' 
Fig.  2. 


les  six  points  obtenus  avec  les  circonférences  D,  E,  F, 
passant  en  O. 

Je  (lis  que  ces  six  points  sont  sur  une  circonfrrence 
de  centre  H.  En  effet,  le  triangle  rectangle  HDa  donne 


d'où 


'Ha=HD'  — Da    =  HD' -t- O 


Oa=  —  =  HE'; 

2 


Ha    =  HD   4- HE'    +aD 


aD 


en  appelant  E'  le  milieu  de  AH. 

Ajoutons  et  retranchons  AH.  AD  an  deuxième 
membre  de  l'égalité  précédente  et  remarquons  que  a  E' 
est  le  diamètre  du  cercle  des  neuf  points  de    ABC,  il 
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vient  finalenienl 


lia    =  R*— AH.HD. 


On  a  de  même 

ÏÏ6'=  R2— BH.HK;  ÏÏ7' =  R^— GH  . HF, 

c'est-à-dire 


na  =  Hb=Hc. 


puisque 


AH.HD  =  BII.HE  =  GH.HF  = 


R2— OH 


Les  points  a,  a',  h,  h',  c,  c'  sont  sur  un  cercle  H  de 
rayon 

î  -f-   62  _,_   c2 


p2=    iRii  — 

z 

Ce  cercle,   prévu  dans  le  cas  particulier- du  i",  peut 
d'ailleurs  être  identifié  directement. 

Des  pieds  des  hauteurs D,  E,  F,  décrivons  des  cercles 

Fi?.  3. 


^J- 


de  rayon  R,  qui  coupent  les  côtés  du   triangle  a[jv  en 
six  points  concycliques. 
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Ce  cercle  contient  aussi  les  six  points  a,  a\  6,  b' ,  c,  c' 
et  l'on  obtient  ainsi  '/ouze  points  du  triangle  concy- 
cliques. 

En  eftel,  il  suffit  de  prouver  par  exemple  que 
Pa.aQ  =  ai.-xa' . 

Soit  (.0  le  point  où  CF  coupe  ay. 
On  a  successivement 

Pa.aQ  =  F^"  — 0^'=  PF^— (P^^-hi^^  ) 

=  pf'  — f^"=ôg'  — ^' 

=         0  a  =;  aa.aa'. 

c.     Q.     F.     D. 

Remarque.  —  Appelons  ce  le  point  de  Feuerbacli 
relatif  au  triangle  ABC,  dont  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit est  O,  l'orthocentre  H  et  le  centre  du  cercle 
des  neuf  points  o). 

On  a  alors 

—  2       — î          — 2        OH 
çO    -htpH    =2<pio    -\ ; 


d'où  l'on  tire 


Le  rayon  précédent  p  est  l'hjpoténuse  d'un  triangle 
rectangle  de  côtés  ccO  et  oH.  Si  sur  oH  on  élève  une 
perpendiculaire  '.pK.  =  <pK- =  cpO,  les  points  K  et  K' 
sont  sur  le  cercle  H  précédent. 

Finalement  le  cercle  H  de  rayon  p  contient  qua- 
torze points  remarquables  du  triangle. 

3     Des    milieux    des    côtés    d' un    triangle    ABC 
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comme  centres^  on  décrit  des  circonférences  pasaanl 
par  Vorlhocenlre.  Elles  coupent  tes  côtés  du  triangle 
en  six  points  concy cliques. 

Soient  le  Iriangle  ABGel  les  six  poinlsa,  a',  b.  ^',  ^,  c' . 
Je  dis  (ju'ils  sont  sui-  un  cercle. 

Dans  le  triangle  rectangle  Oaa  {^Jig-  3),  on  a 


2         2  2         2         2  — î  OU 

Oa    =0a    -haa    =0a    -t-otH    ^îaoj    -! 


=  congt. 


R  étant  le  rajon  du  cercle  O  et  w  le  centre  du  cercle 
des  neuf  points. 

Pour  la  même  raison 

2  *>  ■'  n'i  -A-  A2  -1-   /^2 


Le  cercle  O  obtenu  est  égal  au  cercle  H  de  rajon  p. 

Remarque.  —  D'a[)rès  la  remarque  précédente,   si 
l'on  élève  une  perpendiculaire 

cpK  =  «pK'=<pH 

sur  '^O,  K.  et  K-'  sont  sur  le  cercle  O. 

Et  ce  cercle  O  contient  huit  points  remarquables 
du  trianisle. 
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[S2a] 

Sl!R  LK  THÉORÈME   DE  EAGHWGE   E\  IIVDItOnYVAMIOLE 

Par  m.  h.  VILLAT. 


On  sait  que  le  ihéorème  de  Lagrange  relatif  au 
mouvement  des  fluides  parfaits  est  ainsi  couçu  : 

Supposons  que  dans  le  fluide  en  mouvement  il 
existe  un  potentiel  uniforme  Q{x,  y,  5,  t)  pour  les 
accélérations.  Dans  ces  conditions,  si  les  tourbillons 
sont  nuls  à  un  instant  déterminé  t  =  o,  ils  seront 
nuls  à  tout  instant  t. 

La  démonstration  suivante,  presque  intuitive,  et  que 
je  ciois  nouvelle,  présente  peut-être  quelque  intérél. 

Prenons  les  variables  de  Lagrange.  Soient  a,  b,  c, 
les  coordonnés  initiales  d'un  élément  fluide  à  l'instant 
t  =  o'^  soient 

X  =f{a,b,  c,  t),         y  =  g(a,/j,c,  t),         z  ^  h{a,b,c,t) 

les  coordonnées  du  même  élément  à  l'instant  t. 

Désignons  enfin  pai-  u,  r,  w  les  projections  de  la 
vitesse  de  cet  élément  au  même  instant  t.  On  sait 
qu'on  a  pendant  toute  la  durée  du  mouvement 

du  _  dQ  dv  _  àq  dw  _  dq 

^'^  Hi^dx'  di  ~  ây'  W  ~ 'dz 

(cf.  Appell,  Mécanique  rationnelle,  t.  III,  n"  729). 
Ceci  posé,  dire  que  les  tourbillons  sont  nuls  à  l'ins- 
tant  t  est    éf|uivalent    à   la  condition  suivante  :  à  cet 
instant,  pour  toute  ligne  L  fermée  prise  dans  le  fluide, 
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l'inlégrale 

J  =  I  t(  dx  -\-  V  dj  -^  w  dz 

est  mille. 

Soit  Lq  lii  position  de  la  ligne  (liiidc  L,  dont  on  suivra 
l;i  défornialion  avec  le  lem|»s,  à  l'instanl  ^  =  o.  Par 
hypolhèse,  l'intégrale  précédente  est  nulle  pour  t  ^  o 
quelle  (|ue  soit  la  ligne  Lq  fermée  considérée  à  cet 
instant  dans  le  lluide. 

Appelons  s  un  paramètre  propie  à  fixer  la  position 
du  point  (abc)  sur  la  ligne  Lo,  et  variant  de  zéro  à  S 
lorsque  ce  point  décrit  cette  ligne  en  entier.  Par 
exenijjle  s  seia  l'arc  de  la  courbe  Lq  compté  à  partir  d'une 
origine  arbitraire,  et  S  sera  la  longueur  de  la  courbe 
loul  entière.  (  )uand  s  vai'iera  de  zéro  a  S  le  point  (xyz) 
décrira  la  ligne  fluide  fermée  L.  Nous  désignerons 
par  x'^ ,  jKç ,  z',.  les  dérivées  de  x,  y,  z,  par  rapport  au 
paramètre  s,  dont  ils  sont  fonctions  par  l'internK-diaire 
de  a,  b,  c. 

On  peut  alors  écrire 


•^0 


)  ds. 


Nous  allons  (aire  v()ir(|ue  la  dérivée  -j-  de  J,  par  rap- 
port au  temps,  est  toujours  nulle.  H  en  résultera  que 
l'intégrale  J  géra  constante,  et  par  suite  qu'elle  sera 
toujours  nulle,  puisqu'elle  est  nulle  pour  /  ^  o.  Le 
théorème  de  l^agrange  sera  alors  démontré. 

On  a 

,    ,  (fi  Cl  du     ,        dv     ,        div    ,  \     , 

^'■^        ^^   i  \-di''^~^dJ^^^-dr'0'^' 


r^  /     dx',  rfr  dz',\    , 

X     \      dl  dt  dl  I 
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Mais  il  vient,  d'après  (i), 


fl  du     ,       dv     ,       dw    ,  \    , 


Puis  on  peut  écrire 


et  de  niêine 


dx'g         à  I  dx  \        du 
~dt    ~  ds\'dt/  ~~  ds  ' 

dy's  ^  àv 
dt         Os 
dz'^        div 
dt   ~   ds  ' 


Par  suite,  il  vient 

'     '     dx'  dy'  dz 


C  /     dx' 

r%      dx',     ,       dy', 

r^ /  du        dv  àw\  ,      1  r  ^      ,       ,1^ 

I      i  u  —    -t-  (•  —     -t-  iv  — —  ]  ds  =  -\  u-  -r-  V-  -^  w^  \    =  o. 
1      \     'fs  ds  ds  J  iL  J„ 


dt 

dz', 
dt 


En  revenant  à  (2),  on  voit  bien  qu'on  a  -^  =  o,  et  le 
théorème  est  démontré. 
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ltll{UO(il(AIMIII': 


Exercices  de  Géométrie  DESCRri'ïivE,  par  F.-G.  M. 
(4.®  édition)  i  volume  in-8  de  x-iogg  pagts;  chez 
Marne,  à  Tours. 

Ce  Livre,  qui  a  flù  demander  un  travail  considc-rable,  paraît 
bien  être  le  recueil  le  plus  étendu  d'exercices  de  Géométrie 
descriptive  publié  jusqu'à  ce  jour.  C'est  même  moins  un 
recueil  d'exercices  qu'un  traité  se  suffisant  à  lui-même  .  toutes 
les  définitions,  toutes  les  constructions  fondamentales,  toutes 
les  méthodes  générales  s'y  trouvent  en  effet  rajipelées  avec 
soin;  seulement  la  plus  grande  partie  du  Livre  est  consacrée 
à  des  applications,  et  c'est  ce  qui  lui  vaut  son  litre. 

L'Ouvrage  est  si  volumineux  qu'il  serait  impossible  d'en 
donner  un  résumé  un  peu  fidèle.  Disons  seulement  que  les 
questions  les  plus  diverses  y  sont  étudiées,  et  qu'elles  pré- 
sentent les  difficultés  les  plus  variées  :  il  y  a  des  problèmes 
élémentaires,  des  problèmes  portant  sur  le  programme  de 
la  classe  de  Mathématiques  Spéciales,  et  même  des  problèmes 
qui  dépassent  ce  dernier,  par  exemple  des  constructions  rela- 
tives aux  surfaces  hélicoïdales,  à  la  surface  des  ondes,  etc. 

Ajoutons  enfin  que  le  Livre  est  très  riche  en  détails  de 
Géométrie  pure,  et  que  ce  n'est  pas  là  son  moindre  attrait. 
Les  combinaisons  si  nombreuses  auxquelles  donne  lieu  l'inter- 
section des  surfaces  sont  l'occasion  dune  foule  de  notes  et  de 
commentaires  du  plus  haut  intérêt  sur  des  courbes  algébriques 
et  transcendantes  de  toute  sorte.  Les  renseignements  biblio- 
graphiques abondent  aussi. 

I  'Ouvrage  est  certes  un  peu  toulfu,  et  ne  devra  pas  être 
mis  sans  discernement  entre  les  mains  des  débutants  (c'est 
d'ailleurs,  si  je  ne  me  trompe,  un  <(  Livre  de  Maître  »,  dans  la 
série  de  Volumes  à  laquelle  il  appartient  i.  Mais  il  est  éminem- 
Miont    propre    a    donner   idée   de   la   prodigieuse   richesse   des 
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formes  géométriques,  et,  consulté  par  des  élèves  déjà  d'une 
certaine  force,  il  contribuera  certainement  à  développer  en 
eux  le  goût  de  la  Science.  R.  B. 


SOLLTIO.VS  DE  OLESTIO.XS  PROPOSEES. 


2126 

I  1909.   p.    I'j2.  I 


Soient  a,  b,  c,  d  les  points  de  Frégier  situés  sur  les 
normales  PA,  PB,  PC,  PD,  menées  du  point  P  à  une  co- 
nique (C). 

L'hyperbole  équilatère  passant  par  a,  b,  c,  d  rencontre 
la  conique  (C)  en  quatre  points  A',  B',  C,  D',  où  les  nor- 
males à  la  conique  fC)  sont  concourantes  en  un  point  P'. 
Les  points  de  Frégier  a',  b' .  c',  d'  situés  sur  les  normales 
P'A',  P'B',  P'C,  P'D'  sont  sur  l'hyperbole  d'Apollonius 
relative  à  P. 

(  Georges  Gu>v.) 

SOLLTION, 
Par  M.  E.-N.  Barisien. 

Supposons  que  la  conique  donnée  est  lellipse 
b^x"^-^  a^y^—  a^b^-=  o. 

Soient  (Xi^yi),  (a-,,^?),  (373,^^3),  {Xi,y-^)  les  coordonnées 
de  A,  B,  C,  D;  (a,  ^)  celles  de  P:  (^,',  jk'i  \  (^'i-,y'i),  (^'3)^3), 
{x\,y\)  le?,  coordonnées  d©  A',  B',  G,  D';  (Xj,  Y,),  (X*,  Y2), 
(X3,  Y3),  (X4,  Y;,)  les  coordonnées  des  points  de  Frégier 
relatifs  à  A,  B.  C,  D;  (X',,  Y',  ),  rX;,Y'j).  (X'j.Y'g),  (\\,X\) 
les  coordonnées  des  points  de  Frégier  a',  b',c\d'. 

On  sait  que  les  coordonnées  du  point  de  Frégier  a  sont,  en 
fonction  de  celles  de  A, 


(  287  ) 

L'hyperbole  trApolloiiius  relative  à   I*  a  pour  équation 

(2)  c^xj^-hb^^x —  a'-7.y  =  o. 
On  a  donc 

(3)  c'^Xiyi-h  b^[ixi — a-'xyi—o. 

Mais  de  (i)  on  tire 

(  «2  4-  62  )  ^. 


(a- -h  b') 
x,  =  X 


^i-,      y\=- 


V,. 


Ces  valeurs  étant  substituées  dans  1  3  ),  il  en  résulte 
(a-^-f-62)X,Yi— 62px,-  a'^aY,  =  o. 

Donc,  chacun  des  quatre  points   tels  que  (Xj,  Y])  est  situé 
sur  l'hyperbole  éqnilatère 


(4j 


(  a"-  +  62  j  X  Y  -  b"'  3  X  —  «2  a  Y  :=.  o. 


Cette  liyperbole  peut  être  assimilée  à  une  iiyperbole  d'Apol- 
lonius relative  à  un  point  l*'(5t',  3'j,  dont  l'équation  est 

(5)  C2XY  + 62p'X  — a2a' Y  =  0. 

En  effet,  si  l'on  identifie  (4)  et  (5),  il  vient 

ci        _  _^  _  a' 

a2-t-62  ~  iry  ~  7' 

Les   coordonnées   du    jioint    P'    sont   donc,  en    fonction  de 
celles  de  \\ 


((i) 


P'  =  - 


«2  4-62  r  a^-i-  b^ 

On  a  piiur  un  point  ix\,y\  ),  d'après  (5), 
(7)  c2j;',^;-t-62[3'a7'i  ~a^x'y\  =0. 

Or, 


X',  = 


a-  -+-  b- 
(a2+62)X', 


y'i  =  — 


a- 

(rt2  4-62)Y', 
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En  portant  ces  valeurs  dan*  (-),  celte   équation  devient 

(8)  (a'-H-  62)2X',  Y'i  — è2c2^X',  +  a^c^aY',  =  o. 

Ceci  montre  que  les  points  a',  h\  c',  d'  sont  situés  sur  l'hy- 
perbole 

(9)  (a^-f-  è2j2X'Y' —  b''- c"- 'i>\' -^  a^c^-aY'  =  o. 

Ce  n'est  pas  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  à  P,  comme 
le  dit  l'énoncé.  Mais  on  peut  l'identifier  avec  l'hyperbole 
d'Apollonius  relative  à  un  point  P"(a",  ji'; 

(10)  c2X'Y'^è2;î"X'— a2a"Y'=o, 

ce  qui  donne 

c2  3"  —  a" 


(a2-r-62)2        —  c^Û         c^a 

Donc  l'hyperbole  (g;  rencontre  l'ellipse  en  quatre  points  A", 
B",  C",  D"  où  les  normales  à  l'ellipse  sont  concourantes  en  F'", 
dont  les  coordonnées  sont 


^": 


~       (ai-T-b^y^  ^  (a2+62)2 

Autre  solution  par  M.  Bouvaist. 


\OTE 


La  question  2152  que  contient  le  dernier  numéro  des 
Nouvelles  Annales,  a  déjà  été  proposée  dans  le  même  recueil 
par  M.  d'Ocagne,  sous  le  n"  1968  H'  série,  t.  III.  p.  144)  et 
résolue,  même  Tome,  p.  238. 


(  289  ) 


[03e] 

SLft  i;\LIJIRfi  ÏÏIM  COIKBE; 

Par  m.  R.  ALEZAIS. 


I 


Ce  qu'il  y  a  d'essentiel  dans  celte  question  est  bien 
connu  et  se  trouve  clairement  exposé  dans  nombre 
d'ouvrages  ;  mais,  pour  caractériser  l'allure,  on  est 
amené  à  faire  certaines  conventions,  et  tous  les  auteurs 
ne  font  pas  les  mêmes.  Mon  but,  dans  cette  Note,  est  de 
rapprocber  et  de  comparer  ces  ditlerentes  manières  de 
procéder.  Comme  je  ne  me  propose  pas  de  refaire  la 
théorie,  je  me  contenterai  de  rappeler  sommairement 
l'état  de  la  question,  et  je  ne  considérerai  que  le  cas 
d'un  arc  de  courbe  sans  point  singulier  ni  point  sta- 
tionnaire. 

Quand  une  courbe  n'est  pas  plane,  un  quelconque 
de  ses  arcs  MM'  n'est  pas  tout  entier  dans  le  plan  oscu- 
lateur  à  l'une  de  ses  extrémités  M;  si  les  conditions 
voulues  de  continuité  sont  réalisées  et  si  l'arc  est  suffi- 
samment petit,  le  point  qui  parcourt  l'arc  de  M  en  M' 
va  toujours  en  s'éloignant  du  plan  osculaleur  en  M, 
mais  il  peut  s'éloigner  d'un  côté  ou  de  I  autre,  et  ainsi 
l'arc  peut  alTecter  deux  formes.  (7est  cette  manière 
d'être,  susceptible  de  deux  déterminations  et  de  deux 
seulement,  qui  s'appelle  l'allure  de  l'aie  de  courbe. 

En  deliors  de  toute  convention,  on  peut  caractériser 
lallure  par  le  sens  dans  lequel  un  observateur  placé  à 
l'une  des  extrémités  de  l'arc  voit  tourner  la  binormale 
quand  le  point  se  rapproche  de  lui  en  parcourant  l'arc. 
Il  est  facile  de  se  rendre  compte  que  l'apparence    ne 
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change  pas  quand  l'observaleiir  se  place  successivemen  L 
aux  deux  extrémités  de  l'arc;  on  pourra  donc  définir 
l'allure  d'un  arc  très  petit  en  disant  qu'un  observateur 
placé  à  l'une  de  ses  extrémités  voit  tourner  la  binor- 
male  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre  ou  en 
sens  inverse  des  aiguilles  d'une  montre  quand  le  point 
se  rapproche  de  lui  en  suivant  l'arc  ('). 

Il  est  d'usage  d'appliquer  aux  deux  allures  les  mots 
dextrorsum  et  sinistrorsum  ;  mais  ici  commence  la 
divergence.  Des  deux  manières  de  faire  correspondre 
les  deux  mots  aux  deux  allures,  Tune,  d'après 
M.  V.  Mangoldt  [Encyklopâdie  der  Math.  Wissen- 
schaften,  llf,  D.  1,2.  Note  180),  est  d'usage  et) 
technique  et  l'autre  en  botanique,  mais  les  mathéma- 
ticiens ne  sont  pas  d'accord. 

Pour  les  botanistes  l'arc  est  dextrorsum  si  la  binor- 
male  s'avance  vers  l'observateur  en  tournant  dans  le 
sens  des  aiguilles  d'une  montre,  sinistrorsum  quand 
elle  s'avance  en  tournant  en  sens  inverse.  C'est  le  con- 

Fig.  I. 


Spire  rl'hélice  dextoi'sum. 
Usage  de  la  Botanique.   Usage  de  la  Physique. 

traire  en  technique  et  aussi  en  physique.  J'a|ipellerai 
les  deux  usages  l'usage  de  la  Botanique  et  V usage 
de  la  Physique. 


(')   Cf.  De  la  V.vllék  Poussin,  Couis  d'Analyse,  l.l,  p.  281. 
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La  figure,  où  je  suppose  que  les  cylindres  tournent 
vers  l'observateur  leur  convexité,  applique  ces  déno- 
minations à  une  spire  d'hélice. 

Soient  M  un  point  de  la  courbe  ;  x,  y,  z  ses  coordon- 
nées exprimées  en  fonction  d'un  paramètre  ;  Mt  la 
tangente  en  M  piise  dans  un  sens  déterminé  arbitraire; 
je  supposerai  que  c'est  le  sens  où  le  paramètre  croît  ; 
MN  la  normale  principale  dirigée  vers  le  centre  de 
courbure  et  MB  la  binormale  choisie  de  manière  que  le 
trièdre  M/XB  soit  orienté  comme  le  Irièdre  de  réfé- 

Fig.  2. 

B 


N* 


rence  Oxyz.  J'appellerai  positives  par  rapport  à  un 
trièdre  quelconque  Oxyz^  les  rotations  qui  amènent 
Ox  sur  Oy,  Oy  sur  Oz,  Oz  sur  Ox.  Dans  ces  condi- 
tions, la  rotation  de  la  binormale,  dont  j'ai  parlé  plus 
haut  et  qu'on  peut  considérer  comme  une  rotation 
instantanée  autour  de  la  tangente  en  M,  sera  positive 
ou  négative  par  rapport  au  trièdre  M^NB  suivant  que 
le  déterminant  des  points  slationnaires 


A  = 


7 

y 

y" 


(fpii  n'est  pas  nul  par  hypothèse)  sera  lui-même  positif 
ou  négatif.  Ou  se  rend  compte  de  ceci  en  remarquant 
dabord  que  A  est  la  limite  pour  /?,  =  /lo  =  A3  =0  de 
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,.,,',    ,  en  posant 

i     X      y       z 
_      \     xi     y^     Zi 

I        Xi      JKo        ^2 
I        ^3      J'3       ^Z 

el  en  supposant  que.  x.^  y,  z  correspondant  à  la  valeur  f 
du  paramètre,  (.r, ,  r, ,  :;,  ),  (^2,^^2,-2),  (^3,^3,^3) 
sont  trois  points  de  la  courbe  correspondant  aux 
valeurs  t-i-/ii,  t  ^  ht -{- ho,  /  H- A|  H- Ao  + /'s  avec 
/^^,  Ao,  /'a  positifs  et  très  petits.  Il  n'y  a  plus  ensuite 
qu'à  transporter  Oxj)^  ::  sur  ^J/ÎXB.  Les  deux  Irièdres 
avant  même  orientation.  A,  n'aura  pas  changé  de 
signe  ;  il  aura  d'ailleurs  pris  la  forme 


I      0 

0 

0 

I        Xi 

0 

0 

I      x^ 

y-2 

0 

I       X:i 

73 

23 

avec  Xf  et  j'o  positifs.  A,  est  maintenant  du  signe 
de  z-i^  or  z^  positif  correspond  manifestement  à  une 
rolalion  positive  de  la  binormale  autour  de  la  tangente. 

Le  signe  de  A  est  donc  intimement  lié  au  sens  de  la 
rolalion  qui  nous  a  servi  à  définir  l'allure.  Toutefois, 
il  s'est  agi  dans  celte  définition  de  l'aspect  qu'offre 
celte  rotation  à  un  observateur  placé  dans  une  position 
parliculière  ;  or.  cet  aspect,  pour  uner()tation  de  signe 
déterminé,  change  avec  l'orientation  des  axes.  Il  est 
dorîc  nécessaire  de  définir  cette  orientation. 

Je  dirai  avec  M.  K.t)eser  (^Journal  de  Crelle,  t.  1 13, 
Bcnierkungen  iibei'  dieFrenet-SerretschenFurnieln, 
\).  100)  que  le  trièdre  Oa:j^:;  esl  orxcnié  est-sud-zénith 
ou  ouesl-sud-zénith  suivant  que  Ox  se  dirige  vers  Test 
ou   vers  l'ouest,  quand  on  a  |)lacé  le  plan  zOy  dans  le 


l 
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méridien  avec  Oz  dirigé  vers  le  zéiiilli  et  Oy  dirigé  vers 
le  sud. 

Supposons  le  trièdre  est-sud-zénilh,  si  l'arc  MM'esl 
au-dessus  du  plan  osculaleur,  ce  qui,  nous  l'avons 
vu,  correspond  à  A>»o,  la  binormale  vue  de  M'  pa- 
raîtra tourner  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre, 
quand  le  point  décrivant  ira  de  M  en  M'.  Ceci  suffit  à 
établir  la  correspondance  suivante  entre  les  signes  de  A 
et  les  allures. 

Usage  de  la  Botanique. 

A>(..  A<o. 

Trièclre  cst-sud-zénith dextrorsum  sinistrorsuin 

Triéflre  ouest-sud-zénitli .  .  .      sinistrorsiim  dextrorsum 

Usage  de  la  Physique. 

A  >  o.  A  <  o. 

Trièdre  est-sud-zénith sinistrorsuni  dextrorsum 

Trièdre  ouesl-sud-zénith. .  .      dextrorsum  sinistrorsuni 


C'est  le   plus  souvent  d'après  le  signe  du  ravon  de 
torsion  T  que  l'on  caractérise  l'allure  ;  T  est  relié  à  A 


Fis. 


-^^(Vl 


et  aux  coelficienls  A.,  B,  C  du    plan  osculateur  par    la 
formule 


AT>o  : 

Dextroraum.     Sintstrorsum . 

\      I.  Botanique.       T  >>  o  T  <  «> 


Triedre  est-sud-zenilli .  .  .         ,,    nu     •  t^  ^  t- -. 

I      I  .  Physique.  .       T  <  o  1  >  <> 


rr.   • .  1  ,      .    ■  1      \     II-   Botanique. 

1  riedre  ouesl-sud-zenith.       ,,,     ^, 

/    H  .   Flivsif|iie.  . 


T<o  T  >.. 

T>o  T  <o 


AT  <o 


Dextrorxiini .     SinistrorsKiri . 


Triédie  est-sud-zénith  .  .  . 
Trièdre  ouest-sud-zénith. 


l    III.   Botanique.  T<o  T>o 

(  III'.   Pliysique. .  T>o  T<o 

\    IV.  Botanique.  T>o  T<o 

/  IV'.   Physique..  T<o  r>o 


On  écrit  T  =  -7^  en  appelant  s  l'arc  de  la  courbe  el  t 


ds 

d 

Tare  de  lindicalion  sphériqiie  de  la  torsion.  On  prend 
en  général  ds  |)Osilif.  Quant  au  sens  des  arcs  crois- 
sants sur  l'indicatrice,  on  est  libre,  assurément,  de  le 
choisir  comme  on  l'entend,  el  c'est  ce  qui  explique  que 
l'on  ail  pu  adopter  soit  l'un  des  quatre  premiers  sys- 
tèmes, soit  l'un  des  quatre  derniers. 

Quelques  auteurs  font  peu  usage  de  l'indicatrice; 
ils  envisagent  ri-:  comme  la  rotation  infiniment  petite 
de  MB  autour  de  ^\t]  ils  sont  ainsi  amenés  à  prendre 
T  positif  (|uand  celte  rotalion  est  positive  el,  par  suite, 
d'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  à  prendre  T  et  A  de 
même  signe. 

C'est  le  cas  de  Frenel  dans  l'article  où  il  a  publié  ses 
fameuses  formules  {Journal  de  LiouviUe,  I.  XVII, 
1802,  p.    437)-    Il   montre  d'ailleurs  le   lien   entre  le 
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signe  de    l   el  les   deux   manières  de   lourncr  du  plan 

osculateur,  mais  sans  caractériser  autrement   l'alkire. 

M.  Jordan  {Traité  d'Analyse,  '2"  éd.,   t.  T,   |).    \f)^ 

et  47<^)  61-  ^^-  iliinihert  (CoM/'5  c^'.^/ia/y^e,  l.  1,  p.  399 

Fig.4. 


et4o3)  font  aussi  l'hvpollièse  AT>o,  et  ils  écrivent 
les  formules  de  Frenet  comme  Frenet  Ini-méine  les  a 
écrites,  mais  ils  ne  parlent  pas  explicitement  de  l'al- 
1  u  re . 

M.  Kneser,  dans  son  article  du  Journal  de  Crelle 
cité  plus  liant,  traite  au  contraire  celle  question  ex- 
professo.  11  suppose  AT  >>  o  el  il  en  donne  la  raison 
(pic  je  viens  de  ra|)peler;  avec  Gauss  et  iMohius,  il 
oriente  son  tiièdre  ouesl-sud-zénith  ;  il  suit  l'usage  'de 
la  Physitpie  ;  il  est  donc  dans  le  système  II'  et  il  conclut 
à  rechts  gewunden  |)0ur  T  >>o  el  à  links  gewunden 
pour  T  <<  o. 

M.  V.  Mangoldl,  dans  V Encyclopédie  (III  D  1,  2, 
p.  ']']),  considère  toutes  les  dispositions  de  M.  Kneser 
comme  les  plus  usuelles,  tout  en  remarquant  (ju'elles 
ne  sont  pas  universellement  adoptées. 

Les  autres  auteurs  qui,  à  ma  connaissance,  traitent 
complètement   la  (jueslion,   su[)posent  AT<Co,  el   ils 
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écri\ent  les  rormiiles  de  Frenet  comme  Serrel  les  a 
écrites.  Pour  eux,  rh  n'est  plus  une  rotation  infiniment 
petite,  mais  le  déplacement  infiniment  petit  du  point 
qui  décrit  l'indicatrice  de  la  torsion  ;  comme  ce  dé- 
placement a  lieu  suivant  une  droite  parallèle  à  la  nor- 
male |iriucipale,  ils  le  considèrent  comme  positif  quand 
il  se  fait  dans  la  direction  positive  de  cette  normale; 
celte  direction  positive  correspond  à  une  rotation  néga- 
tive autour  de  la  tangente;  ils  sont  amenés  à  prendre 
A  et  T  de  signes  contraires. 

M.  Goursat  {Cours  cV A nalyse .  t.  I.  p.  o3-)  oriente 
le  trièdre  ouest-sud-zénilh,  et  il  suit  l'usage  de  la 
Botanique  (système  IV);  il  conclut  à  dextrorsum  pour 
T  >>  G  et  à  sinistrorsum  pour  T  <<  o. 

M.  V\.^'(\\  [  Leçons  sur  les  applications  géométriques 
de  r Analyse,  p.  -2  et  89)  et  M.  de  la  Vallée-Poussin 
(Cours  d'Analyse,  t.  I,  p.  280  et  282)  orientent  le 
trièdre  est-sud-zénith,  ils  suivent  l'usage  de  la  Phy- 
sique (système  lll')  ;  ils  concluent  comme  les  auteurs 
précédents. 

M.  Scheflers  {Einfiihrung  in  die  Théorie  der 
Curven.  t.  1,  p.  181  et  200  )  fait  les  mêmes  hY|)Olhèses, 
sauf  qu'il  suit  l'usage  de  la  Botanique  (système  III)  et 
il  conclut  par  suite  à  rechts  gewunden  pour  T  <;  o  et 
à  links  gewunden  pour  T>-  o. 

M.  Blanchi  (Lezioni  di  Geometria  differenziale^ 
i""^  éd.,  p.  10- 1  2),  qui,  lui  aussi,  supppose  A  T  <;  o  et 
qui  applique  les  mots  destrorsa  et  sinistrorsa  à  la 
manière  de  la  Physique,  conclut,  comme  M.  Scheflers, 
à  destrorsa  pour  T  «<  o  et  à  sinistrorsa  pour  T^  o. 
Pour  être  conséquent  avec  lui-même,  il  doit  orienter 
son  trièdre  ouest-sud-zénith  et  se  trouver  dans  le  sys- 
tème IV'.  Voici  comment  il  explique  son  orientation  : 
Supposons,  dit-il,  que  sur  la  face  positive  du  plan  xy 
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la  direction  positive  Ox  se  trouve  à  droite  [)ar  rap- 
port àOy.  —  Ceci  correspond,  en  effet,  à  Torienlalion 
ouest-sud  zénith,  à  la  condition  de  supposer  que  l'ob- 
servateur qui  regarde  Ox  est  debout  sur  la  face  posi- 
tive du  plan  xy  vn  un  point  de  la  partie  né^^alivc  de  O}'. 
11  est  à  remarquer  que  la  première  édition  de  l'Ouvrage 
de  M.  lîianclii  porte  la  môme  date,  1894,  que  le 
Tome  113  du  Journal  de  Crelle  où  se  trouve  l'article 
de  M.  Kneser  et  que  tous  les  autres  Ouvrages  qui 
traitent  à  fond  la  question  sont  postérieurs. 

Seriet,  à  f[ui  nous  devons  l'indicatrice  (  '  ),  ainsi  que 
notre  manière  d'écrire  les  formules  de  Frenet  (^OM/'/îa/ 
de  Lion  ville,  t.  XVI,  p.  198  et  Cours  de  calcul  diffé- 
rentiel et  intégral,  1^  éd.,  t.  I,  p.  4^8)  considéraitT 
comme  une  quantité  essentiellement  positive.  Les 
auteurs  qui  sont  venus  peu  après  lui  ont  lait  de  même. 

C'est  le  cas  de  Salmon  {^Géométrie  à  trois  dimen- 
sions, 2''  partie,  p.  i35).  Tout  en  donnant  l'interpré- 
tation géométrique  de  A,  il  n'en  lire  aucune  conséquence 
pour  l'allure  de  la  courbe. 

De  même,  Gilbert  (Cours  d'Analyse,  4"  éd.,  p.  249) 
veut  qu'on  prenne  le  signe  de  l'équation  de  T  de  ma- 
nière (pie  cette  expression  soit  positive.  Il  est  à  remar- 
quer qu'il  écrit  néanmoins  les  formules  de  Frenet 
comme  i^renet  lui-ntême. 

Bertrand  (Calcul  différentiel,  p.  622  et  624) 
écrit  toutes  les  formules  comme  Serrct,  mais  sans  dire 
explicitement  s'il  considère  ou  non  T  comme  une 
quantité  positive. 

De   même  Hoiiel   (Cours  de  calcul  infinitésimal, 


(')  f^a  première  idée  est  due  ù  Euler.  Cf.  V.  Kommerki,,  dans 
Vorlesimgen  iiber  Gescliichte  der  Math.,  von  M.  Cantor,  4°  ^■"l- 
p.  526-527. 
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t.  II,  p.  142)  écrit 


sans  insister  sur  le  signe.  Il  ne  donne  pas  les  formules 
de  Frenet,  mais  il  propose  un  exercice  (n°  13,  p.  270) 
qui  suppose  qu'il  les  écrit  comme  Serret. 

M.  Jordan,  dès  sa  première  édition,  l.  I,  1 882,  p.  272 
et  278-279)  écrit  très  correctementles  formules  comme 
Frenet,  mais  il  ne  justifie  pas  le  choix,  de  son  signe 
dans  l'expression  de  T. 

Le  premier  qui  a  hien  mis  en  évidence  que  les  for- 
mules de  Frenet  écrites  à  la  manière  de  Serret  (en 
suj)posant  le  trièdre  M^>JB  orienté  comme  celui  des 
axes  et  T  grandeur  algébrique)  entraînent 

AT  =— (A^—  B2+C2), 

est  M.  Laurent  en  1887  {Traité  cV Analyse,  t.  Il, 
p.  373). 

La  même  année  M.  Darboux  (  Théorie  des  surfaces, 
l.  1,  p.  10)  a  mis  le  même  fait  en  évidence  en  remar- 
quant que,  dans  les  mêmes  conditions,  la  torsion  est 
du  signe  contraire  de  la  composante  de  la  rotation 
autour  de  la  tangente. 

INJ.  Konigs  (Leçons  de  Cinématique^  p.  i25)  repro- 
duit le  calcul  de  M.  Darboux.  Dans  l'étude  des  mou- 
vements hélicoïdaux  (p.  io3),  il  oriente  le  trièdre 
est-sud-zénith  et  suit  l'usage  de  la  Botanique. 

En  1891,  M.  Picard  (  Traité  d'Analyse,  i"  éd.,  t.  I, 
p.  365-366)  fait  seulement  remarquer  qu'il  faut  que  le 
signe  de  T  soit  choisi  d'une  manière  convenable  pour 
que  les  formules  de  Serret  soient  vérifiées. 

Vinrent  ensuite  l'article  de  M.  Kneser  et  l'Ouvrage 
de  M.  Blanchi,   si  précis  sur   la  question;  néanmoins 
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quelques  auteurs  postérieurs  l'oni  de   nouveau   laissée 
indécise. 

MM.  Rouelle  et  Lévy  (Analyse  infinitésimale,  1. 1, 
]).  4  1  5  et  420)  donnent  un  double  signe  à  l'expression 
de  T  ;  ils  écrivent  les  formules  de  Frenet  comme 
Frenet  et  ne  parlent  pas  de  l'allure. 

M.  Nievvenglowski  [Cours  de  Géométrie  analy- 
tique^ t.  m,  p.  1  16  et  119)  donne  en  grandeur  et  en 
signe 

■     ^T  =  ji,, 

et  néanmoins  il  propose  comme  exercice  d'élablir  le» 
formules  de  Frenet  écrites  à  la  manière  de  Serrel. 

M.  Pascal  [Repertorium,  éd.  allemande,  t.  II, 
p.  4^9-4(^0)  écrit  de  même  les  formules  de  Frenet  et 
ne  donne  que  l'expression  irrationnelle  de  T.  11  n'in- 
troduit les  mots  redits  gewunden  et  links  gewunden 
qu'à  propos  de  l'hélice  (  p.  ooa)  et  il  suit  l'usage  de  la 
Physique. 

M.  Appell  [Eléments  d'slnalyse,  a''  éd.,  p.  382 j  est 
revenu  au  système  de  Serret;  non  seulement  il  écrit 
comme  lui  les  formides  de  Frenet,  mais  il  suppose  T 
essentiellement  positif.  Toulefois,  au  lieu  d'orienter  le 
trièdre  M/NB  comme  celui  des  axes,  il  choisit  son 
orientation  de  manière  à  pouvoir  en  déduire  l'allure  de 
la  courbe. 

Il  résulte  du  premier  des  tableaux  dressés  plus  haut, 
que  si,  comme  lait  M.  Appell,  on  se  sert  de  la  termi- 
nologie de  la  Botanique,  avec  A  <<  o,  dextrorsum  corres- 
pond à  l'orientation  ouest-sud-zénith.  On  remarque 
que  dans  ces  conditions,  la  tangente  à  l'indicatrice 
sphérique  de  la  torsion  a  même  sens  que  la  normale 
principale.  Fn  d'autres  termes,  les  langentes  aux  deux 
indicatrices  sphériques  de  la  torsion  et  de  la  courbure 
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sont  parall»''les  et  de  même  sens.  Avec  A  >>  o,  dexlror- 
sum  correspond  au  contraire  à  Torienlation  esl-sud- 
zénith  el  les  tangentes  aux  deux  indicatrices  sphériques 
sont  de  sens  contraires.  Mais  si,  dans  ce  dernier  cas,  on 
convient  de  prendre  pour  binormale  Taiitre  direction 
de  la  perpendiculaire  au  plan  ^MN,  le  Irièdre  sera  de 
nouveau  orienté  ouest-sud-zénilh  et  les  tangentes  aux 
deux  indicatrices  seront  de  nouveau  parallèles  et  de 
même  sens.  On  voit  donc  c[ue  si,  au  lieu  d'orienter 
M^NB  comme  Oxyz,  on  convient  de  le  construiie  de 
manière  que  les  tangentes  aux  deux  indicatrices  sphé- 
riques soient  de  même  sens,  dextrorsum  (usage  de  la 
Botanique)  correspondra  toujours  à  l'orientation  est- 
sud-zénilh. 

Ce  système,  cpil  peut  être  avantageux  dans  certains 
cas,  par  exemple  pour  Thélice  circulaire  qui  garde 
même  allure  dans  toute  sa  longueur,  ne  sera  sans  doute 
pas  préléré  en  général  pour  une  courbe  unicursale 
pour  laquelle  T  lui-même  étant  rationnel,  il  est  com- 
mode de  se  rendre  compte  des  changements  d'allure 
par  les  changenienls  de  signe  de  T  à  mesure  que  le 
paramètre  varie. 

Ceci  me  paraît  vrai  a  fortiori  du  système  imaginé 
par  M.  R.  V.  Lilienthal  (yNote  zur  Ilesse'schen  Nor- 
malform  der  Gleichung  einer  Ebene.  Math.  Anna- 
len,  t.  XLll,  p.  Uj~  )  et  appliqué  par  lui  aux  directions 
principales  dune  courbe  et  aux  rayons  de  courbure  et 
de  torsion  ;  système  qui  consiste  à  déterminer  sans 
ambiguïté  comme  grandeur  algébrique  la  distance  de 
deux  points  quelconques  et  la  distance  d'un  point  à 
un  plan,  en  prenant  pour  règle  invariable  que  la  direc- 
tion positive  d'une  droite  à  partir  dun  point  de  cette 
droite  est,  si  la  droite  n'est  pas  perpendiculaire  à  Oz, 
celle  qui  fait  un  angle  aigu  avec  O^;  si  la  droite  est 
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perpendiculaire  à  O:;  mais  non  perpendiculaiie  à  O)', 
celle  qui  fait  un  angle  aigu  avec  Oy  et  si  la  droite  est 
parallèle  à  Ox,  celle  cpii  coïncide  avec  la  direction  posi- 
tive à  Ox.  Dans  ce  système,  il  pourra  v  avoir  des  signes 
à  changer  dans  les  formules  toutes  les  fois  cpie  l'un  des 
axes  du  trièdre  M^NB  passera  par  une  position  per- 
pendiculaire à  O:;.  Il  est  donc  probable  que  l'on  con- 
tinuera généralement,  au  moins  dans  l'étude  des 
courbes  à  représentation  paramétrique  rationnelle,  à 
supposer  M^NB  orienté  comme  O^j':;  et  à  consi- 
dérer T  comme  une  quantité  algébrique. 

Reste  alors  à  choisir  entre  les  huit  systèmes  in- 
diqués plus  haut,  dont  cinq  ont  été  adoptés  par  des 
auteurs.  Ce  choix  importe  en  somme  assez  peu  et 
l'expérience  montre  que  là  où  nul  intérêt  esscmliel 
n'est  en  jeu,  l'habitude  a  j)lus  de  force  que  les  raisons 
les  plus  spécieuses.  Sans  sortir  de  la  question  tpii  nous 
occupe,  nous  en  avons  une  preuve  dans  l'histoire  des 
noms  binormale  et  torsion.  De  Saint-\  enant,  dans 
son  Mémoire  du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique 
(3o''  cahier,  i845)  introduit  le  premier  de  ces  noms 
pour  désigner  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur, 
simplement  parce  qii  on  ne  lui  a  pas  encore  donné 
de  nom  et  quelle  est  normale  à  deux  éléments  consé- 
cutifs à  la  fois.  Cette  dénomination  a  été  universelle- 
ment adoptée,  et  Français,  Allemands,  Italiens  el 
Anglais  lui  en  font  honneur.  A  la  fin  de  ce  même 
Mémoire,  de  Saint-Venant  consacre  une  note  de  plus 
de  dix  pages  à  montrer  combien  les  noms  de  torsion, 
seconde  courbure  ou  flexion  sont  inopportuns  et,  par 
des  raisons  qui  semblent  convaincantes,  il  montre  que 
cambrure  serait  préférable.  Néanmoins,  torsion  esl 
resté  en  usage  et  je  nai  rencontré  cambrui'c  (|ue  dans 
le  Cours  de  calcul  différentiel  et  intégral  de  M.  Ilaag 


(  5op.  ) 

(i8y3,  p.  23j)  qui,  d'ailleurs,  ne  nomme  point  de  Saint- 
Venant.  Je  n'ai  pour  mon  compte  aucune  raison  con- 
vaincante à  offrir  sur  la  question  actuelle,  mais  seide- 
ment  quelques  remarcpies. 

Je  ne  vois  pas  que  lun  des  deux  usages,  celui  de  la 
Physique  ou  celui  de  la  Botanique,  soit  plus  fondé  que 
l'autre  sur  la  nature  des  choses  ;  par  suite,  il  me 
paraîtraitavantageux  d'attacher,  ainsi  que  faitM.  Konigs 
{^Cinématique^  p.  104),  les  mois  dexlrorsum  el  sinis- 
trorsain  aux  mots  positif  et  négatif  ;  de  sorte  que,  un 
mouvement  hélicoïdal  résultant  d'une  translation  le 
long  d'un  axe  et  d'une  rotation  autour  de  cet  axe  et  la 
rotation  étant  supposée  positive,  ce  mouvement  serait 
dexti'orsum  ou  sinistroi'sum  suivant  que  la  translation 
serait  positive  ou  négative.  Dans  ce  système,  le  choix 
de  l'usage  serait  corrélatif  du  choix  de  Torienlation  ;  si 
l'on  oriente  le  Irièdre  est-sud-zénith,  on  prendra  l'usage 
de  la  Botanique,  si  l'on  oriente  ouest-sud-zénith,  on 
prendra  l'usage  de  la  Phvsique.  Les  systèmes  F,  II, 
III',  IV  seront  ainsi  éliminés. 

En  France,  en  dehors  de  l'Astronomie,  l'orientation 
est-sud-zénilh  est  de  beaucoup  la  plus  usuelle  ;  il  n'y 
aura  donc  plus  à  choisir  qu'entre  les  systèmes  I 
et  III. 

D'après  M.  Darhoux  (')  le  système  I  serait  préfé- 
rable :  d'abord  il  fait  correspondre  dextrorsum  à  T  ]>  o, 
ensuite  il  considère  d'  comme  une  rotation  autour  de 
la  tangente,  ce  qui  me  paraît  plus  naturel.  La  manière 
de  voir,  qui  en  fait  une  translation  parallèle  à  la  nor- 
male principale,  repose  sur  l'introduction  de  l'indica- 
trice sphérique  qui,  si  ingénieuse  et  si  utile  qu'elle  soit, 
a  quelque  chose  d'un  peu  artificiel. 

(')   Théorie  des  Surfaces,  t.  I\',  p.  42S,  note. 


(  3o3  ) 
[D6ca] 

mm  immimi  buxe  série  sijr  so\  cercle 

l)E  CO\VERGE\CE; 

Par  m.  R.  dADHÉMAR. 


L'étude  (l'une  série  de  puissances  entières  de  la  va- 
riable complexe,  sur  le  cercle  de  convergence,  supposé 
non  nul  ui  infini,  est  un  problème  d'une  grande  diffi- 
culté. 

Nons  nous  proposons,  ici,  de  faire  celle  élude,  d'une 
manière  très  simple,  pour  deux  cas  classiques  ;  la  mé- 
lliode  s'étendrait  |)robal)lement  à  (juelques  autres  cas. 

1.  Il  tilde  de  L  (i  —  s),  (L  désigne  le  logarithme). 
—  Nous  établirons,  très  simplement,  que  la  série  con- 
verge en  tous  les  points  du  cercle  de  convergence,  sauf 
au  point  un. 

Soit  un  contour,  à  l'intérieur  duquel  la  fonction/- 
est  sjneclique,  le  bord  étant  Compris,  on  a,  d'après 
Cauchy, 

a  étant  intérieur  au  contour  C  ;  on  en  déduit,  de  suite, 
le  point  zéro  étant  aussi  intérieur  au  contour  C: 

?/' —  /    .^,_,_|^  . ^^  (/^'désigne  la  dérivée  d'ordre  p). 

Etudions  ce  reste,  avec  le  contour  suivant  : 


(  3o4  ) 

Supposons  la  partie  réelle  de  u  inférieure,  ou  égale 
à  un,  nous  prenons  pour  conlour  : 

1°  Un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  R,  que  nous 
ferons  croître  indéfiniment  plus  tard  ; 

2"  Un  cercle  de  centre  i  et  de  rajon  /■,  qui  tendra 
vei's  zéro  ; 

3"  Une  coupure  suivant  l'axe  réel  de  +  i  à  H-  x: 


Le  reste  contient  donc  trois  termes  ;  on  voit  immé- 
diatement que  les  deux  premiers  tendent  vers  zéro  avec 


/■etj^. 

En  eflet,  pour  |  :;  |  =  R,  le  module  de  l'intégrale  Zp 
est  de  l'ordre  de  7^^ — :• 

Ceci    tend  vers    zéro   avec  -j^-* 

Pour  \z  —  I  I  zi=  /■,  le  module  de  1  intégrale  Zp  est  de 
l'ordre  de  /"L/-,  ce  qui  tend  vers  zéro  avec  /■. 

11  reste  à  étudier  rinlégrale  le  long  delà  coupure. 

Sur  un  boid,  le  logarithme  est  le  logarithme  ordi- 
naire, réel,  que  nous  représentons  par  Lq  (a? —  1  );  sur 
Vautre  bord,  le  logarithme  est  L„  (a: —  i)-f-  2  /-,  si 
le  petit  cercle  a  été  parcouru  dans  le  sens  positif. 


(  3o5  ) 
Donc,  en  soninie,  p^,  se  réduit  à  : 

dx 


d'oi 


Xl'^^  (  X  —  Il  )' 


/"  =/«^   7/0'  +   77/0   +■  •  •-+-   î^  /(^-t-  P/n 


^+1 


dx 


,      xP-^^x — u) 
On  a,  d'ailleurs,  x'  ôLanL  sur  la  eouj)ure 

- ii\ j  . 


Nous  avons  enfin 


«/■+' 


avec  l'inéyalilé 


1 

I         2 


?',>  I  <  - 


3 


H/' 


P/. 


Prenons,  sur  le  cercle  de  convergence,  le  cercle  de 
ravon  un,  un  |ioint  u  autre  que  le  point  4-  i. 
On  a 

I  "  I  —  '  > 

donc,  le  reste  devient  nid,  >\  p  devient  inlirii.  Mais  si 
le  point  u^  pris  sur  le  cercle,  tend  vers  le  puiiit  iin^  il 
est  clair  (|ue  le  reste,   pour/;  inliiii,  n'est  pas  nul. 

C.    'f.    F.    D. 


2.   Élude  de  {\  —  z)'"-,  (m  est  réel). 

Le  point  critique  est  le  même,  nous  avons  donc  exac- 
lemi'Ml  le  même  contour  d'inlégralion. 

D'ailleuis,  tandis  (piiino  circulation  autour  du  j)oint 
iifi,  dans  le  sens  positif,  augmentait  le  lof;arithnie  de 

.4/»//.  de  Matliéinat.,  4°  série,  t.  X.  (Juillet  njio.)  i-\ 


(  3o6  ) 
2/—,  ici  la  même  circulalion  imillij)lie  la  fonction  jiar 
g2t7iTO_  Etudions  le  reste  : 


( 


uP-i-i  (]  —  z)'"  clz 


U'+l 


La  discussion  est  un  peu  plus  délicate. 

Eludions  dabord  linlégrale  sur  le  grand  cercle  :   en 
prenant/?  assez  grand,  il  est  clair  qu'elle  devient  nulle 

I 

avecô* 
ri 

Considérons  le  petit  cercle  :  posons 
z  —  \=r, 

r  étant  très  petit.   Le  module  a   une  expression  de   la 
forme 


f"'d'^. 


Le  point  u  étant  dillérent  du  point  ((n,  ceci  nous  donne, 
lorsque  /■  tend  vers  zéro  : 

pour  /;?  -h  I  >■  o,  zéro, 

pour  /?? -f-  I  =  o,  un  nombre  fini, 

pour //i  +  I  <C  o,  l'infini. 

Considérons  enfin  Tinlégrale  suivant  les  lieux  bords 
de  la  coupure  :  nous  avons  un  facteur  e-'""' —  i,  nul 
pour  m  entier,  puis  une  intégrale  réelle  de  la  forme  : 


(3^  —  1)' 


dx. 


i"  Supposons  m  positif,  on  a  une  expression  de  la 
forme 

dx  I 


/ 


j-/<J-l     m 


p  —  m 
p  devenant  iirfinL  cela  tend  vers  zéro. 


I 


2"  Supposons 
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O  >  //i  >  —  I  . 


Le  poiul  un  est  un  poini  singulier  pour  la  fonction 
sous  le  signe,  mais  l'inlégrale  reste  déterminée  et 
(inie. 

l^renons-Ia  sous  lu  forme 


+  i  ^  -+-  : 


et  soit  m  =  —  //  ;  on  aura,  en  posant  y  z=z  (^x  —  i  )  '    1 
dx  I  r  dy 


f 


j     {x  —  i)'/:r/'+'         I  —  q 


V  +  y'-'i) 


Donc  celle  intégrale  lend  vers  zéro  avec  — 
D'ailleurs  nous  avons,  pour  J7>>  2, 

{x  —  i)'i>u 

dx  f"   dx  1      I 


d'où 


/' 


{x  —  lyixi'^ 


< 


I 


Xf+^  p    IlP 


Donc,  enfin,  notre  intégrale  tend  vers  zéro  quand /> 
devient  infini. 
3"  Supposons 


Alors  l'intégrale,  quel  que  soit/;,  est  infinie. 

En  résumé,  le  long  de  la  coupure,  nous  avons,  pour 
w?  > —  1,  et  en  majorant  le  module,  une  expression  de 
la  forme 


\\p  tendant  vers  zéro  pour/>  infini. 

Au  contraire,  pour  wi  ^ —  i,  nous  aurions  un  terme 
injin  i. 
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Le  seul  [joinl  du  cercle  de  convergence,  podi-  lequel 
celle  méthode  ne  donne  aucun  résullal  est  le  poinl  un, 
à  cause   de  la  préserjce.   au   dénoininaleui'.  du   fadeur 

Mais,  en  ce  poinl,  nous  avons  à  éliidur  une  série 
réelle;  l'élude  esl  faite  depuis  longtemps  par  les  cri- 
tères classiques  et  on  a  ce  résullai: 

m  positif,  série  réelle  convergente  au  point  un, 
m  négatif,  série  réelle  divergente  au  point  un. 

Ce  qui  |)récède  donne,  d'ailleiirs,  immédiatement  les 
résultats  suivants  : 

//i  >> —  I,  série  convergente  certainement  en  tout 
point  du  cercle  de  convergence  (saul,  peut-être,  au 
point  u/i). 

m '^ —  1,  série  divergente  sur  tout  le  cercle  (^sauf, 
peut-être,  au  point  un). 

Donc,  en  admettant  les  résultats  relatifs  à  la  série 
réelle,  et  en  considérant  seulement  le  cas  où  m  est  réel 
(le  seul  que  l'on  rencontre  pratiquement),  nous  avons 
obtenu  facilement  le  théorème  connu  : 

/«>»o,  série  convergente  en  tous  les  points  du 
cercle  de  convergence. 

ni^  —  I,  série  divergente  en  tous  les  points  du 
cercle. 

o  >  m  >  —  I,  série  convergente  eu  tous  les  points 
du  cercle  de  convergence,  sauf  au  poinl  un. 
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[04h] 

SIR  LES  LIG\ES  ASYMPTOTIOIIES  DES  SIIIIFACES  UÉGLEES; 

Pau  m.  V.  JAMET. 


Voici  une  nouvelle  solution  du  problème  résolu  |)ar 
M.  Vilhit,  dans  le  niiniéio  de  mars  :  Exprimer  IcH 
coordonnées  d'un  point,  mobile  sur  une  surface 
réglée,  en  fonction  des  p)aramètres  de  ses  lii^nes 
asym  plot  ifj  lies. 

Soit  S  une  lelle  ligne  a.sjmptotique.  Par  cliaenn  de 
ses  points  |)asse  une  généralrice,  coulcnuc;  dans  le  plan 
osculaleur  de  S  ;  el  l'on  peut  supposer  celle-ci  pai- 
(;oiiriie  par  un  point  nioMIe,  de  telle  soile  (|iie  le 
vecteur  acc(''léralion  soit  sans  cesse  dirio;é  suivant  celte 
^génératrice.  (j<'lle  remarcjue  suffit  pour  suppléer  à  un 
calcul  un  peu  (astidieux,  (pii  permet  d'écrire  les  é(^ua- 
lioMS  représentai  ives  de  la  sur  lace  sous  la  forme 

l    a;  =  .r„  +  À  —j— , 
1  at- 

/    V  /  ^    ''   .'0 

-  d'Zf) 

L'intégration  de  Téquation  dinérenlielie  des  lignes 
asjmploti(|nes  nous  permettra  d'exprimer  À,  et  par 
cons('(|uent  x,  v,  ^-i  en  fonction  de  /  et  d'une  constante 
arhilraii'e  r,  fpii  seia  le  |)aranièlre  des  lignes  as\  mplo- 
lu|ucs  autres  <pie  les  génératrices,  e(dles-ci  a\ani  pour 
paramètre  /.  Celte  é(|aation  dillérentiellc  est,  comme 
pour  toute  surface  réglée,  un<-  é(|uation  de  Hicati. 
Mais    Ml    nous    en     connaissons    d'avance    la     solutnui 


(  3io  ) 
\  =  o,  ce  qui  nous  permetira  de  pousser  son  inté- 
gration jusqu'aux  quadratures.  Celle  équation  a  pour 
premier  membre  un  déterminant  dont  je  n'écrirai  qu'une 
seule  rangée  verticale;  le  lecteur  voudra  bien  former 
les  deux  autres  en  remplaçant  la  letti'e  x,  successive- 
ment, pary  et  par  :;.  Voici  celte  équation  : 


dXg 

dt 


dt'* 
d'xp 

dp 
d^Xf, 

dt^ 


dk  d^x„        d'-Xo  d\ 


dt  dl^ 
d'-Xo  dA 
~dF'  'di 


df^     dt 


Après    quelques     transformations     intuitives,     elle 
devient 

d^x^  d\   d^Xo      ,  f/M'o  dl   d^Vo      ,  d'' Zq  dl   d^Zo 

—rr. i-  "2  -1 r^       A  —^  -4-  2  -: ^       A  —r-r-   "H  2  -; 7-- 


dl^ 

dxf, 
dt      '    "    dt-^ 
d-  x„ 


dt     dt3 
d^Xo 


dt 
dt 


dt     dt-i 


dt^ 


dt* 

dzu 
~dt 


dt    dt^ 
d^  z„ 
dt^ 


dfi 
Soient 

d^  Xq 
dt^ 
dX(, 
dt 

dixo 


d'^  -Tq 

dr^ 


T  = 


d\y„ 
dt^ 

dvo 
dt 

d^  V„ 


On  observe  que 


±Zo 

dt^ 

dz, 
dt 

d-  Zq 
df- 


U  = 


d'*  Xo      d'*y^ 


dt* 
d^  X 

~di^ 

d-  X 


dfi 


dt* 
dt^ 

dr^ 


d*  Za 
dt* 

d^  z„ 
dt* 

d'-zp 
df^ 


d'*XQ      d'*y^ 


dt* 

dt* 

dT 
dt 

dxQ 
dt 

dy» 
dt 

d*Xo 

d-'yo 

dt- 


dfi 


d*Zo 
df- 

dzo 

dt 

d^z, 

df^ 


(  3.1   ) 

et  l'on  écrit  l'équation  difTérenlielle  ci-dessus  sous   la 

forme 

.    2T^-f-T'X  +  UX2=o, 
dt 

puis  on  la  Iransfonne  comme  il  suit  : 

_i_  j_  ^         T_  I  ^_U_  _ 

^  X2  dt  ^     _i  X  ""  ^  " 


,T2 


D.(^UA-o, 


ou  bien 

el  l'on  en  déduit,  en  intégrant, 


>.  y/T 


/"U  dt 
J    vT^ 


ou 


/ 


U  dt 


/T/^ 


L'intégrale  qui  figure  dans  cette  é(juation  contient  le 
paramètre  v  comme  terme  additionnel, 
[/es  formules  (i)  deviennent 


X  =  Xo-\-  1 


d-  Xo 
~dt^ 


v/T 


rU  dt 
J    tI 


^/-J'o 

7 

dti 

z 

et 

le  problème 

est 

ainsi  résolu. 
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[04h] 

SIK  LES  SURFACES  DE  JAMET  KÉGLÉES; 

Pau   m.   h.   r.RICARD. 


Celle  Noie  a  élé  écrile  pour  iN-pondre  à  une  ques- 
tion posée  dans  l' Intermrdiaire  des  Malliémaliciens 
par  M.  O.  Dégel  (1910,  p.  3,  Question  3018),  et  qui 
peut  s'énoncer  ainsi  :  Quelles  sont  les  sur/aces  de 
Jamct  qui  sont  en  même  temps  réglées  ?  On  sait 
qu'on  ap|)elle  surfaces  de  Jamet  celles  qui  satisfont  à 
la  condition  suivante:  les  courbes  de  contact  des  cylin- 
dres circonscrits  qui  ont  leurs  généi'atrices  parallèles 
à  un  certain  plan  lixe  sont  dans  des  plans  forniant  un 
faisceau. 

M.  RafTy,  dont  Ions  les  géomètres  dé|)lorent  la  peite 
ré(;ente,  a  montré,  dans  une  de  ses  dernières  commu- 
nications à  la  Société  mathématique  de  France^ 
qu'on  peut  résoudre  le  problème  en  utilisant  l'équation 
aux  dérivées  partielles  des  surfaces  réglées.  Ses  résul- 
tats sont  en  parfait  accord  avec  ceux  que  m'a  fournis 
la  méthode  exposée  ci-dessous  :  en  avant  égard  au 
théorème  classique  de  Chasies  sur  la  loi  de  variation 
du  plan  tangent  à  une  surface  réglée  le  long  d'une 
génératrice,  on  se  trouve  en  présence  d'un  système 
extrêmement  simple  d'équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre,  et  la  question  se  résout  avec  très  peu  de 
calculs. 

Soit  M  un  point  d'une  surface  satisfaisante  (S). 
D'après  les  conditions  énoncées,  quand  M  varie  dans 
un  plan  passant  par  une  droite  (ixe,(pi()n  peut  prendre 


(   "'3  ) 
j)Oiir  axe  des  z,  la  Irace  du    |>lan  langent  en  M  sur  un 
plan    fixe,  qu'on   peut  prendre  pour  plan  des  xy^  doit 
rester  parallèle  à  une  crriaine  droite. 

Appeloris  t  et  T  les  coeflicienls  angulaires  lespeclifs 
delà  trace  du  plan  (M  Oô)  et  du  plan  tangent  à  (S)  en 
M  sur  le  plan  des  ly.  Il  résulte  des  conditions  de 
I  ('imncc  (|u On  ;i  entre  /  el    T  une  idalion 


(  I) 


fit,  T)  =  (), 


\alal»le  (piellc  rpie  soil  la  position  du  ])<)inl  M  sur  (S). 

Il  est  facile  de  leconnaître  a  priori  f|uelle  esl  la 
(orme  de  cette  relation.  A  cet  efTet,  faisons  varier  le 
point  M  sur  une  génératrice  G  de  (S).  D'après  le 
théorème  classique  d(;  Chasies,  la  |)onclueIle  engen- 
drée par  iM  el  le  faisceau  engendré  pu-  les  traces  des 
plans  tangents  correspondants  sont  li()mogra|diiques. 
Cela  revient  évidemment  à  dire  (pie  la  lelalion  (  i)  esl 
liomograplii(pie. 

Cela  posé,  écrivons  les  équations  d'une  gé'nératrice 
de  la  surface 


•->-) 


\  y  =  f>z 


où  les  coefficients  /?/,  /?,  p^  q  sont  fonctions  d'une 
variable;  pour  simplifier  les  calculs,  nous  pouvons  sup- 
poser (]ue  celte  dernière  esl  m  ou  y?  (ces  deux  coeffi- 
cients ne  sont  en  efTet  pas  constants  tous  les  deux, 
autrement  ori  aurait  aflaire  à  un  cylindre  et  nous  écar- 
tons celte  liypotlièse  sans  intérêt).  Prenons  par  exemple 
le  coefficient  m  comme  variable  indépendante. 
Fj'équalion  du  plan  langent  en  M  est 

V-.r        \-y        Z 
;  -H  «'     p'  z  -i-  g'  o 

/))  /)  I 
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les  accents  désignant  des  dérivées  prises  par  rapport 
à  m.  On  a  alors,  avec  les  notations  indiquées  pins 
haut. 


T  = 


p  z  ^q 


OU 

(3)  Tz — />'z-f-/i'T  —  ^'=  o, 


et 


ou 


t=P^±± 


mtz  —  pz  -+■  nt  —  q  =  o. 


Par  élimination  de  z  entre  les  équations  (3)  et  (4), 
on  obtiendra  entre  f  et  T  une  relation. En  écrivant  que 
cette  relation  est  homographique,  on  formera  un  sys- 
tème d'équations  différentielles  qui  définira  les  coeffi- 
cients /?,/»,  fj  en  fonction  de  m. 

Le  calcul  se  simplifie  notablement  si  l'on  prend  la 
relation  homographique  sous  une  forme  réduite.  Mais 
il  faut  distinguer  deux  cas,  suivant  que  la  relation 
homographique  a  ses  valeurs  doubles  distinctes  ou 
confondues.  Nous  allons  les  examiner  successivement. 

1°  Les  valeurs  doubles  sont  fUstinctes.  —  On  peut 
alors  supposer  les  axes  O.r  et  Oy  tellement  (iioisis 
que  ces  valeurs  doubles  soient  zéro  et  1  infini,  et  la 
relation  homographique  se  réduit  à 

T  =  A/, 

k  étant  une  constante. 

Kemplaçons  alors  T   par  kt  dans  la  relation  (3),  il 

vient 

ktz  —  p  z  -\-  kii'  t  —  q'  =  o, 

et  il   faut  écrire  que  celle  relation  est  identique  à   la 
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relation  (4)-  On  ol)tienl  ninsi 

k   _  p    _  kn'        q'  '* 
m        p  n  ([ 

Ce    système    s'intègre    sans    aucune    diffirnlté.    On 

trouve  d'abord 

n  =  cm, 

c  étant  une  constante.  La  première  des  équations  (2) 

devient  alors 

a?  =  m{z  -f-  c), 

et  il  est  clair  que  par  un  déplacement  convenable  de 
l'origine,  on  peut  annuler  le  coefficient  c.  Soit  donc 

n  =  o. 
On  trouve  ensuite 

p  =  am'^,         q  =  6/?t*, 

a  et  h  étant  de  nouvelles  constantes.  Les  équations  (2) 
s'écrivent  alors 

y  =:  m^"( az  -\-  b), 

et  l'éliminalion  de  A>J  donne  l'équalion  de  la  surface  (S) 
sous  la  forme 

y  =  {az^h)  {^\    ■ 

Comme  les  plans 

j/  =  o,  az  -\-  b  ■=  o,         .T  =  o,         s  =  o 

forment  un  véritable  tétraèdre  (ayant  une  arête  rejetée 
à  l'infini),  la  surface  (S)  fait  partie  de  celles  qui  sont 
définies  en  coordonnées  létraédriques  par  l'équation 

(^)  y  =  (t)- 

On   énonce   immédiatement  la  propriété  caractéris- 
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lique  de  ces  surfaces  :   les  st^ctions  par  des  plans  con- 
tenant rareté  X  =  o,   Z  =  o,  du   tétraèdre  de  réfé- 
rence sont  les  courbes  de  contact  de  cônescirconscrits 
ayant  leurs  sommets  sur  l'arête  Y  =  o,  T  =  o. 

Remarf|uons  encore  que  réqualion  (5)  ne  change 
pas  si  Ton  y  permiile  X  et  Y,  Z  et  T.  Il  en  résulte  que 
les  deux  arêtes  X=o,  Z  =  o,  Y  =  o,  T  =  o  jouis- 
sent de  propriétés  réciproques.  Le  fait  élail  à  peu  près 
évident  a  priori.  Désignons  en  eiret  |)ar  D  cl  A  les 
deux  arêtes  en  question.  Nous  savons  df-jà  que  les  sec- 
tions de  la  surface  par  des  plans  qui  contiennent  D  sont 
les  courbes  de  contact  de  cônes  circonscrits  ayant  leurs 
sommets  sur  A.  Il  s'ensuit,  d'après  le  théorème  de 
Dupin,  que  si  une  tangente  à  (S)  rencontre  D,  la  tan- 
gente conjuguée  rencontre  A.  L'énoncé  de  cette  pro- 
priété étant  symétrique  par  rapport  à  D  et  A,  la 
léciprocité  de  ces  deux  droites  est  bien  mise  en  évi- 
dence. 

•a"  Les  valeurs  doubles  sont  confondues.  —  On 
peut  supposer  les  axes  tellement  choisis  que  la  valeur 
double  uni(pie  soit  l'gale  à  rinliiii.  La  forme  de  la  rela- 
tion est  alors 

T  —  /    -^  A  =  o, 

k  étant  une  constante. 

Les  relations  à  identifier  sont  alors 

{t  -\-  h)  z  —  p  z  -^  n  it  -^  k  )  —  cj'  ^  o., 
mt  z  —  p  z  ^  ni  —  y  =  o, 
ce  qui  donne 

I         p  —  /.         //'        //'  —  kn 
m  p  n  q 

On  pourra  faire,  comme  (l;nis  le  premier  cas, 


I 


(3-7) 
()ii  trouve  ensiiile 

p  =  am  -i    l,ni  \./n , 
q  =  bm^ 

a  cl  b  élant  de  iiuii\elle.s  coiislanltîs.  On  a  donc,  pour 
équalions  de  la  génératrice, 

X  =  mz, 
y  =  ni{a  -{-  k L m)  z  -+-  bni. 

Pour  élitJiincr   ///,   nous   lirons  de   la   seconde  équa- 
tion 


y  —  ax 
y  —  aniz  —  uni 
L  m  =  - 


bx 


A/?iz  Lx 

d'où 


//i  =  —  =  t; 


ou,  en  introduisant  de  nouvelles  constantes, 


X  =  \ze^ 


CHKTinCAi  DE  CALCUL  lUI  PLItE\riËL  ET  l\TE(iKAL. 


Bordeaux. 

RoRKl  VK  THKORiyi  K.  —  I.  /'Jxposer  une  inétliod*'  de 
reclictchc  d'une  intégrale  complète  de  Vé(iuatioti  aux 
dérivées  partielles 

/{X,f,Z,/>,(/)  =  0. 


(  3i8  ) 

Application  à  l'équation 

p-y  —  -  =  o. 

II.  On  considère  les  surfaces  développables  dont  les 
génératrices  font  un  angle  donné  a  avec  l'axe  des  z  et  qui 
passent  par  la  parabole 

y^  —  ipx  =:  o,  ^  =  o 

{en  coordonnées  rectangulaires). 

Montrer  que  ces  surfaces  sont  des  cylindres  à  l'exception 
d'une  certaine  surface  développable  S  (composée  de 
deux  nappes  distinctes  se  croisant  suivant  la  parabole). 

Faire  voir  que  S  est  l'enveloppe  des  cylindres  et  recher- 
cher géométriquement  les  projections  sur-  le  plan  des  xy 
des  lignes  de  courbure  de  S. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  le  volume  compris 
entre  les  deux  plans  z  =  o,  z  =  6  et  la  surf  ace  ayant  pour 
équation 

Ce  volume  a  une  mesure  finie  {dire  pourquoi). 

On  demande  de  déter/niner  un  plan  P  parallèle  au  plan 
des  xy  et  tel  que  le  rapport  de  la  portion  du  volume  pré- 
cédent comprise  entre  le  plan  V  et  le  plan  s  =  6  «  celle 
comprise  entre  le  plan  P  et  le  plan  3  =  6  soit  égale  à 
o,3656.  (Novembre  1909.) 


Lille. 


Épreuve  TiiÉORigui-;.  —  I.  Equations  di(f'érentielles  du 
premier  ordre  non  résolues  par  rapport  à  la  dérivée.  Cas 
particuliers  :  x  ou  y  ne  figurent  pas  dans  l'équation. 
Équations  de  Lagrange  et  de  Clairaut. 

II.  Déterminer  les  surfaces  telles  que,  si  de  l'origine  on 
abaisse  la  perpendiculaire  OP  sur  le  plan  tangent  en  M, 
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le  produit  de  OP  par  la  portion  MN  de  normale  comprise 
entre  le  point  M  et  le  plan  xQy  soit  égal  au  carré  de  la 
distance  OM. 

Etudier-  les  sections  de  ces  surfaces  par  les  plans  passant 
par  Oz  et  déterminer  les  fonctions  arbitraires  de  façon 
que  ces  sections  forment  une  famille  de  lignes  de  courbure. 

Epreuve  imiatiqik.  —  Décomposer  en  éléments  simples 

x--\-  px  -^  q 

{X—i)^{x  -+-  2)2* 

Déterminer  p  et  q  de  façon  que  la  fonction  primitive  de 
cette  fraction  rationnelle  soit  algébrique. 
Calculer 


r 


dx. 


J_^i3C  —  1)3  {,r  -1-  •2)- 

(  Juillet  1909.  ) 

Marseille. 

Ei'RiiUVK  TiiÉOHiouK.  —  Trajectoires  orthogonales  des 
génératrices  d'une  surface  réglée. 

Former,  en  général.,  l'équaliou  différent irl le  à  laquelle 
elles  satisfont. 

Former.,  en  particulier,  cette  équation  dans  le  cas  d'une 
hyperboloïde  à  une  nappe. 

Intégrer  quand  l'hyperholoïde  est  de  révolution. 


SOLUTION. 

Kn   reprt'sentanl   riiyperboloïile   |)ar  les  équations  païaim-- 

triques 

X  z    . 

—  =       _  sin  ^  -I-  cos  /, 

a  c 

Y  z 

=7-= cos/-(-sin/, 

b  c 


(  3.0  ) 

on  trome,  pour  l'équation  difl'crenlielle  clemandéc 
dz  {  a^ — 6*jsin^co«? 


dt        (a- — ù- )  s'iïi' t -h  b- -T^  c^ 

(a'^—b^)  sin^t  +  />2 

:; T, — : — ; r-, ;  (-'  =  <N 

(  a-  —  u-  )  sin- 1  -T-  u''-i~  c- 

qu  il  est  facile  d'étudier. 

Épreuve  pratique.  —  Etant  donné  le  contour  mixte 
formé  par  l 'axe  des  x  et  une  demi-circonférence  ayant 
pour  centre  l'origine,  pour  rayon  une  longueur  supérieure 
à  l 'unité,  et  située  dans  la  partie  des  y  positifs  du  plan 
des  z,  intégrer  le  long  de  ce  contour  parcouru  dans  le 
sens  positif  la  différentielle 

z-  dz 


Déterminer  la  limite  de  la  partie  de  l'intégrale  cjui 
correspond  à  la  demi-circonférence  lorsque  le  rayon  de 
celle-ci  augmente  indéfiniment. 

Enfin.,  calculer,  à  o,ooi  près,  la  valeur  numérique  de 
l'intégrale  définie  réelle 


I 


.r-  dx 


x'*  -H  x'^  -1-  I 


SOLUTION. 


--/3  =  0,906. 


Montpellier. 


(Juin   1909.) 


Épreuve  thkorioue.  —  Une  surface  étant  r  apportée  à  trois 
ares  rectangulaires,  O.r,  ())-,  O z.,  soient  INI  un  point  de  la 
surface,  P  le  jioint  on  le  plan  tangent  en  .M  coupe  Oz. 
L  la  trace  de  la  droite  iMP  sur  le  plan  xOy. 

1"  Former  et  intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 


(     '^2.     ) 
des    surfaces    S    (elles    ([lie    le    point    Q    ait    une    abscisse 
donnée  a.   Démontrer  cjue  les  surfaces  S  sont  des  surfaces 
réglées. 

'}°  Soit  S  celle  de  ces  surfaces  qui  contient  le  cercle 

z  =  a,         x'^-¥-  y- —  a.?-  =  o. 

Déterminer  les  projections  sur  le  plan  xOy  des  l lignes 
asym ptotiques  de  la  surface  1.  Indiquer  la  forme  de  ces 
projections. 

V  Soit  1.1  celle  des  surfaces  S  qui  contient  la  droite 

a 

X  =^    -y  V  -H  5  =  o. 

La  surface  Sj  est  du  second  degré,  et  l'un  de  ses  systèmes 
de  génératrices  rectilignes  est  formé  de  droites  rencon- 
trant O  z  :  on  considère  les  trajectoires  orthogonales  des 
génératrices  de  ce  système  et  l'on  demande  l'équation 
générale  de  la  projection  de  ces  trajectoires  sur  le 
plan  xOy. 

Epreuve  I'uatiqui:.  —    Intégrer   l'équation  dijjérenticlle 

Cas  particulier  où  a  =  i. 

(Juillet  1909.) 

Epreuve  théorique.  —  Soit  M  un  point  d'une  surface 
rapportée  à  trois  axes  rectangulaires  Oxyz. 

1°  Trouver  et  intéger  l'équation  aux  dérivées  jxiriicllcs 
des  surfaces  S  telles  que  l'angle  formé  par  la  drotic  <JM 
et  par  la  normale  en  M  à  la  surface  se  /> rejette  sur  le 
plan  xOy  suivant  un  angle  droit; 

2"  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces  S; 

i"  Soient  A  une  aire  quelconque  prise  sur  la  surface  S. 

V   le  volume  limité  par  A,  par  sa  projection  sur  le  plan 

xOy,  et  par  le  cylindre  projetant  {on  suppose  ce  volume 

■m   entier  d'un  même  côté  du  planxOy ).  Soit  V  le  volume 

An/i.  de  Malhcniat.,  \°  série,  t.  \.  (Juillet  lyio.)  22 
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limité  par  A  et  par  le  cône  ayant  pour  sommet  l'origine 
et  pour  base  l'aire  A.  Démontrer  que  l'on  a 

V  =  3  V  ; 
4"  Déterminer  celle  des  surfaces  S  qui  contient  la  courbe 


X  =  a,        y  =  ae" 

et  calculer  le  volume  V,  en  supposant  que  A  soit  l'aire  de 
cette  surface  qui  se  projette  sur  le  plan  xOy  à  l'intérieur 
du  trianfi^le  limité  par  les  droites 


y  ^  «, 


y 


Ei'iiKi  VE  PUATiyLE.  —  Soient  r.  y,  z  les  coordonnées  d'un 
point  iM  de  l'espace.  On  suppose  que  x,  y,  z  soient  des 
fonctions  d'une  variable  t  définies  par  le  système  d'équa- 
tions différentielles 


dr 
Tt 


y 


dy_ 
dt 


'  dt 


■y- 


Déterminer  ces  trois  fonctions  de  façon  que,  pour  t  =  o. 
■elles  se  réduisent  à  r  =  oi,  y  —  'p,  z  =  •;  ;  a,  ^,  -;  étant  trois 
constantes  données. 

Démontrer  que  la  courbe  décrite  par  M,  lorsque  t  varie, 
est  une  courbe  plane  et  que,  lorsque  a,  ^,  -;  varient,  le 
plan  de  cette  courbe  passe  par  une  droite  fixe. 

(  Noveaibie  1909.) 


Nancy. 


]{i'1u:lvi:  tiikouiqle.  —  I.  Développement  ensérie  de  Taylor 
d'une  fonction  analytique  d'une  variable  complexe. 

II.  Etant  donnés  trois  ânes  de  coordonnées  /-ecta/tgu- 
taires  O.r,  Oy,  0-s,  on  considère  toutes  les  sphères  tan- 
gentes au  plan  des  xz  aux  dijférenls  points  de  Oz. 

I"  Montrer  que  ces  sphères  satisfont  toutes  à   une  même 
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équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  (Ej  et 
former  cette  équation  ; 

1"  Indiquer  la  génération  de  la  surface  intégrale  la 
plus  générale  de  l'équation  (E),  ainsi  que  les  caractéris- 
tiques de  cette  équation; 

3°  Déterminer  la  surface  intégrale  de  iE)  qui  passe  par 
la  courbe 

j"  =  o,        y--^z'^  —  'iy  =  o  ; 

4°  Démontrer  que  la  section  par  un  plan  quelconque 
passant  par  O z  de  toute  surface  intégrale  de  (E)  est  une 
ligne  de  courbure  de  cette  surface.  Quelles  sont  les  autres 
lignes  de  courbure?  (Juin   1909.) 

Éi>KKi  VK  TiiKoRiQi  1:.  —  I.  On  Considère  l'équation  diffé- 
rentielle 

où  f{x,  y)  désigne  une  fonction  des  deux  variables  com- 
plexes X  et  y,  holomorphe  au  voisinage  du  système  de 
valeurs  (a^'o,_^u)-  Enoncer  et  démontrer  le  théorème  relatif 
à  l'existence  des  intégrales  y  qui  prennent  la  valeur  y^ 
pour  X  =  Xi). 

II.   On  considère  l'équation  aux  dérivées  partielles 

dx  dy 

y X  -^ a  =  o. 


a  désignant  une  consta/ite  donnée. 

1"  Intégrer  cette  équation; 

■>."  La  surface  intégrale  étant  supposée  rapportée  à 
trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  déterminer  la 
fonction  arbitraire  qui  entre  dans  son  équation  de  manière 
que  cette  surface  admette  pour  ligne  de  courbure  sa 
section  par  le  plan  des  yz. 

Déterminer  dans  ce  cas  les  deux  familles  de  lignes  de 
courbure,  ainsi  que  les  deux  rayons  de  courbure  princi- 
paux. 
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Épreuve  pratique.  —  Intégrer   l'équation  différentielle 

soit  par  la  méthode  de  Laplace.  soit  en  se  servant  de  la 
propriété  de  l'équation  (propriété  qu'on  démontrera) 
d'entraîner  comme  conséquence  une  certaine  équation 
différentielle  linéaire  du  sixième  ordre  à  coefficients 
constants.  (Octobre   190g.) 

Poitiers. 

Epreuve  TnÉoiuguE.  —  1°  On  considère  la  surface  (S) 
enveloppe  des  sphères  (S  i  données  par  l'équation 

x^  —  y-  —  z- —  iT-x  —  ■>.  3  K  —  -^7-  =  '), 

dans  laquelle  a,  ^,  v  sont  des  fonctions  données  d'un 
paramètre. 

Déniant?  er  que  toutes  les  normales  de  <  Sj  rencontrent 
une  courbe  (C  ).  que  la  surface  (S)  admet  une  famille  de 
circonférences  (T)  pour  l'un  des  systèmes  de  ses  lignes  de 
courbure  et  que  les  plans  tangents  à  (S)  le  long  d'une 
quelconque  des  circonférences  (T)  enveloppent  un  cône  de 
révolution  (  R). 

2"  Quelles  doivent  être  les  fonctions  a,  ^,  v  pour  que 
toutes  les  circonférences  (F )  soient  égalea?  Que  sont  alors 
les  cônes  (R  )'?  Montrer  que  les  normales  de  (S)  sont  aussi 
des  normales  de  (G)  et  en  déduire  le  second  système  de 
lignes  de  courbure  de  cette  surface  (S). 

3"  Quelles  doivent  être  les  fonctions  a.  3,  y  pour  que 
tous  les  cônes  (R)  soient  égaux?  Montrer  que  la  recherche 
du  second  système  de  lignes  de  courbure  de  {K)  revient 
alors  à  la  recherche  de  familles  de  droites  coupant  (C> 
sous  un  angle  constant  et  ayant  une  enveloppe. 

On  donne  la  fonction  f{z)  définie  par  l'exp/ession 


f-'-r  f^ 


dx  dx 


\-\-  X  (  I  -r-  .r  j2 

dans  laquelle  : 


dl 


(  '^  ■••••'>  ) 

a.  Viatcgrnle    f      est  prise  suù'ant  un  chemin  donné  {Y  ) 
de  sorte  que  \  est  un  point  variable  sur  (  V )\ 

b.  l'intégrale    j      est  prise  suivant  la  portion  ( o,^}  de  T. 

•-■  n 
Quand   (T)   varie,    quelles  sont  les   différentes  valeurs 
de  fiz)'!   En    quoi   le    résultat  serait-il   modifié  si   l'on 
abandonnait  l'hypothèse  b? 

Hi>iti:i;vi:   l'inrigui;.   —   Intégrer   l'équation   aux   dérivées 
partielles  du  premier  ordre 


Développer    la   fonction  ^^}.    cos  — 


en  série  de  Fourier 


procédant  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  entiers 
de  «>.  (  Juillet   1909.  ) 


Rennes. 

EpRKUVi':    TiiKOiUQi'K.    —    1.     On    donne    l'équation    diffé- 
rent ie  lie 

(  I  j  JK"-h  A>''+  B_k  =  o  : 

i"  Vérifier  que  la  transformée  de  cette  équation,  dé  finie 
par  la  relation 

y  ^ . 

est  l'écjuation  de  liiccati 

z'  -\-  z- -+-  A.  z  -^  Yi  =  o  : 

■j."  Soient  y ^  et  y. i  deux  solutions  part icul ières  de  l'équa- 
tion {  I  ),  on  po'ie 

yi        ,  "". 

u  =  — •         et         V  =  — ,  ; 
y\  « 
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montrer  fju'on  a 


»•  =  —  A  - 


et  que  v  est  déterminée  par  une  équation  de  Riccati ; 

3"  A  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  fonctions  \ 
et  B  pour  que  l'équation  {\)  admette  deux  inté craies  dont 
le  rapport  soit  égal  à  l'une  des  expressions  suivantes  : 


(?) 
(ï) 
(8) 


u  z=  ax  -\-  b, 
u  =  lang(rtJ7), 
si)  ax 


ch  ax 

a  =  \mox  : 


montrer  que^  si  l'une  de  ces  conditions  est  /emplie,  l'inté- 
gration de  l'équation  (i)  dépend  d'une  seule  quadrature . 
Achever  les  calculs  en  supposant  : 

A  constant  pour  les  conditions  (%),  (^),  (y)? 

A  =  {im  consl.)  pour  la  condition  (o). 

II.  Soit  S  la  surface  dont  l'équation  en  coordonnées 
cartésiennes  rectangulaires  est 

z  =  x-^y. 

i"  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  cette  surface. 

•2°  Soit  L  l'intersection  de  la  surface  S  avec  le  plan 
tangent  en  un  point  cjuelconque  M  de  S,  de  coordonnées  a, 
6,  c.  Calculer  la  courbure  de  L  en  un  point  c[uelconque 
de  L,  en  fonction  de  l'ordonnée  y  de  ce  point. 

3"  Former  l'équation  différentielle  des  lignes  de  cour- 
bure de  la  surface  S  et  déterminer  les  cosinus  directeurs 
des  directions  principales  de  S  en  un  point  quelconque 
de  Ox. 

Eprklve  pratique.  —  i"  On  considère  la  surface  (1)  qui. 
déjinie  en  coordonnées  semi-polaires,  a  pour  équation 

z  ^=  r  —  a  cosO, 
a  désignant  une  constante  positive, puis  le  solide  (S)  limité 


(  3'>.7  ) 

par  la  surface  (S),  les  plans  z  =^  o.  z  :^  a,  avec  la  condition 


1  % 


Calculer  pour  le  solide  Ce)  : 

(y.)  L'aire  de  la  sec/ion  par  un  plan  z  =  const., 

(  jj)  Le  volume,    • 

(y)  Les  coordonnées  du  centre  de  gravité. 

2"  Montrer  que  si  l'on  pose 

r  =  Jx'--^  y*.         0  =  arc  laiiir  —  > 
•^  X 

la  fonction 

z  ^=  r  —  a  cnsf) 

satisfait  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

à^z  d^-z  ù'-z 

x'^ r-  7.xy ^ h  y- =  o. 

àx-  "^   (Jx  dy       -^     rJy- 

nuillet  1909  ) 

Toulouse. 

Epreuvr  TUKORioiE.  —  Deux  surfaces  Cà)  et  {^q)  se  cor- 
respondent point  par  point  de  façon  que  les  normales  aux 
points  correspondants  (x,y,  z),  (x,,,  y»,  Zq)  soient  paral- 
lèles et  qu'on  ait,  entre  les  différentielles  des  coordon- 
nées, les  relations 

dx^  -+-  dy-  -^  dz-  =  dx'^  -f-  dy'f,  -h  dz'^^, 
dx  dXi)->r-  dy  dy^^  -4-  dz  dzo  =  o. 

i"  Montrer  que  z  regardé  comme  fonction  de  x  et  y 
vérifie  une  seule  équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  qu'on  formera  et  dont  on  indiquera  la 
signification  géométrique. 

•i"  Chercher  si  la  surface  (S)  peut  être  de  révolution  ; 
trouver  sa  méridienne.  Déterminer  la  surface  (So)  cor- 
respondante, en  indiquer  un  mode  de  génération. 

y  Montrer  que    les    lignes  de  courbure  de   (S)   corres- 
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pondent  aux  lignes  asyniptotiques  de  (S^j  et  réciprorj  ue- 
ment  :  trouver  ces  lignes. 

Va>\ke\  \E  PRATiyiE.  —  Transformer  l'intégrale 

./_,     (a  — ir)"'+» 

en  prenant  pour  noui'elle  variable 

I    \  —  X- 

y  — ; 

ï  a  —  X 

montrer  sur  la  nouvelle  forme  qu'il  existe  une  relation 
linéaire  entre  J,„,  J,«_i,  im-i- 

Calculer  explicitement  i-i.  (Juillet  1908.  j 

Ei'RiiUVE  THÉORiQi  K.  —  I.  Une  courbe  déforme  invariable 
située  dans  un  plan  passant  par  Oz  tourne  autour  de  cet 
axe  en  même  temps  qu'elle  glisse  parallèlement  à  l'axe 
suivant  une  loi  quelconque  ;  on  demande  : 

\"  De  déterminer  sous  quelle  condition  les  lignes  planes 
X  =  const.  sont  des  lignes  asymptotiques  de  la  surface 
engendrée.  Quelles  sont  alors  les  autres  lignes  asymjito- 
tiques? 

2°  De  former  dans  le  cas  général  en  coordonnées  rec- 
tangulaires {x,y )  l'équation  différentielle  des  trajectoires 
orthogonales  des  sections  de  la  surface  par  les  plans 
z  =  const.  Trouver  dans  quel  cas  cette  équation  est  homo- 
gène et  l'intégrer. 

II.   On  considère  le  système  d'équations  linéaires 

dx  , 

—-z=.ax   -\-oy   -\-cz, 
dt  -^ 

-21  =aiX-}-bty-\-  Cl  3, 

dz  , 

— -  =  a-yX  ^  OiY  -r-  C9Z. 

dt  '  z./  -    ' 

où  les  coefficients  ai.  . . .,  c^  sont  des  fonctions  de  t. 


(  •^-^9  ) 
1"   Trouver  à  quelles  conditions  toute  solution  (jr,y,  z) 
du  système  vérifie  une  relation 

x^  — y-  -i-  «■-  =  const. 
2"  Montrer  ijue  si  l'on  suppose 


la  fonction  X  =  =—  vérifie  une  équation  de  Riccati. 


ÉpREUVK  PRATiiHK.  —  Calculer  l'intégrale  définie 

a  d% 


/■■■■ ^ 

J  I  —  IX  cos  ( 


a  —  i  I  -h  X- 


où  l'on  suppose  x  réel  et  inférieur  à  l'unité.  ^  désignant 
une  constante  arbitraire. 

Nota.    —    On    formera    d'abord    le    développement    de 
I 

-  en  série  procédant  suivant  les  puis- 


i  —  IX  cos  (a  —  p  )  -H  .r- 

sances  croissantes  de  x.  (Novembre  1908.; 

EpREUVK  TiiKOUigt'ii:.  —  I.  On  considère  les  sphères  tan- 
gentes au  plan  des  xy  qui  ont  leurs  centres  m( x, y.,z )  sur 
une  su/face  donnée  s  :  elles  enveloppent  une  surface  S,  lieu 
d'un  point  iM(X,  Y,  Z). 

1"  Calculer  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au 
point  M  à  la  sur/ace  S,  au  moyen  de  x,  y,  z,  p,  q. 

■1"  Intégrer  l'équation  au.r  dérivées  partielles 

X(a:-,  y,  z,  />,  q)  =  cunst. 

où  le  premier  membre  désigne  la  coordonnée  X  du  point  M. 
{Intégrale  complète,  intégrale  générale.  ) 

3"  Former  l 'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure 
de  la  surface  qui  représente  l'intégrale  générale  de  cette 
équation. 


(  33o  ) 

II.  Indiquer  la  suite  des  propositions  générales  sur  les 
fonctions  niéroniorphes  doublement  périodiques  qui  amène 
à  la  formation  de  la  fonction  pu. 

EpREiVE  PRATiQiE.  —  Une  fonction  méromorphe  double- 
ment périodique  ©(m)  possède  dans  le  parallélogramme 
des  périodes  les  deux  pôles  u  =  o,  u^b;  on  donne  au 
voisinage  de  ces  pôles  les  développements 


'■?  (  "  ' 

Ci  (  u  ) 


—  - — h  Ao  -+-  Al  u  -1-  Aa  «  2  _,_ 


B«-+-  B,M  ^B2«2 


u  —  b 


\°  Exprimer,    au    moyen   de    la  fonction    "C.    l'intégrale 

indéfin ie    1  ç (  u)du. 

i"  Former    l'équation    algébrique    qui    lie    o(u)    à    sa 
dérivée  première. 

(Juillet  1909.) 


SOLLTIOXS  DE  QIESTIOXS  PROPOSÉES 


2100. 

(  1908,  p.  4:8.) 

Si  a  et  b  sont  les  racines  de  l'équation 


X- —  7.r  H-  7^  =  o, 


les  deux  Quantités 


sont  égales  à  celles-ci  : 


(  -^3.   ) 

i  et  £*  étant  les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité. 
Préciser  e.  G.   F". 

(D'après  Hermitk,  Cours  d'Analyse 
de  l'Ecole  Polytechnique .) 


SOLIITCON, 
Par  i.'al'tkur. 

Les  quantités  a  et  b  sont  des  imaginaires  conjuguées;  y/rt 
désigne  l'une  quelconque  des  racines  cubiques  de  a,  et  l'on  doit 
supposer  que  \  b  désigne  l'imaginaire  conjuguée  de  celle  que 
représente  \/7t.  En  outre,  on  doit  remplacer  y/ô^  et  y/è^  par 
\yay  et  \\' b }' ,  quantités  bien  définies  par  ce  qui  précède. 

Cela  posé,  désignons  les  deux  quantités  considérées  par  a 
et  j3.  Il  suffit  de  montrer  que  an-S  et  a  —  l'i  ont  bien  les 
valeurs  qui  résultent  des  indications  de  l'énoncé,  i  étant  choisi 
convenablement.  On  doit  avoir  d'abord 


-(v^  +  W  =  (^ 


•)(v'rt -h  v'T^) 


ce  qui  est  exact. 

On  doit  avoir  ensuite 

ou.  en  prenant 

—  I  —  t  v/3 

£  =   —  y 

0. 


({/ay+iVhf^V^ 

avec  la  valeur  choisie  par  z,  on  doit  prendre 

a         I  -f-  3  ?'  v^'î  f>         1  —  3  f  v/3 


et  la  relation  à  vérifier  devient 

{V^y-^{rbY=t/âl^Vi'^ 


V^[(^-by^{yân 
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ou 

■/a  \fb  =  7  ; 

or  le  produit  ab  est  égal  à  7^,  et  Ton  a  supposé  que  y  «  et  \/ h 
désignent  deu\  imaginaires  conjuguées;  donc.  .  . 

2115 

(  1909,   p.  56.  , 

Si  l'on  définit  un  tétraèdre  SABG  en  donnant  les  faces 
X,  \L,  V  du  trièdre  S  et  les  longueurs  a,  3,  -'  des  arêtes  issues 
de  S,  le  tétraèdre  est  orthocentrique  sous  les  deux  condi- 
tions 

a  3  V 


Cela  étant,  dans  un  tétraèdre  orthocentrique  ABCD 
dont  H  est  l'ortliocentre,  on  donne  les  valeurs  algébriques 
a,  |6,  Y,  0  des  segments  HA,  HB,  HC,  HD,  le  sens  positif  sur 
chaque  hauteur  allant  de  la  base  vers  le  sommet  :  déter- 
miner la  valeur  commune  des  rapports  égaux 

cos(b,  c )        cos(  c,  a  )        cos(a.  b  )  _  cos(  d,  a)  _ 

yz      '        ?Q  Tz  07^       '   •  •  •  • 

0  P  0  Y  p/  Y 


\0UVELLE    SOLUTION, 

Par  un  Anonyme. 

La  solution  donnée  à  la  page  i38  est  incomplète,  car  les 
seules  données  du  problème  sont  a,  ^,  y^  5.  Il  faut  lire  d'ailleurs 
—  p2  au  lieu  de  p^,  —  u^  au  lieu  de  a^,  —  ('  Il  )  au  lieu  de  (  H  ) 
dans  les  deu\  dernières  formules. 

Pour  la  première  partie,  AI  étant  hauteur  du  triangle  ABC 
et  P  étant  l'orthocentre  de  ce  triangle,  de  sorte  que  SP  est 
hauteur  du  tétraèdre  orthocentrique  SABG,  on  a,  en  tra- 
çant SI, 

COS  A    =  COS  V  ISB  IbLi  I    =    -rr 1 pr , 

PycosX--=  PS'  — ÏP'—  lA.lP  =  PS'-4-Tp.ÂP, 


d'où 


(  :m  ) 

Py  cosa  =  Y^  "*3^  !^  ^  ^?  cosv  =  PS    -t-  PI.  l'A  . 


Pour  la  seconde   partie,   l'application   de  la   formule  précé- 
dente au  tétraèdre  H\BG  donne 

—  p'(  cosf  6,  c  )  =  PÏÏ^  —  PÏÎ .  PD  =  PÏÏ.DÏÎ 
ou 

i-;  cos(6,  c)  =  -  ÏÏÏÏ.ÏÏn  =  -  A. 

L'équation  qui   donne  k  se  déduit   de  la   relation  entre  les 
cosinus  des  six  dièdres  d'un  tétraèdre;  cette  équation  est 


lille  a  été  donnée  sous  forme  sim|)le  dans  les  Nouvelles 
Annales  (1909,  p.  557),  ^'^  '  "^"  ''  montré  qu'elle  a  une  racine 
négative  acceptable  et  trois  racines  positives  dont  la  plus 
petite  est  seule  acceptable. 

2129. 

(1909,    p.    192. 1 

La  point  P  décrit  une  normale  à  une  parabole  :  de  ce 
point  on  peut  mener  deux  autres  normales  à  la  parabole. 
Démontrer  que  la  droite  qui  joint  les  centres  de  courbure 
situés  sur  ces  deux  normales  enveloppe  une  parabole 
quand  le  point  P  décrit  la  normale  donnée. 

(Georges  Cuny.) 


SoiA'TION. 

l'iu-  M.  R.  BouvAisT. 

Soient  m  le  coefficient  angulaire  de  la  normale  fixe  décrite 
par  le  point  P;   ;xi  et  ;jij  les  coefficients  augulaires  de  deux 
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normales  variables  issues  de  ce  point,  on  a 

m  -r-  [i-i  -+-  Ji.2  =  o- 

D'autre  part,  les  équations  paramétriques  de  la  développée 
sont,  l'origine  étant  placée  au  sommet  de  celle  courbe, 

X  =  , 

À  étant  le  coeflicienl  angulaire  d'une  normale    variable  à   la 
parabole. 
Soil 

ux  -h  vy  -r-  tv  =  o 

une  droite  quelconque,  réqualiuii  aux  À  des  points  d'inler- 
seclion  de  cette  droite  et  de  la  développée  est 

p A '  V  -. a  -~-  w  =  o\ 

l'équalion  tangenlielle  de  l'enveloppe  cherchée  s'obtiendra  en 
écrivant  que  la  somme  de  deux  des  racines  de  celte  équation 
est  constante  et  égale  à  —  m.  ou  encore  que  l'une  des  racines 
est  égale  à 

3  H 

ni j 

■IV 

ce  qui  donne 

nip  (  -2  nii-  —  i  II  )--^  '\  tiv  =  o, 
équation  tangenlielle  d'une  parabole. 

Autres  solulions  par  M.M.  Baiusien,  Giraudon,  Lez. 
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OiEsrio\s. 


2156.  —   On  considère  la  suile  des  polynômes  en  x  : 

^0,        "l)        '2)        '3)         •••)        P«)         •••5 


tels  que 


n  P„  =  (in  —  9.  )  Vn-i  —  i'i/i  —  ^  -]-  x^  )  P„   2 

+  (l   —X"){n  —  '2)Pn-3 
l'u=Pl=I, 


1"  Monlrer  que  l'on  a 
Prt  =  «0-^  C},aix-h  Cf,a2X--h  .  .  .-h  C'/,aj,x''-T-. . .-+-  C',ia,tX", 

C/i  élanl  le  nombre  des  combinaisons  de  n  lettres  p  à  p  el  a,, 
étant  fonction  de  p  seul  indépendant  de  x  et/i; 

"?."  Montier  qu'il  y  a  une  relation  linéaire  entre  a,,,  «,,_i, 
«/<-2  vérifiée  quel  que  soit  p.  En  conclure  la  valeur  de  a^  eu 
fonction  de  p.  (  R.  Gilbert.) 

2l57.  —  Démontrer,  en  partant  de  l'équation  générale  d'une 
quadiique  en  coordonnées  télraédriques,  que  le  rapport  des 
distances  d'un  point  courant  M  aux  plans  tangents  en  deux 
points  fixes  Mi  et  M2  est  proportionnel  au  rapport  des  dis- 
tances du  plan  tangent  en  M  aux  deux  points  fixes  Mj  et  ilj. 

G.  F. 


2138.  —  Soient  AB  une  corde  d'une  hyperbole  équilatéi  e  de 
«♦entre  O  et  G  le  milieu  de  cette  corde;  iM  étant  un  |)oint  de 
la  courbe  et  I*  étant  la  projection  de  ce  point  sur  la  corde  AB, 
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on  a 


AB.  A.M  -4-  BA.  BM  =—  OC,  OP. 

Cas  où  AB  est  un  diamètre. 


G.  F. 


2139.  —  Démontrer  que  les  foyers  de  tous  les  hyperboles 
éfjuilatéralos  d'un  plan  ayant  un  diamètre  commun  sont  sur 
une  lemniscate.  L.  Kllg. 

:2I60.  —  Appelons  cercle  cylindrique  la  courbe  intersec- 
tion d'un  cylindre  de  révolution  et  d'une  spliére  ayant  son 
centre  sur  le  cylindre.  Le  rayon  de  cette  sphère  sera  dit 
rayon  du  cercle  cylindrique. 

Etant  duniié  un  cercle  cylindrique  quelconque,  naontrer 
qu'on  peut  lui  inscrire  une  infinité  d'hexagones  gauches  dont 
tous  les  côtés  aient  pour  longueur  le  rayon  du  cercle  cylin- 
drique. Ce  théorème  généralise  la  construction  classique  de 
l'hexagone  réguliei'. 

Plus  généralement  encore,  étant  donnés  deux  cercles  cylin- 
driques égaux  tracés  sur  un  même  cylindre  de  révolution, 
montrer  qu  il  existe  une  infinité  d'hexagones  gauches,  dont 
tous  les  côtés  ont  pour  longueur  le  rayon  commun  des 
deux  cercles  cylindriques,  et  dont  les  sommets  se  trouvent 
alternativement  sur  ces  deux  courbes.  R.   B. 


:2161.  —  Une  pyiamide  régulière,  de  sommet  S,  a  pour  base 
un  rectangle  ABCD.  On  considère  le  paraboloïde  de  révolution 
de  sommet  S  qui  passe  par  le  cercle  circonscrit  au  rectangle 
ABCD  et  le  parallélipipède  indéfini  dont  ce  rectangle  est  la 
section  droite.  Démontrer  que  le  solide  commun  à  ces  deux 
corps,  limité  au  plan  de  base  de  la  pyramide,  a  un  volume 
double  de  celle-ci.  M.  d'Ocagnk. 
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[Rla] 

SLR  Li\  PilOBLÈME  DE  CimATIQUE  NAVALE  ; 

Par  m.  J.   HADA.MARD. 


Parmi  les  problèmes  que  les  marins  classenl  dans  la 
Cinématique  navale  figure  celui  des  barrages  oscil- 
lants^ ainsi  conçu  ('): 

«  Des  mobiles,,  de  vitesse  a  constante  en  grandeur, 
doués  d'un  ravon  de  vision  V,  ont  à  couvrir,  en  oscil- 
lant dessus,  une  ligne  droite  fixe  de  longueur  /,  dite 
de  barrage^  de  manière  à  em|)êcher  des  mobiles  B, 
de  vitesse  ^,  de  franchir  la  ligne  sans  être  pris  dans 
une  circonférence  V,  quelle  que  soit  la  direction  attri- 
buée à  b.    » 

Si  cette  condition  est  vérifiée,  on  dit  que  la  droite 
de  barrage  est  gardée. 

On  désigne  par  K  le  rapport  j-,  et  l'on  suppose  K>i  : 
autrement  dit,  les  navires  barreurs  sont  au  moins  aussi 
rapides  que  leurs  adversaires. 

Tout  se  passe  dans  un  plan  :  on  ne  fait  intervenir  ni 
vent,  ni  courant. 

Ou  traite  habituellement  ce  problème  en  assujettis- 
sant les  mobiles  adversaires  B  à  suivre  des  routes  rec- 
tilignes^  leur  vitesse  étant  constante  en  grandeur  et 
direction  et  toujours  égale  à  b. 

Il  est  clair  cependant  (jue,  si  les  B  sont  des  navires 

(')  J'emprunle  cet  énoncé  (en  le  inodifianl  conformément  à  ce 
qui  va  être  dit),  ainsi  que  les  notations,  à  une  brochure  de  M.  le 
capitaine  de  vaisseau  Vidal  (Paris,  Challamel.  éditeur,  17,  rue 
Jacob,  1909). 

Ami.  de  Malhemat.,  4°  série,  t.  X.  (.Voùl  ii)i'>.)  23 
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eniieiiiis,  rien  ne  les  oblige  à  marcher  en  ligne  droite, 
ni  a  donner  toujours  la  vitesse  maxinia  dont  ils  dispo- 
sent. 

Il  est  donc  logique  de  supposer  : 

i"  Que  les  mobiles  B  peuvent  suivre  n'importe 
quelle  route  droite,  brisée  ou  curviligne; 

2°  Qu'ils  peuvent  avoir  une  vitesse  variable,  pourvu 
qu'elle  reste  au  plus  égale  à  6;  le  barrage  devant 
être  gardé  quelles  que  soient  la  forme  de  la  route  en 
question  et  la  loi  de  variation  de  vitesse,  sous  la  condi- 
tion qui  vient  d'être  indiquée. 

C'est  le  problème  ainsi  posé  que  je  me  propose 
d'étudier.  Contrairement  à  ce  cjui  semblerait  au  pre- 
mier abord,  il  conduit  à  des  résultats  plus  simples  que 
celui  qui  correspond  à  l'hypothèse  des  routes  recti- 
lignes.  On  peut,  en  effet,  au  moins  dans  les  cas  que  je 
vais  examiner,  énoncer  des  conditions  nécessaires  et 
sujjisantes  pour  que  la  garde  soit  parfaite. 

1.  J'emploierai  un  mode  de  figuration  bien  connu 
et  C|ui  consiste  à  représenter  d'une  manière  difféiente 
un  même  point  m  du  plan  de  la  figure,  suivant  les 
instants  où  l'on  considère  ce  point. 

A  cet  effet,  on  porte  verticalement  (le  plan  de  la 
figure  primitive  étant  considéré  comme  plan  hori- 
zontal), à  partir  de  m,  une  cote  M  mesurée  par  le 
nombre  /,  c'est-à  dire  par  le  même  nombre  que  le 
tcmjps. 

Le  point  M  est  dit  point  complet  :  sa  connaissance 
détermine  l'ensemble  d'un  point  m  du  plan  horizontal 
et  d'un  instant,  de  sorte  qu'un  point  complet  M  peut 
encore  se  représenter  |)ar  un  symbole  de  la  forme  (/?i,  t). 

Le  mouvement  à  étudier  sera  ainsi  l'eprésenté  par 
une  ligure  dans  l'espace  à  trois  dimensions. 
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J.a  droile   de   barraoe,   considérée    pour   toules    les 
valeurs  réelles  de  t^  donnera,  au  total,  un  plan  vertical 
que  nous  a|)|)ellerons/»/rt/i  du  tableau  et  qui  est  évi- 
demment un  plan  de  symétrie  de  la  figure. 

2.  Une  oscillation  simple  d'un  seul  mobile  barreur  A,, 
effectuée  avec  la  vitesse  constante  «,  sera  repré- 
sentée par  un  segment  de  droile  de  pente  —  ■>  situé  dans 

le  plan  du  tableau  et  ayant  pour  projection  horizontale 
l'amplitude  cl  de  l'excursion  du  mobile. 

D'autre  part,  à  chaque  instant  de  son  mouvement, 
notre  mobile  A,  est  susceptible  de  voir  toute  l'étendue 
d'un  cercle  de  rajon  V  dont  il  est  le  centre. 

Lorscju'il  parcourt  son  segment  de  droite,  le  cercle 
en  question,  ou,  plus  exactement,  le  cercle  complet 
qui  lui  correspond  dans  l'espace  à  trois  dimensions 
lorsqu'on  tient  compte  de  la  valeur  de  /,  engendre  un 
cylindre  circulaire  oblique  limité  C). 

Si  maintenant,  comme  cela  aura  lieu  dans  tout  ce 
fpii  va  suivre,  le  mobile  A,   dont  il  s'agit  est  supposé 

osciller  indéfiniment  (  avec  la  même  vitesse  constante  -  ) 

«/ 

le  long  d'un  seul  et  même  segment  de  droite  du  plan 
horizontal,  on  aura  une  série  de  cylindres  successifs 
C),  C',,C',',  ...  ijig-  i)  dont  deux  consécutifs  quel- 
conques seront  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport 
à  leur  plan  de  base  commun. 

Tous  ces  cylindres  sont  tangents  aux  deux  plans  il 
et  n' qui  sont  menés  parallèlement  au  plan  du  Tableau, 
de  part  et  d'autre  de  ce  plan  et  à  une  distance  \  . 

3.  Le  fait  qu'un  mobile  B  n'est  vu  à  aucun  moment 
par  A,  se  traduit  par  cette  circonstance  que  la  trajec- 
toire du  point  complet  correspondant  n'a  de  point 
commun  avec  aucun  des  cvlindres  Ci,  C, ,  .... 
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Le  fait  que  la  vitesse  de  B  est  au  plus  égale  à  b 
s'exprime  en  disant  que  la  trajectoire  de  son  point  com- 
plet a  partout  une  pente  d'au  moins  ^• 

Toutes  les  trajectoires  satisfaisant  à  cette  condition 


et  qui  passent  par  un  point  cornplet  déterminé  M  sont 
évidemment  intérieures  au  cône  de  révolution  Fj,  qui  a 
pour  sommet  ce  point,  pour  axe  la  verticale  correspon- 
dante et  dont  le  demi-angle  au  sommet  est  arc  tang6. 


3.  Avant  de  nous  demander  si  un  point  m  du  plan 
horizontal  est  gardé ^  nous  nous  poserons  la  même  ques- 
tion pour  un  point  complet  M  (/?«,  /). 

Un  tel  point  sera  dit  gardé  s'il  est  impossible  d'y 
accéder,  en  parlant  de  la  portion  de  l'espace  située 
au  delà  de  H  (coté  par  où  sont  supposés  arriver  les 
mobiles  B)  par  un  chejnin  de  j)enle  partout  au  moins 
égale  à  j  sur  lequel  t  soit  croissant  (de  sorte  qu'un  tel 
chemin   doit    être  entièrement  compris  dans  la  nappe 


\ 
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inférieure  du  cône  Tj,);  ou  s'il  est  impossible  d'v  accé- 
der à  partir  de  la  portion   de  l'espace  située  au  delà 

de  n'  par  un  chemin   de   pente  au   moins  égale  à  y  le 

long"  duquel  l  soit  décroissant  (ciieniin  compris  dans  la 
nappe  supérieure  de  F,,). 

En  langage  ordinaire,  cela  signifie  qu'un  mobile  B  ne 
peut  arriver  en  m  à  V instant  t  (en  venant  de  la  région 
du  plan  horizontal  située  au  delà  de  IT)  sans  avoir  été 
vu;  ou  que,  s'il  se  trouve  en  ni  à  cet  instant  t,  il  ne 
peut,  de  là,  passer  dans  la  région  située  au  delà  de  II' 
sans  être  vu. 

Si  c'est  la  première  circonstance  qui  se  produit,  on 
dira  que  M  est  gardé  avant;  si  c'est  la  seconde,  qu'il 
est  gardé  arrière. 

On  peut  d'ailleurs  se  borner  à  étudier  à  ce  point  de 
vue  les  points  du  plan  du  tableau.  Dans  ce  cas,  par 
raison  de  svmétrie,  les  plans  FI  et  II'  se  comportent  de 
manière  parfaitement  identique,  de  sorte  qu'on  n'a 
pas  à  distinguer  entre  une  région  de  départ  et  une 
région  d'arrivée.  . 

Nous  proliterons  de  celte  remarque  pour  modilier 
légèrement  la  définition  donnée  plus  haut:  |)Our  dire 
qu'un  point  (complet)  M  est  gardé,  nous  demanderons 
qu'on  ne  puisse  y  accéder  cC aucune  des  régions  exté- 
rieures aux  plans  II,  II'  par  un  chemin  de  pente  au 
moins  égale  à  j  sur  lequel  t  soit  constamment  croissant 

(garde  avant)  ou  constamment  décroissant  (garde 
arrière). 

Nous  serons  sûrs  que  les  résultats  ainsi  obtenus 
seront  valal)les  pour  le  problème  primitif,  pourvu  que, 
en  dernière  analvse,  nous  ne  les  appliquions  (pTaux 
points  du  plan  du  tableau. 

Enfin,   pour  qu'un  point  m  de  la  ligne   de   barrage 
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soil  eardé,  il  sera  évidemment  nécessaire   et  suffisant 
que  toute  sa  verticale  le  soit. 

4.  Cherchons  quels  seront  les  points  -M  de  l'espace 
aui  seront  gardés  avant  par  une  oscillation  simple  dé- 
terminée du  mobile  A,. 

Ces  points  M  seront  caractérisés  par  ce  fait  que 
toutes  les  génératrices  de  la  nappe  inférieure  du 
cône  r^  seront  coupées  par  le  cvlitidre  C|  représentatif 
de  celte  oscillalioti. 

Autrement  dit,  le  cône  F,,  (réduit  à  sa  na|)pe  infé- 
rieure) et  le  cvlindre  (limité)  d  devront  se  couper  avec 
pénétration  (et  non  avec  arrachement). 

Il  est  clair  (en  vertu  de  la  convexité  des  corps  en 
présence)  que  cette  condition  est  nécessaire  et  suffi- 
sante. 

La  région  de  l'espace  formée  des  points  qui  la  véri- 
fient est  aisée  à  déterminer.  Elle  est  limitée  {fig-  2) 
par  des  portions  des  surfaces  suivantes  : 

1°  Surface  du  cvlindre  (dont  le  volume  est,  bien 
entendu,  considéré  comme  faisant  entièrement  partie 
de  la  région  en  question); 

2"  Surfaces  latérales  limitées  des  deux  cônes  de  ré- 
volution qui  ont  pour  bases  respectives  les  deux  bases 
du  cylindre  et  pour  angle  au  sommet  celui  des  cônes  F, 
les  sommets  S(,  S',  étant  au-dessus  des  plans  de 
bases  ; 

3°  Plans  tangents  communs  aux  deux  cônes  Fg^,  Fg'  et 
au  cjlindre,  l'arête  du  dièdre  ainsi  formé  n'étant  autre 
que  la  droite  S,  S', . 

La  figure  ainsi  délimitée  sera  dite  solide  d'ombre 
avant.  Elle  peut  être,  en  effet,  considérée  comme  tout 
analogue  au  cône  d^ ombre  qui  intervient  en  Optique 
et  dans  la  théorie  des  éclipses,  le  Soleil  étant  supposé 
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à    l'infini    dans    la    direction    des    l    négalils,    avec    un 
diamètre  apparent  égal  à  l'angle  au  sommet  des  cônes  F. 
Les   points    qui    sont    gardés    aiiièie    |3ai'    la    même 


Fii 


Fis.  3. 


oscillation  de  A,  forment,  de  même,  le  solide  d' omhre 
arrière,  symétrique  du  premier  par  rapport  au  centre 
de  figure  de  C|. 

La  figure  3  montre  l'ensemble  du  cylindre  et  de  ses 
deux  solides  d'ombre.  On  remarquera  (|ue,  dans  la 
délimitation  de  ce  solide  total,  interviennent  les  quatre 
plans  tangents  au  cylindre,  dont  les  génératrices  de 
contact  divisent  ce  dernier  en  (jualre  parties  : 

Une  bande  supérieure^  celle  qui  est  intérieure  au 
solide  d  ombre  avant; 

Une  bande  inférieure,  intérieure  au  solide  d'ombre 
arrière  ; 

Deux  bandes  latérales^  seules  parties  du  cylindre 
qui  prennent  part  à  la  délimitation  du  solide  de  la 
figure  3. 

Le  solide  d'ombre  avant  a  pour  section  par  le  plan 
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du  tableau  un  pentagone;  le  solide  total  d'ombre  avant 

Fig.  4- 


et  anùère,  un  hexagone  (ces  deux  polvgones  sont  re- 
présentés ensemble  sur  la  figure  4)- 

4  bis.  Les  points  des  bandes  latérales  sont,  d'autre 
))art,  les  seuls  points  de  la   surface  cylindrique  où  le 

plan  langent  ait  une  pente  au  moins  égale  à  7-  En  cha- 
cun de  ces  points,  à  l'exclusion  du  reste  de  la  surface, 
on  peut  mener  à  celle-ci  deux  tangentes  de  pente  j« 

Chaque  bande  latérale  comprend  la  génératrice  de 
contact  du  cylindre  avec  un  des  plans  IT,  II'  :  elle  est 
divisée  par  cette  génératrice  en  deux  parties,  l'une 
supérieure,  l'autre  inférieure. 

Soient  tracées,  en  un  point  de  la  partie  supérieure 

d'une  bande   latérale,  les   deux  tangentes  de  pente  j' 

Nous  noterons  que,  sur  chacune  d'elles,  le  sens  f/e5ce/i- 
dant  (c'est-à-dire  celui  des  t  décroissants)  est  aussi 
celui  suivant  lequel  la   dislance   au   plan   du   tableau, 
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ou,  comme    nous   dirons  encore,    Véloignement   (en 
considérant  le  plan  du  tableau  comme  plan  vertical  de 
projeclion),  va  en  croissant  (')  en  valeur  absolue. 

Notons  enfin  que  tout  point  du  solide  d'ombre 
(avant  ou  arrière)  extérieur  au  cylindre,  mais  compris 
entre  les  deux  plans  de  bases,  a  un  éloignement  plus 
petit  (en  valeur  al)solue)  que  celui  d'un  point  quel- 
conque des  bandes  latérales.  Ce  fait,  aisément  recon- 
naissable  à  l'inspection  des  figures  2  et  3,  peut  être 
considéré  comme  une  conséquence  du  précédent  :  on 
obtient,  en  effet,  l'un  quelconque  des  points  en  ques- 
tion situés  sur  la  surface  du  solide  d'ombre  en  partant 
d'un  point  du  cvlindre  situé  tout  au  plus  à  la  fron- 
tière des  bandes  latérales,  et  suivant  une  droite  de 
pente  j  dans  un  sens  tel  que  l'éloignement  soit  assuré- 
ment décroissant. 

o.  Nous  pouvons  maintenant  aborder  le  premier 
problème  que  nous  nous  proposons  d'examiner,  sa- 
voir : 

Quel  est,  sur  la  ligne  de  barrage,  le  segment  gardé 
par  les  oscillations  d' un  seul  mobile  A,  ? 

Ces  oscillations  sont  supposées,  comme  précédem- 
ment, toutes  edecluées  suivant  un  seul  même  segment 
a,  a',  de  la  ligne  de  barrage,  segment  ainsi  parcouru 
alternativement  dans  un  senseldans  1  autre  sans  inter- 
ruption. 

Un  point  du  plan  du  tableau  ne  pourra  évidemment, 
dans  ces  conditions,  être  gardé  que  s'il  est  projeté  hori- 
zontalement en  un  point  du  segment  a,  a',. 

(')  Ceci  se  dédiiil  aisément  de  la  conslruclion  qui  donne  les 
directions  des  tangentes  en  question  par  l'intersection  d'un  cùne  F 
avec  un  plan  parallèle  au  plan  langent  du  cylindre. 
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Le  point  M  du  plan  du  tableau  sera,  d'autre  part, 
évidemment  gardé  avant  s  il  est  dans  l'ombre  avant 
d'un  des  cylindres  représentatifs  des  oscillations 
de  A,. 

Si,  au  contraire,  M  n'est  pas  dans  l'ombre  avant  du 
cvlîndre  situé  immédiatement  au-dessous  de  lui,  et 
si,  par  conséquent,  il  n'est  pas  gardé  avant  par  ce 
cylindre,  il  est  impossible  que  cette  garde  avant  soit 
complétée  par  les  cylindres  plus  éloignés. 

Pour  rétablir,  il  suffira  de  prouver  (')  que,  si  une 
génératrice  du  cône  F,,  ne  rencontre  pas  le  premier 
C3'lindre  C/  situé  au-dessous  de  M,  elle  ne  rencontre 
aucun  des  cylindres  successifs  C','~",  C','~**  ...,  situés 
au-dessous  du  premier. 

Or  C'/'"  est  le  symétrique  de  C/'  par  rapport  à  un 
plan  horizontal  P''\  Soit  I  le  point  où  la  génératrice  en 
question  rencontre  P  '  .  P(jur  que  MI  prolongé  ne  ren- 
contre pas  C,'  '  ,  il  faut  et  il  sulfît  que  sa  symétrique 
par  rapport  à  P"  (autrement  dit,  la  droite  IJ  qu'on 
déduit  de  MI  par  réflexion  sur  P'  )  ne  rencontre 
pas  C/  . 

D'autre  part,  le  plan  vertical  mené  par  MI  coupe 
C'  suivant  une  ligure  convexe  qui,  nous  le  suppo- 
sons, est  sans  point  commun  avec  MI  et,  par  consé- 
quent, située  tout  entière  d'un  seul  et  même  côté  de 
celte  droite,  celui  où  est  située  la  verticale  descen- 
dante de  M.  Mais  la  demi-droite  IJ  est  visiblement 
située,  par  rapport  à  MI,  du  côté  opposé  à  celui-là  : 
elle  ne  rencontre  donc  pas  C",  et  MI,  prolongé,  ne 
rencontre  pas  C/~", 

Le    même   raisonnement    permet   de    déduire   de    là 


(' )  La  démonstration  pourrait  d'ailleurs  également  être  faite  par 
la  voie  qui  sera  employée  plus  loin  (n"«  9  et  suivants). 
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que  celte  droite  MI  ne  rencontre  pas  C,'~"';  et  ainsi  de 
suite. 

Notre  conclusion  est,  dès  lors,  démontrée. 

Un  point  M  n'est  donc  gardé  avant  que  s'il  est 
dans  l'ombre  avant  du  cjJindre  inférieur  le  plus 
voisin. 

11  n'est,  de  même,  gardé  arrière  que  s'il  est  dans 
l'ombre  arrière  du  premier  cylindre  situé  au-dessus  de 
lui. 

Or,  dans  notre  manière  actuelle  de  poser  le  pro- 
blème, si  un  point  complet  n'est  ni  gardé  avant,  ni 
gardé  arrière,  il  n'est  [jas  gardé  du  tout. 

Donc,  finalement,  nous  obtiendrons  tous  les  points 
de  l'espace  qui  sont  gardés  par  les  oscillations  de  At 
en  prenant  l'ensemble  des  ombres  avant  et  arrière  des 
c\lindres  représentatifs  correspondants. 

Il  nous  suffira,  d'ailleurs,  de  considérer  les  points 
du  plan  du  tableau  :  sur  celui-ci,  comme  nous  l'avons 
vu,  les  ombres  totales  (avant  et  arrière)  forment  une 
série  dbexagones. 

6.  En  ce  qui  regarde  la  disposition  mutuelle  de 
ceux-ci,  deux  cas  sont  à  distinguer  : 

Ou  bien  la  hauteur  des  cônes  (cône  de  sommet  S|, 
par  exemple),  qui  interviennent  dans  la  formation  du 
solide  d'ombre,  est  plus  petite  que  celle  du  cylindre; 

Autrement  dit,  en  langage  ordinaire,  le  temps  mis 
par  un  mobile  B  pour  parcourir  le  rajon  de  vision  V 
est  inférieur  au  temps  d'oscillation  de  A(  ; 

Ou  c'est  l'inverse  qui  a  lieu. 

Le  premier  cas  est  celui  que  nous  appellerons,  pour 
abréger,  celui  des  oscillations  longues;  il  est  caracté- 
risé par  l'inégalité 

(I)  KV<d. 
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Alors  l'intersection  des  périmètres  de  deux  hexa- 
gones consécutifs  (ou,  ce  qui  revient  au  même  par 
raison  de  symélrie,  linlersection  du  |)érimètre  d'un 
hexagone  avec  un  plan  de  hase  du  cslindre  qui  kii 
donne  naissance)  a  lieu,  comme  l'inditjue  Ja  figure  5, 


Fie.  5. 


Fig.  5  bis. 


en  un  point  d'une  droite  telle  que  S(S',  (point  H'  de 
la  figure  5).  Un  tel  point  H'  est  séparé  du  point  de  la 
hase  du  cjlindre  (  '  )  qui  en  est  le  plus  éloigné  (  point  G' 
de  la  figure  5)  par  une  distance  égale  à  \  (i  -h  K). 

Sur  l'autre  plan  de  hase  du  même  cjlindre,  le  point 
analogue  à  H'  sera  le  symétrique  H  de  H',  par  rapport 
au  centre  du  cylindre. 


('  )  La  base  à  laquelle  il  est  fait  allusion  ici  est  celle  dont  le  plan 
contient  H'. 
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Le  segment  gardé  de  la  ligne  de  barrage  sera  la 
projection  horizontale  de  H  H'. 

Lesverlicales  comprises  tout  entières  dans  l'ensemble 
des  hexagones  d'ombre  sont,  en  effet,  celles  qui  passent 
entre  H  et  H'. 

La  longueur  de  ce  segment  est  aVK  —  d. 

Si  VK  est  inférieur  à  -,  aucun  point  n'est  gardé 
par  les  oscillations  de  A,. 

7.  Le  second  cas,  celui  des  oscillations  courtes^ 
est  caractérisé  par  l'inégalité 

(I)  KV>f/. 

Alors  le  plan  de  base  commun  à  deux  cylindres  con- 
sécutifs coupe  le  périmètre  de  l'hexagone  d'ombre 
totale  déduit  de  l'un  quelconque  d'entre  eux,  d'une 
part  au  point  précédemment  considéré  (point  G'  delà 
figure  5  his)  situé  sur  le  cercle  de  base,  d'autre  part  en 
un  point  L'  {Jig-  5  bis)  situé  non  plus  sur  une  droite 
S(S',,  mais  sur  une  gén^''ratrlce  d  un  cône  F  (sur  la 
figure  5  bis^  le  cône  TsJ. 

La  distance  G'L'  est  égale  à  aV+r/fi  —  -jt)- 

Soit  L  le  symétrifpie  de  L'  par  rapport  au  centre 
d'un  des  cylindres  aux  plans  de  base  desquels  il  appar- 
tient. 

Le  segment  gardé  sera   la  projection   horizontale 

de  {AJ  \  sa  longueur,  àe  i\  -]-  d  i\  —  -pj- 

Le  nombre  des  hexagones  avant  une  même  partie 
commune  peut  d'ailleurs  être  ici  plus  ou  moins  consi- 
dérable, suivant  que  la  hauteur  d'un  cylindre  est  con- 
tenue un  plus  ou  moins  grand  nombre  de  fois  dans 
celle  d'un  cône.  Mais,  quel  que  soit  ce  nombre  d'hexa- 
gones  se   superposant,  ceux  (jui  sont  immédiatement 
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conséciUils  foiirnisseiil  à  eus.  seuls  les  abscisses 
extrêmes,  à  droite  ou  à  gauche,  des  verticales  entiè- 
rement recouvertes  par  leur  ensemble,  de  sorte  que 
l'évaluation  précédente  est  indépendante  des  cir- 
constances qui  peuvent  se  produire  à  cet  égard.  Nous 
avons,  en  effet  {*),  constaté  qu'un  point  de  l'espace 
n'est  utilement  gardé  que  par  les  deux  cylindres  les 
plus  voisins  de  lui. 

En  résumé,  si  A  désigne  la  longueur  gardée  et  si, 
laissant  V  et  R  constants,  on  prend  d  comme  variable, 
la  ligne  représentative  de  À  en  fonction  de  r/ est  com- 
posée de  deux  segments  de  droites  dont  le  premier 
joint  le  point  (o,  2V^)  au  point  (VR,  VR)  tandis  que 
le  second  part  de  l'extrémité  du  premier  et  aboutit  au 
point  (  2  VR,  o). 

Pour  i<;R-<2,  le  premier  segment  de  droite  est 
descendant  comme  le  second  (tout  en  étant  moins 
incliné  que  lui),  de  sorte  (|ue  le  maximum  de  ).  a  lieu 
pour  le  barrage  entièrement  fixe.  Au  contraire,  pour 
R  >>  2,  le  maximum  a  Heu  pour  cl  =  VR. 

8.  Il  est  essentiel  de  remarquer  que  nos  résultats 
dépendent  de  ce  fait  qu'un  point  ne  peut  être  gardé  s'il 
n'est  complètement  gardé  avant  ou  complètement  gardé 
arrière. 

Ce  fait,  qui  a  évidemment  lieu  dans  les  conditions  où 
nous  nous  plaçons,  ne  subsisterait  plus  si  la  route  des 
mobiles  B  était  assujettie  à  être  rectiligne  avec  vitesse 
constante  :  et  c'est  ce  qui  complique  notablement,  dans 
ce  dernier  cas,  la  recherche  des  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  qu'il  y  ait  garde  complète. 

Notons    qu'une    proposition    qu'on    est    conduit    à 

(')  Le  même  fait  est  d'ailleurs  aisément  vériliable  sur  une  ligure. 
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énoncei'  dans  le  cas  des  roules  reclilignes,  savoir  : 
«  Tout  point  du  barrage  qui  est  gardé  contre  des 
mobiles  B  arrivant  perpendiculairement  est,  par  cela 
même,  gardé  contre  toute  autre  route  suivie  par 
les  B  »,  n'est  pas  exacte  à  notre  point  de  vue.  On 
s'assure  sans  difficulté  que  Vombre  portée  sur  le  plan 
du  tableau  par  un  cylindre  Cj,  lorsque  les  ravons  lumi- 
neux sont  supposés  tous  parallèles  à  une  direction  de 
pente  T  dont  la  projection  horizontale  est  perpendicu- 
laire au  plan  du  tableau,  déborde  l'ombre  construite 
comme  il  a  été  ex[)liqué  plus  haut. 

Il  existe,  par  conséquent,  des  points  du  barrage  qui 
sont  gardés  contre  les  routes  perpendiculaires  et  ne  le 
sont  point  contre  d'autres  routes.  Un  mobile  B  peut 
passer  en  ces  points  sans  être  vu  par  A, ,  et  cela,  d'après 
ce  qui  précède,  même  en  suivant  une  route  rectiligne 
avant  et  après  la  ligne  de  barrage,  pourvu  qu'il  puisse 
changer  de  direction  en  traversant  cette  ligne. 

9.  Nous  examinerons,  en  second  lieu,  le  cas  du  bar- 
rage oscillant  en  bloc. 

On  considère,  cette  fois,  un  certain  nombre  de 
mobiles  A.  situés  à  une  distance  constante  D  les  uns 
des  autres  et  oscillant  solidairement  de  manière  que  D 
reste  invariable. 

Dans  notre  mode  de  représentation,  chacun  de  ces 
mobiles  donnera  une  série  de  cylindres  disposés  comme 
ceux  de  la  (igure  i ,  les  dilFéreiites  séries  correspondant 
aux  difîerents  mobiles  se  déduisant  les  unes  des  autres 
par  des  translations  successives  de  longueur  D  paral- 
lèles à  la  ligne  de  barrage. 

Nous  nous  placerons,  pour  simplifier ,  dans  I  iivpo- 
ihèse  où  la  longueur  de  celte  ligne  et,  par  conséquent, 
le  nombre  des  mobiles  sont  infinis. 
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La  question  est  de  savoir  quelles  relations  doivent 
exister  entre  D,  r/,  V,  K  pour  cjiie  toute  la  ligne  soil 
gardée. 

Or  il  en  sera  évidemment  ainsi  si  l'ensemble  des 
hexagones  {Jig.  4?  5,  5  bis)  qui  représentent  les  sec- 
lions  des  solides  d'ombres  (tant  avant  qu'arrière)  par 
le  plan  du  tableau  recouvre  ce  plan  en  entier,  puisque 
tout  point  M  de  l'espace  sera  gardé  au  moins  par  un 
des  cvlindres. 

Or  l'ensemble  de  ces  hexagones  pour  un  seul  mobile 
est  celui  qui  est  représenté  (igure  5  ou  5  bis.  Sa  plus 
petite  largeur  horizontale  est  G'H'  {Jig.  5)  ou  G'L' 
{fi g.  5  bis). 

Si  donc  la  translation  D,  par  laquelle  on  passe  de 
cette  série  d'hexagones  à  celle  qui  est  relative  au  mo- 
bile suivant,  est  inférieure  à  G'H'  ou  à  G'L',  la  condi- 
tion mentionnée  tout  à  l'heure  sera  vérifiée. 

Donc,  la  garde  sera  certainement  complète  si 
l'on  a 

(2)  D<V(i-^K), 

dans  le  cas  des  oscillations  longues.,  et  si  Con  a 

(II)  ïi   <l\  -\-d(l—    y 

dans  le  cas  des  oscillations  courtes. 

10.  La  question  de  savoir  si  cette  condition  suffi- 
sante est  également  nécessaire  est  plus  délicate. 

Remarquons  d  abord  que  tous  les  cylindres  que  nous 
avons  à  considérer  sont  tangents  aux  mêmes  plans  H,  II', 
parallèles  au  plan  du  tableau  à  la  distance  V  de  ce 
plan. 

Si,  dès  lors,  nous  considérons  les  séries  de  cvlindres 
engendrés  par  deux  mobiles  barreurs  consécutifs  A, ,  A2, 


\ 
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ces  deux  séries  de  cylindres,  joints  aux  plans  fl,  H', 
enferment  une  région  R  de  l'espace,  limitée  sauf 
dans  le  sens  vertical  et  dont  il  est  impossible  de  sortir 
par  un  chemin  fini  (à  moins  qu'on  ne  fasse  intervenir 
des  valeurs  de  t  inférieures  à  celle  pour  laquelle  le 
barrage  a  commencé  à  fonctionner,  éventualité  que 
nous  exclurons)  sans  rencontrer  les  cylindres  en  ques- 
tion ou  les  plans  0,  Fl'. 

Il  en  résulte  que,  dans  la  garde  d'un  point  M  de 
l'espace  intérieur  à  la  région  R,  on  peut  faire  abstrac- 
tion des  mobiles  barreurs  autres  que  A,  et  Ao-  H  est, 
en  effet,  impossible  qu'une  route,  issue  du  point  M  et 
ne  rencontrant  pas  lescylindres  engendrés  par  A,  etA2, 
rencor)lre  un  cylindre  engendré  par  un  des  mobiles 
précédents  ou  suivants,  sans  avoir,  au  préalable,  tra- 
versé le  plan  Hou  le  |>lan  H'.  Or,  arrivé  en  un  point  N 
d'un  de  ces  plans,  le  mobile  B  est  hors  de  l'action  du 
barrage,  de  sorte  que  si  la  roule  MN  satisfait  aux  con- 
ditions requises  en  ce  qui  regarde  la  pente,  le  point  M 
est  certainement  non  gardé. 

11.  (jette  remarque  faite,  envisageons  la  première 
oscillation  des  mobiles  barreurs  A,,  Ao  :  supposons 
qu'elle  ait  lieu  dans  le  sens  A2  A, ,  et  qu'elle  dure  depuis 
l'instant  t  =  T  jusqu'à  Tinslant  ^  =  ï'=  T  -j-  -.  Soient 
C(,  C2  les  c\lin(lres  représentatifs  de  cette  première 
oscillation  pour  nos  deux  mobiles. 

Un  point  de  R  correspondant  à  une  valeur  de  t  au 
plus  égaie  à  ï'  n'est  évidemment  gardé  avant  (|ue  s'il 
est  dans  l'ombre  avant  du  cylindre  C). 

Pour  passer  aux  autres  points  de  R,  nous  utiliserons 
les  remarques  du  n"  ibis. 

Cherchons  d'abord  à  reconnaître  s'il  y  a  garde  (avant) 
ou    non   pour  un  point  de  la  région  R  situé  entre  les 

Ann.  de  Matliéinat.,  4"  série,  t.  X.  (Aoi'it  1910.)  2!\ 
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deux  plans  /  .=  T'  et  t  =  T"  =  T  +  -  =  T -{- 2^  (]m 
mai-quent  les  limites  de  la  seconde  oscillation. 

Soit  M  un  tel  point,  et  soient  G, ,  C',  les  cylindres, 
respectivement  symétriques  de  C|,  Co  par  rapport  au 
plan  t  =  T. 

M  sera  certainement  gardé  avant  s'il  est  dans  l'ombre 
avant  de  G',. 

Soit,  d'autre  part,  y,,  le  cercle  suivant  lequel  le  plan 
t  -=T'  coupe  le  cône  Fjj,  et  qui  comprend,  par  consé- 
quent, lous  les  points  de  ce  pl;in  cpii  peuvent  être  joints 
"à  M  par  une  loule  de  pente  au  plus  égale  à  ^• 

M  sera  également  gardé  avant  si  ce  cercle  Vj,  est  tout 
entier  com|)ris  dans  la  (igure  F  formée  par  l'ombre 
avant  portée  par  G|  sur  le  plan  t  =  T,  jointe  au  cercle 
de  base  £,  commun  à  Go  et  à  G!,. 

Il  suffira,  d'ailleurs,  |)0ur  cela,  que  la  figui^e  en  ques- 
tion comprenne  toute  la  circonférence  (')  de  yj,. 

Je  vais  montrer  que,  inversement,  M  n'est  pas  gardé 
avant  si  l'une  ou  l'autre  des  deux  conditions  précé- 
dentes n'est  pas  réalisée. 

Si,  en  effet,  M  n'est  pas  dans  l'ombre  avant  de  G!,,  le 
cône  Fj!  a  au  moins  une  génératrice  MiN  dont  le  segment 
inférieur  (celui  qui  correspond  aux  valeurs  de  t  plus 
petites  que  celle  du  point  M)  est  sans  point  commun 
avec  G!,.  Le  point  N  où  cette  génératrice  rencontre  le 
plan  i  r=  T'  est  certainement  extérieur  au  cercle  C!,. 
S'il  est  également  extérieur  à  l'ombre  avant  de  G|,  il 
n'est  pas  gardé  avant,  et  il  en  est  de  même  de  M. 

Dans    le    cas    contraire,    dé|)laçons    continûment    le 

(')  El)  cdet,  la  partie  du  plan  f  =  T'  qui  est  extérieure  à  F  est 
d'un  seul  tenant.  Si  elle  comprenait  un  point  intérieur  à  Vj^,  on 
pourrait,  de  ce  point  jusqu'à  l'infini,  mener  dans  le  pian  T'  un  che- 
min continu  sans  point  commun  avec  I"",  lequel  couperait  nécessai- 
rement la  circonférence  de  ym- 
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point  N  sur  v„  à  partir  de  sa  position  primitive,  et  cela 
successivement    dans    les    deux    sens,    en    entraînant, 
chaque  fois,  dans  son   mouvement,  la  génératrice   MN 
correspondante. 

Les  seuls  cas  (jui  pourront  se;  présenter  seront  les 
suivants  : 

i"  Avant  que  la  génératrice  MN  ne  rencontre  3'.-^, 
le  point  N  sort  de  la  figure  F.  Nous  sommes  alors 
ramenés  au  cas  cpie  nous  venons  d'envisager,  et  M  n'est 
pas  gardé  avant. 

2"  Le  point  N,  n'ajant  pas  cessé  d'être  intérieur  à 
l'ombre  avant  de  C|,  vient  en  un  point  N'  de  la  circon- 
férence Z'.,.  Si  cette  ciiconstance  se  présente  quel  que 
soit  le  sens  dans  lequel  nous  ferons  cliemiuer  N  à 
partir  de  sa  |)osilion  primitive,  les  deux  points  N',  N" 
où  la  circonlérence  y,,  rencontre  S[,  divisent  cette  cir- 
conférence en  deux  arcs  dont  Tun,  celui  qui  contient 
le  point  primitif  N,  est  entièrement  intérieur  à  l'ombre 
avant  de  C).  Comme  l'autre  est  intérieur  à  Z'.^,  nous 
sommes  ramenés  au  cas  précédemment  traité  où  tout  le 
cercle  Yj,  fait  partie  de  la  figure  F. 

3"  La  génératrice  MN,  dans  l'un  ou  dans  l'autre  des 
deux  déplacements  continus  qu'on  lui  fait  subir,  vient 
à  être  tangente  (en  un  point  v)  à  la  surface  latérale 
de  C.J.  Le  point  v  est  certainement  sur  une  bande 
latérale  de  C,  (voir  n"  i  bis  )  et  comme  la  cote  de  N  est 
inférieure  à  celle  de  v,  il  en  résulte  (encore  d'après 
le  n"  i  bis)  que  le  point  N  est  plus  éloigné  du  plan  du 
tableau  que  v.  Donc  il  ne  saurait  appartenir  à  l'ombre 
avant  de  C|,  dont  tous  les  points  (de  cote  ^T'  et  non 
intérieurs  au  cercle  de  base  commun  à  C|  et  à  Co) 
ont  un  éloignement  plus  petit  que  celui  des  bandes 
latérales. 

Comme  N  est  extérieur  à  3!,,  il  n'est  pas  gardé  non 
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pltis  fine  M.  On  voit  d'ailleurs  que  ce  cas  rentre  dans 
le  cas   i". 

Notre  conclusion  est  donc  bien  démontrée  (' ).  Par 
conséquent,  dans  la  région  R^'^  comprise  entre  C, ,  C., 
et  les  plans  horizontaux  /  =  T',  ^  =  T',  les  points 
gardés  sont  : 

i"   Ceux  de  l'ombre  avant  de  C,,  ; 

2"  Ceux  qui  sont  tels  que  le  cercle  ^jj  correspondant 
soit  entièrement  intérieur  à  la  ligure  F  :  l'ensemble 
de  ces  points  n'est  autre  chose  que  Vombte  avant 
de  F. 

Envisageons  maintenant  le  plan  t  =  T".  Sur  ce  plan, 
l'ombie  avant  de  F  découpe  une  figure/;  et,  d'aulre 
part,  l'ombre  avant  de  C!,,  jointe  au  cercle  de  base  3',' 
commun  à  C,  et  à  C'|,  détermine  sur  le  même  plan  une 
figure  F'  analogue  à  F. 

Pour  les  mêmes  raisons  que  tout  à  l'heure,  dans  la 
portion  Pv^-^  de  R  comprise  entre  le  plan  ^  =  T'  et 
le  plan  ^  =  T"  =  T"  +  t,  les  points  gardés  avant  se- 
ront : 

I  "  Ceux  de  l'ombre  avant  de  la  figure  F'-f-y*; 

2"  Ceux  de  l'ombre  avant  du  c\liiidre  C|,  consécutif 
à  C, . 

Or.  une  fois  que  nous  aurons  appris  à  construire 
lombre  avant  de  F  et,  par  conséquent,  f,  qui  est  la 
section  de  cette  ombre  par  le  plan  /=:T",  nous  ver- 
rons que  cette  figure  f  est  entièrement  intérieure 
à  F'. 

Donc,  les  points  gardés  de  R^-^  sont  ceux  de  l'ombre 
de   F'  et   ceux    de  l'ombre    de    C'^,   c'est-à-dire   qu'ils 


(')  Kn  opi-ranl  d'une  manière  un  peu  diirérente,  on  peut  arriver 
à  n'uliliser  t|ue  ce  fail  que  les  arcs  latéraux  de  £;  (c'est-à-dire  les 
parties  des  handes  latérales  situées  dans  le  plan  f  =  T')  ne  sont  pas 
sardes. 
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s'ol)liennenl    exactenienl    par    les    consiructions   cor- 
respondantes à  celles  qui  clonnaienl  les  points  gardés 
deRC). 

Dès  lors,  il  est  clair  qu'il  en  sera  de  mêine  pour 
toutes  les  portions  suivantes  de  R,  de  sorle  que  nous 
connaîtrons  les  points  gardés  avant  dans  tout  l'espace. 

12.  Nous  avons  donc  à  déterminer  les  figures  F,  F' 
et  leurs  ombres. 

La  section  0  du  plan  /  =  T'  par  l'ombre  avant  de  C, 
comprend  : 

Dans  le  cas  des  oscillations  longues,  le  cercle  de 
base  e;  de  C,  situé  dans  le  plan  /  =  T'  et  la  portion  de 
ce  plan  comprise  entre  Z\  et  deux  tangenles  à  ce 
cercle  (traces  des  plans  tangents  au  cylindre  C,)  pro- 
longées jusqu'à   leur   jioint   d'intersection  {fig.  (j),  ce 


Fis.  G. 


t-'ig.  G  bis. 


point  d'intersection  étant  celui  que  nous  avons  appelé 
précédemment  H'  ; 

Dans  le  cas  des  oscillations  courtes,  le  cercle  Z'  et 
la  portion  de  plan  comj)rise  entre  ce  cercle,  les  tan- 
gentes construites  comme  dans  le  premier  cas  et  un 
cercle  (')  c,  dont  le  centre  est  la  projection,  sur  le 
plan   t  =  T',   de   celui  de  S',',  l'aire  du  cercle  r,  étant 


(  '  )  c,  est  l'ombre,  sur  le  plan  /  =  T  ,  du  cercle  S,,  cercle  de  base 
de  C,  situé  dans  le  plan  initial  /  =  T. 
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compiise  et  les  langenles  élanl  limiiées  à  leurs  points 
de  coiilact  avec  c,  i^fig.  (^bis). 

Si 

D  >  V(i-^K;, 

pour  les  oscillations  longues;  si 

pour  les  oscillations  courtes,  c'esl-à-dire  si  l'on  n'est 
pas  dans  le  cas  déjà  traité  au  n"  9,  celle  section  Q 
sera  sans  point  commun  avec  £!,. 

Dans  ces  conditions,  il  est  clair  (')  que  l'ombre 
avant  de  F  n'est  autre  que  celle  de  ii,  plus  celle 
de  8,. 

Il  est  clair  dailleurs  que  (dans  la  région  ^^T') 
l'ombre  de  û  coïncide  avec  celle  de  C(  lui-même. 

Coupons  maintenant  l'ombre  ainsi  obtenue  par  le 
plan  t  =^  T",  de  manière  à  obtenir  la  figure  y. 

L'ombre  de  £.,  fait,  par  définition,  parlie  de  F'. 

Quant  à  l'ombre  de  iî,  elle  est  intérieure  à  S"  ou 
extérieure  à  R.  Si,  en  efl'et,  nous  prenons  d'abord  le 
cas  des  oscillations  courtes,  nous  voyons  que  l'ombre 
de  c,,  si  elle  coupe  le  plan  /  =  T",  le  coupe  suivant 
un  cercle  concentrique  à  Z\.  mais  de  rajon  plus  petit, 
et  par  rapport  auquel  tout  le  reste  de  l'ombre  de  Q  est 
du  côté  opposé  à  R. 

La  conclusion  est  la  même  a  fortiori  dans  le  cas  où 
l'ombre  de  C(  ne  coupe  pas  notre  plan,  ou  dans  le  cas 
des  oscillations  longues. 

L  assertion  énoncée  au  n"  11  est  donc  établie. 


(' j  II  en  sérail  autrement  dans  le  cas  où  Q.  el  Gl  se  couperuient 
(cas  du  n°  9).  L'ombre  de  F  serait  alors  plus  étendue  que  celle 
de  Q,  plus  celle  de  £L  La  déleiminalion  de  celle  ombre,  que  le 
résuiuit  tlu  n"  9  rend  inutile,  serait  d'ailleurs  aisée. 


I 


(  359  ) 

La  délerminalion  des  points  gardés  avant  se  fera 
donc  dans  tontes  les  parties  successives  de  R  (R"^ 
exceptée)  comme  dans  R^-^ 

Mais  comme,  de  plus,  les  points  gardés  avant  de  R^^' 
sont  situés  soit  dans  l'ombre  de  C)  (puisqu'elle  coïn- 
cide avec  celle  de  Q)  soit  dans  celle  de  C.',,  nous  trou- 
vons qu'ici  encore  (dans  les  hypothèsc-s  où  nous  nous 
sommes  |)lacés,  c'est-à-dire  si  les  inégalités  du  n°  9  ne 
sont  pas  vérifiées)  un  point  de  V espace  est  gardé  par 
un  seul  cylindre  (et  même  par  un  des  quatre  cylin- 
dres immédiatement  voisins)  ou  n'est  pas  gardé  du 
tout. 

Le  premier  cas,  ainsi  que  nous  le  savons,  ne  se 
présente  pas  pour  tous  les  points  du  plan  du  tableau 
du  moment  qu'on  n'a  pas  les  inégalités  du  n°  9. 

Donc  l'une  de  ces  inégalités  (celle  qui  correspond 
au  cas  où  l'on  se  trouve)  est  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  le  barrage  soit  gardé. 

Si  (V  et  Kélant  encore  considérés  comme  constants) 
on  prend  d  comme  abscisse,  la  ligne  qui  a  comme 
ordonnée  correspondante  la  valeur  maxima  de  D  est 
une  ligne  brisée  dont  le  premier  segment  va  du  point 
(o,  2  V)  au  point  [(VK,  V(i  -h  K)],  tandis  que  le  second 
est  horizontal  et  s'étend  indéfiniment. 

On  voit  que,  à  partir  de  la  valeur  /  =  VK,  D  est 
indépendant  de  d. 

13.   Le  cas  du  barrage  oscillant  à  contre-bord  (') 

(')  Dans  ce  lype  de  barrage  oscillant,  cliaque  mobile  oscille  encore 
uniformément  dans  un  intervalle  fixe  (oscillations  représentées  par 
les  cylindres  de  la  figure  i).  Mais  deux  mobiles  consécutifs  se  meu- 
vent constamment  en  sens  contraire,  et,  par  conséquent,  se  rappro- 
chent et  s'écartent  l'un  de  l'autre  alternativement.  Les  cylindres 
représentatifs  des  oscillations  d'un  des  mobiles  étant  construits, 
ceux    qui   correspondent  au  mobile  suivant   sont  symétriques  des 
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est  plus  simple,  à  un  certain  point  de  vue,  que  le  pré- 
cédent. 

Il  peut  arriver,  dans  ce  cas,  que  les  cylindres  rela- 
tifs à  deux  mobiles  A  consécutifs  se  coupent,  ou,  en 
langage  ordinaire,  que,  à  certains  instants  du  mouve- 
ment, les  cercles  de  vision  se  coupent.  On  n'a  même  à 
s'occuper  que  de  l'hjpothèse  où  il  en  est  ainsi;  car  si 
deux  cercles  de  vision  consécutifs  restent  extérieurs 
même  au  moment  du  plus  grand  rapprochement  des 
mobiles  correspondants,  ils  laissent  entre  eux  un  inter- 
valle, lequel  est  évidemment  non  gardé. 

Il  peut  même  arriver  que  les  mobiles  barreurs  eux- 
mêmes  se  croisent  :  supposons  qu'il  en  soit  ainsi. 

Dans  ce  cas,  quatre  cylindres  voisins  (deux  rela- 
tifs à  un  mobile  et  deux  au  suivant)  délimitent  (avec 
les  plan  H  et  II')  ime  portion  de  res|)ace  complètement 
fermée  en  tous  sens. 

Il  en  résulte,  d'après  une  remarque  déjà  faite,  que 
les  points  de  cette  portion  d'espace,  s'ils  sont  gardés, 
le  sont  par  l'ensemble  de  ces  quatre  cylindres  :  on  les 
trouvera  tous  en  prenant  l'ombre  avant  de  l'ensemble 
des  deux  cylindres  inférieurs  et  l'ombre  arrière  de  l'en- 
semble des  deux  cylindres  supérieurs. 

La  même  remarque  s'applique  à  un  cas  voisin,  celui 
du  barrage  en  ligne  de  file  par  contre-marche^  lequel 
est  d'ailleurs  théoriquement  compris  dans  le  précé- 
dent. 

L'ombre  avant  d'un  système  de  deux  cylindres  cir- 
culaires symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  un 
plan  a  sa  frontière  empruntée  d'une  part  à  celle  de 
l'ombre  de  chaque  cylindre,  d'autre  part  à  une  surface 


premiers  par  rapport  à  un   certain  pian  perpendiculaire  à  la  ligne 
de  barrage. 
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(lieu  des  droites  de  pente  -j  tangentes  communes  aux 
deux  cylindres],  laquelle  a  pour  trace  sur  le   plan   du 

tableau  (et  pour  ligne  double)  une  courbe  du  quatrième 
degré  facile  à  construire  ('). 

La  discussion  des  cotes  maxima  et  minima  de  cette 
courbe  suffira  donc  à  donner  ici  les  conditions  de  vali- 
dité du  barrage  (-). 


[M'5ca] 

CO\STUlCilO\  DU  CE.\TI{E  DE  COIIIBIIIE 

m  m  nm  \\\m  STitopiioiDE; 

Par  m.   R.  BOUVAIST. 


L'équation  d'une  slrophoïde  quelconque  rapportée 

('  )  Son  équation  est 

où  Pj  est  le  premier  membre  de  l'équation  du  premier  cylindre  (ou, 

plus  exactement,  l'ensemble  des  deux  génératrices  contenues  dans  le 

plan   du   tableau)  écrite  de   manière  qu'on  ail  P,  =  —  i  sur  l'axe; 

(x azV' 

soit  P,  =  I ^.,         si  Ton  a  pris  pour  axes  les  diagonales  du 

losange  formé  par  ces  génératrices  et  les  génératrices  correspon- 
dantes du  second  cylindre;  P^,  la  quantité  analogue  pour  le  second 
cylindre. 

(')  Il  est  à  remarquer  que  cette  même  courbe  est  celle  qui  inter- 
vient (par  une  autre  de  ses  portions,  il  est  vrai)  lorsqu'on  traite  le 
problème  des  n°'  5-8  en  supposant  le  mouvement  des  B  assujetti  à 

être  rectiligne  et  uniforme,  avec  une  vitesse  toujours  égale  à    • 
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a  un   Iriangle  de  référence  ABC,  le  point  double  de  la 
courbe    étant  en   A,   les   tangentes  en   ce   point  étant 
les  bissectrices  de  l'angle  A  et  la  courbe  passant  par 
B  et  C,  est 

x{z- — y- )  —  -^y^iy  cosB  —  z  cosC)  =  o. 

Les   tangentes  en   B  et  C  ont  respectivement   pour 

équation 

X  -}-  'jtz  cos  B  =  o, 

X  -\-  ly  cosC  =  o; 

ce  sont  les  symétriques  du  côté  BC  par  rapport  à  AB 
et  AC. 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  (a,  ,3,  y)  d'une 
courbe y(j7,j',  :;)  =  o  rapportée  à  un  triangle  de  réfé- 
rence ABC  est  donné  par  la  formule 


p  étant  le  degré  de  la  courbe,  R  le  ravon  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  de  référence,  S  la  surface  de  ce 
triangle, 

P  =  /i'  -^  f^'  +/y'  —  "^f?  fr  cos  A 

—  ^/y  /a  cos  b 

—  2/a/^cosG, 

/a''  /a^  /ay 
/a^  /p'  f^y 
Jixy     /py     /y 


H  = 


formule  qui,  appliquée  au  point  B,  donne 


R2 


^S-  cosC 
/iô  étant  la  hauteur  du  triangle  ABC  issue  du  sommet  B; 


1 
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on  a  aussi 


R-     h'i 


llh 


4 S-  cosC        4sin*BcosG 


De  celte  forimile  on  déduit  immédiatement  la 
construction  suivante  :  pour  obtenir  le  centre  de  cour- 
bure en  un  point  M  d'une  slrophoïde  quelconque  de 
point  double  0,on  détermine  le  point  ^1'  de  la  couibe 
situé  sur  la  droite  OJM',  symétrique  de  OM  par  rapport 
aux  tangentes  au  point  double;  sur  OM',  on  porte  à 
partir  de  M'  une  longueur  jNl'a  égale  au  quart  de  la 
dislance  de  ]M  à  OM';  la  perpendiculaire  à  OM' en  a 
coupe  MM'  en  j3;  sur  la  perpendiculaire  en  M  à  M'M, 
on  porte  My  =  M' ,3;  la  parallèle  à  MM'  menée  par  y 
coupe  OM  en  o;  on  porte  sur  My,M£  =  Mo;  la  paral- 
lèle à  MM'  menée  par  s  coupe  MO  en  r,,  Mr,  est  le  rayon 
de  courbure  en  M.  La  tangente  eu  M  est  d'ailleurs  la 
symétrique  de  MM'  par  rapport  à  MO. 

Remarque.  —  Au  point  B  on  a 


"'        4  sin- B  cosC 


en  C  on  a  de  même 


d'où  la  formule 


'  4  sin^  C  cosB 


pi         c^  cosB 
Pî        b-^  cosG 


I 


donnant  le  rapport  des  rayons  de   courbure  en   deux, 
points  conjugués. 
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COXCOlftS  D  ADMISSIOX  A  L'ECOLK  POLVTECIIMOLE  E\  1910. 


COMPOSITIOX  DE  GÉOMÉTRIE  A\AEYTIOLE  ET  MECAMQIE. 

Solution  par  M.  Jean  SERA'AIS. 


Un  point  matériel  de  masse  unité  INI  (or, y,;)  est 
soumis  à  une  force  MF  qui  a  pour  composantes 

X= — ax,         Y^^by,         Z=  —  cz, 

où  «,  6,  c  sont  trois  constantes  positives  données  : 

1°  Calculer  les  coordonnées  x,y,  z  en  fonction  du 
temps,  connaissant  la  position  initiale 

■'Ifl  (-^Oi  J'O)   -^o)) 

ainsi  cjue  la  vitesse  initiale 

I\]oVo(^ô,j»'o'^o)- 

Conditions  pour  que  le  mouvement  soit  périodique . 

2"  Un  second  point  matériel  libre  de  niasse  i  se 
trouve  coïncider  constamment  avec  V extrémité  F  de 
la  force  MF.  Montrer  que  le  point  V  obéit  au  même 
champ  de  force  que  le  point  M,  et  trouver  la  vitesse 
correspondante  à  la  position  initiale  Fq  de  ce  point. 

3"  Plus  généralement ,  montrer  que  tout  point 
matériel  N,  de  masse  i,  placé  initialement  sur  la 
droite  Mo  Fo,  peut  recevoir  une  vitesse  initiale  NoW» 
telle  qu'il  reste  constamment  situé  sur  la  droite  MF. 
On  examinera  le  cas  particulier  oii  la  position  ini- 
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tiale  No  du  point  N  serait  dans  l'un  des  plans  de 
coordonnées. 

4°  La  position  initiale  N„  variant  sur  la  droite 
MqFo,  trouver  le  lieu  du  point  Wq  et  le  lieu  de  la 
droite  NoWo- 

1°  Les  équations  du  mouvement  du  point  M  sont  : 

dt^  dV^  -^  dt^ 

En  les  intégrant  et  tenant  compte  des  conditions  ini- 
tiales données,  on  trouve 

/  1—         x' 

j   r  =  a"o  cos  y/a^  H — -^siny/rt^, 

C)  /  jK=J'oCos\/6<-f-  ^sin/ï;, 

1  s/6 

f  ^  =  Zo  cos  v/c  i  4-  ^  sin\/c  t. 

\  s/c 

^t  y,  z  sont  trois  fonctions  périodiques  de  t  dont  les 

périodes  sont  -— >  — ^>  -^-  Pour  que  le  mouvement  soit 

\/a     y  6     y  c 

péiiodique,  il  faut  et   il   suffit  que  ces   trois  périodes 
soient  des  sons-miilliples  d'une  période  commune  ;j.  : 

2  TT  [Jl  2  7:  [Jl  -IT,    _    \X 

Jl)        Je 
et  pour  cela  il  faut  et  il  suffit  que  les  rapports  — zi  el  — 

\J  a        y  a 

soient  rationnels. 

?."   Les  coordonnées  du  point  F  sont 

a?,  =  ^  -I-  X  =  (i  —  a)x, 

Zi=    Z  -r-   Z  =  (l  —   C)Z. 

La  (brce  qui,  agissant  sur  F.   produirait  ce  inouve- 
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ment  a  pour  composautes 

•cr         d-xi        ,  d-T 

X 1  =         ,    =  ( I  —  a)  —T-^  =  —  (1  —  a  )ax  =  —  ftx^, 

d'Vi  ,    d-y  ,         ,    ,  , 

d^z^        ,  d'-z 

Z,   =   -^^   ={l—   C)-^    =—(l~  C)CT  =—  CZi. 

Le  point  F  obéit  donc  bien  au  même  champ  de  forces; 
les  valeurs  initiales  des  composantes  de  sa  vitesse  sont 

(i  —  a)x'o,         (f  —  bj/o,         {i  —  c)z'„. 

3"  Soient  E,  r,,  Ç  les  coordonnées  du  point  N  que 
nous  supposerons  placé  dans  le  même  champ  de 
force.  Ces  coordonnées  seront  donc  données  à  chaque 
instant  |)ar  les  formules 

{'  

(a)  '   r^  =  r,o  cos\/è  ^ -i ^siny/6/, 

V  6 

y 
X.  =  "Cq  cos/c  t  -t-  ^  sin/c  ^ 

Le  point  N  étant  placé  initialement  sui-  la  droite  M,,  Fo> 
on  a,  en  posant 

^        MoFo' 
C3)     b  =  ^i  —  \a)Xfi,        T,o=(i  — >.6)Jo:       Ço=  t  I  —  >'^c)::o- 

Pour  que  ce  point  N  reste  constamment  sur  la 
droite  MF,  il  faut  que,  quel  que  soit  t,  on  ait 

$—37       r,—y       l  —  z 


ax  h  y 

'/  a  )X         Y,  —  (  I  —  ).  h  )  >' 
:  by 
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ce  qui   s'écrit,    en    reni|)laraiil   ç,  r,,  ^  et    x,   y,   z   par 
leurs  valeurs   (2)  el  (1)   en    fonction   de   /,   et    tenant 
compte  des  relations  (3), 


(4) 

en  posant 


Usiny/âi        Vsin^/        Wsiny^c^ 


U  =  ^ 


y 


(\  —  l(i  ).?■;, 


V  = 


r/,  —  ({  —  '/.h)y'„ 


\y  =  ^.',>  —  (i  —  'f'C}^'o 


Si  l'une  des  trois  quantités  U,  V,  W  est  nulle,  les 
égalités  (4)  prouvent  que  les  trois  autres  le  sont  et  les 
projections  de  la  vitesse  initiale  NqWo  sont 

Si  aucune  des  trois  quantités  U,  \,  W  n'est  nulle, 
les  relations  (4)  inversées  s'écrivent 


■j-r  coly/at  H ^ 


=  ^  coi  ^/bt^      ''' 


\  ,1 


=  --!icotv/r/+-^^ 


elles    ne    peuvent    pas    être    idcnlitjueinent    vérifiées 
lorsque  «,  A,  c  sont  dilTérenls. 

Si  a  =  />  =  (•,  on  peut  y  satisfaire  en  jiosant 


(6) 


= 

-"0 

~  w 

u 

= 
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Ceci  exige  que 


^0       yo      "0 

c'est-à-dire  que  la  force  soit  une  attraction  de  centre  O, 
proportionnelle  à  la  dislance,  et  que  la  vitesse  initiale 
soit  dirigée  suivant  OM. 

Ces  conditions  remplies,  les  relations  (6)  se  rédui- 
sent à 

V             -,  ■  r' 

so    ',  n    jtj) 

qui  expriment  que  Nu\\  o  est  également  dirigée  sui- 
vant la  même  droite  ON,,  confondue  avec  OMo. 

Ce  cas  particulier  est  évident.  En  effet,  si  la  force  est 
ime  attraction  de  centre  O  et  que  la  vitesse  initiale 
passe  par  O,  la  trajectoire  de  M  est  la  droite  OMo  fî"i 
contient  toujours  OF.  Pour  que  N  reste  sur  OF,  il  faut 
et  il  suffit  qu'il  reste  sur  OMo,  ^^  pour  cela  il  faut  et  il 
suffit  que  sa  vitesse  initiale  passe  par  O. 

Si  l'on  écarte  ce  cas  particulier,  on  voit  que  les  con- 
ditions (5)  sont  les  conditons  générales  cherchées.  En 
portant  les  valeurs  initiales  données  par  les  égalités  (3) 
et  (5)  dans  les  formules  (2),  elles  deviennent 

\={i  —  \a)x,         r,  =  (i  —  Kb)y,         zz=(i  —  \c)z. 

MN 

Elles  expriment  que  le  rapport  ^fp   reste    constant    et 

égal  à  ).. 

Si,  au  commencement  du  mouvement,  le  point  N 
est  dans  un  des  plans  de  coordonnées,  par  exemple 
si  ^0  =  o  sans  que  ^0  soit  nul,  ceci  exige 

I  —  Àc  =  o,  A  =  -, 

c 


I 
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et  alors  z  reste  constamment  nulle.  Le  point  N  reste 
dans  ce  plan  de  coordonnées. 

4°  Les  coordonnées  du  point  Wq  sont  : 

^2  =  Jo-t-  ^0  =  (i  —  >>«  j(  a^o-i-  x'q), 
^2=  •^o-t-Tr;o=(i  — À6)(^o-+-yo)7 

-S2  =  ^OH-  Co  =  (l—  ).  C)('   2o-^   -S'o). 

Quand  À  varie  le  pointA\o  décrit  donc  une  droite.  Les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  Pdela  droite  N^Wq 

sont  : 

X  =  ;o  +   lA'o  =  (  I  —  ^-  «  )  (a:'o  -!-  |Jt  a?'(,  ), 

y  =  ■'■io  -^  !J-r,;  =  (  I  —  }.  ^* ;  ( jKo  +  HJKo  ), 

Z   =    1,0+    l-t^O  =   (  I  -    ^^  C)   (  Zo  -i-   1^  ^0  )• 

Les  coordonnées  du  point  P  sont  ainsi  ex|)rimées  en 
fonction  de  deux  paramètres  A  et  a.  Le  lieu  de  P  est 
évidemment  un  pariiboloïde  hyperbolique  dont  les  deux 
systèmes  de  génératrices  sont  ainsi  mis  en  évidence. 


COiMPOSITIOX  «  AKiElUlE  ET  DE  rilI(iO\OMETRIE. 

Solution  par  M.  Jean  SERVAIS. 


i"   Trouver  une  séiie  entière  en  x  qui  satisfasse  à 
l'équation  différentielle 

et  aux  conditions  initiales  suivantes  :  pour  x  =  o^ 
la  série  doit  prendre  la  valeur  i  et  sa  dérivée  doit 
prendre  la  valeur  —  -• 

2"   Déterminer  l'intervalle  de  convergence  de  la 
Ann.  de  Matheniat.,  !\'  série,  t.  X.  (AoiU  1910.)  20 
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séiie  trouvée.  La  fonction  de  x  que  définit  cette  série 
dans  son  intervalle  de  convergence  sera  désistée 
/arf{x). 

3"  Montrer  qu  il  existe  une  infinité  de  change- 
ments de  la  variable  indépendante,  de  la  forme 
^^cp(x),  qui  transforment  identiquement  l'équa- 
tion (E)  en  une  équation  linéaire  à  coefficients  con- 
stants ;  trouver  tous  ces  changements  de  variables. 

4°  L' un  des  changements  de  variables  précédents 
est  X  ^=^  coiàt.  Parlant  de  là,  piouver  cjue  les  for- 
mules 

X  =  cos  3  /,         }  =  cos  t  -^  ••\nt 

définissent,  en  coordonnées  cartésiennes  rectangu- 
laires., le  même  arc  de  courbe  que  l'équatiouy^=J(x), 
/  ourvu  (jue  t  varie  dans  un  intervalle  qu'on  déter- 
minera. 

5"  Les  é(juations  paramétriques  précédentes  re- 
présentent, quand  on  n'y  limite  pas  la  variabilité 
du  paramétre,  une  courbe  i  C).  Montrer  que  cette 
courbe  est  coupée  par  une  droite  y  =^  h  en  deux 
points  au  plus  et  que  ces  points  existent  pour  toutes 
les  valeurs  de  la  constante  h  qui  sont  comprises  entre 
.deux  certains  nombres  y. et  j.  Ces  points  se/ont  dési- 
gnés par  M  et  M'. 

(j"  On  imagine  qu  on  divise  le  segment  de  droite 
MiM'  en  (rois  parties  égales;  soient  P  et  1*'  les  points 
de  division.  Calculer  V aire  comprise  entre  les  arcs 
de  courbe  que  décrivent  P  et  P'  quand  h  varie  de 
y.  à  'p. 

1"    Snil 

Y  =  cia^-  a\X  -H  a-iX- -r- .  .  . 


a,,,x" 


-m  1-1 


Ja  série  eotlère  vérifiant  1  équalion  (E). 


(  3;.  ) 

Calculons -^  et -7-=^  et  ordonnons  suivant  les    iniis- 
ax       dx^  ' 

sances  croissantes  de  x  la  série 

^^  d^  y  dy 


et  écrivons  que  tous  les  coefficients  de  cette  série  sont 
nuls.  Nous  obtenons  ainsi  les  équations  de  récurrence 
suivantes  : 

—  a.  î«i-f-  (). 3.2  03  =  o, 

—  ').J  a,  4-  g  .  /j  .  3  C/  i  =:  o. 


—  (3  m  —  i)  (  3  m  ^  i)a,n  -+-  9(/«  -f-  2)  (  w  -4-  i)a,„_,_.2  =  o. 
On  en  lire  d'abord  pour  les  coefficients  d'indices  pairs 


I  «0 

«2  = ' 

9    'i 

I    ) .  7 
«v  =  -1 —  r, — 7  a,, 
9  -^-4 


_        i   (6/?  —  I  )  (6/9  -f-  1) 


et,  en  multipliant  membres  à  membres, 

-I    5.7. 1 1 .  i3. .  .(6/)  —  i)(6/> -f-i) 


a.2/;-|-2 


O'-'-^-'  {'?.p^r-  '2  )  I 


Au  numérateur  du  second  membre  figurent  les  nom- 
bres impairs  où  l'on  a  supprimé  les  multiples  de  3.  On 
a  donc 

,.  ,^.  1 .3.1.7.9..  .(6/7-t- 1  ) 

J  .  7  .  I  I  .  I  3  .   .   .  (  0  /^  —  I  )  (  ()  /J  -t-    I  )    =    — ; -T-^ : 

_   1 .3.  j.7.1.9.  .  .(6/)  -)-  I  )  _  (  2 /; -T-  1  )  (  >  /3  -J-  3 ) .  . . ( (1  /;  —  I  I 
~~      S/'.i  .3.  K  .  .(2/^  —  I)     ~  3^^~ 


(  372  ) 
Ceci  perniel  d'éci'ire 

_        (ip-^i)(ip  —  3)..  .((':,p-^i) 
Pour  les  coefficienls  d'indices  impairs,  on  a 


I  2.4 

«3=  -  — T  «1, 

9  -^-^ 

I  8.10 

9  4.5 


_  I   (  fi  /?  —  41(6/?  —  1) 

^2/J-t-l  =        ; ^il>—l  't 

et,  en  multipliant  membres  à  menibies, 

I    ■2.4.8. If). ..(6/>  —  ^)  (dp  —  2) 

«2W+1  =  —  ; : — -, ^1- 

9'  (  2/»  -^  1 1 1 

En  opérant  comme  plus  liaut^,  on  trouve 

ipi  -ip  -*-  2.). . .( 6p  —  ^)  ( f>p  —  2) 

Pour  satisfaire  aux  conditions  initiales  de  1  énoncé, 
on  prend 


I 

ao  =  I  et  «1  =  —  -; 


on  en  conclut 


I  I  2.4 


'îA'+l 


32.2  '  33.3: 

i  ip  —  \\(  ip  -+-i)(2p  -t-  3).  . .(  6p  —  5) 
3»/'-'(2/>):  ' 

2p(2/?-^2)(2/?-^4)...lG;)— 2) 
33/'(2/)-)-l)! 


2"  Pour  déterminer  l'intervalle  de  convergence,  con- 
sidérons les  deux  séries  formées  par  les  termes  de  rang 


(  3:3  ) 

pair  el  de  rang  impair.  On  a  d'abord 


et 

a2/.4-ia7V'+i  ^    ((i/7  — 4  )(''/>  — 2)      , 

Quand/?  croît  indéfiiiimeut,  chacun  de  ces  rapports 
tend  vers  x-.  Chacune  de  ces  séries  sera  donc  conver- 
gente si  ^-  <<  ï . 

L'intervalle  de  convergence  est  donc  —  i ,  +  i . 

3"   Posons 

t  =  'six)  ; 
on  a 

dy        dv   dt        dv    ,,    . 

-r-  =  —r  -r-  =  ^ '^  {^) 
dx        dt  dx        dt  ' 

et 

f/2  y  (Il  y  (ly 

L'équation  (E)  devient,  après  le  changement, 

9(1  —  372)  cp'2(ar)  __L  _,_  9[(i  _  j^2^  cp"(a,)  _  ^  o'(jr)]  -^  +  j  =  o. 


Remarquons  que  le  coefficient  de  -^  est  éeral  à  la  dé- 


dt 


rivée   par  rapport  à  x  du  coefficient  de  —f-^  divisée  par 


df' 


•  d"^  y 

2cp'(.r).  Si  donc  le  coefficient  de  -jj  est  constant,  celui 


de  -7-  sera  nul 
dt 


dy 

dï'' 
Pour  satisfaire  à  l'énoncé,  il  suffit  donc  de    prendre 

9(1  — :p2)9'2(.r)  =  9C2 
G 


±:  y/  1  —  X- 
9  (37)  =  G  arc  cosa?, 

i\  étant  une  constar)te  arbitraire. 


(  3-4  ) 
L'équalion  (E)  devient  alors 


(E') 

4°   On  a 


9C^^4-^  =  o. 


t  =  C  arccosa^. 


Posons  C  =  ^>  on  en  lire 

X  =  cos3  t. 

Pour  que  la  série  soit  convergente,  il  laut  faire  varier  j:r 
de  —  I  à  -h  I .  Parmi  les  diverses  valeurs  de  t  corres- 
pondantes, choisissons  l'intervalle  -^>  -^  dans  lequel  x 
s'annule  pour  t  =  -  ' 

Dans  cet  intervalle,  /  croît  avec  j"  ;  donc  o'(:r)  est 
positif,  et  l'on  a 

dx  3  Yi  —  x- 

L'équation  (E')  devient 


dr- 


+7  =  0. 


Son  intégrale  générale  est 

^  =  A  cosf  -i-  B  siii  t. 

Pour  trouver  celle  qui  correspond  ky  =.J(^x).,  remar- 
quons que,  pour  .r  ^o,  on  a 


.r  =  I, 


dy 
dx 


I 

3' 


par  suite,  comme 


dy        dy  i 

dx~  dt   -^  ^i_a;2  ' 


(  3:5  ) 

on  en  conclut  que,  pour  /  =  -,  ^=0,    on    doit   avoir 

dy 


7  =  1. 


(It 


ce  qui  donne,  pour  les  constantes, 

A  =  B  =  1. 
La  courbe 

(G)  a7  =  cos3/,        7  =  cos< -f- siii  / 

coïncide  donc,  lorsqu'on  fait  varier  ^  de   -^  à   -^i  avec 

l'arc  de   la  courbe  y  := /'(.r).    quand   x  varie  de    —  i 
à  H-  I . 

5"  Les  points  d'intersection  de  la  courbe  (C)  avec 
la  dioitejK  =  /i  correspondent  aux  valeurs  du  para- 
mètre /  qui  sont  racines  de  l'équation 

cos^  -r-  sin  /  =  /?. 


ou,  en  multipliant  par — -, 


cos  (  / 


4/    i/ï 


Celte  dernière  n'auia  de  solution  que  si  k  leste  com- 
pris entre  —  y/2  et  -\-  \  1.  Pour  une  telle  valeur  de  hy 
soit  8  l'angle  com[)ris  entre  o  et  -,  tel  qu'on  ait 

cosO  =  -— > 

les   solutions   de    l't'qiialion  sont   alors  données  |)ar  la 
formule 

t=  ^  d=0  + •>/.■-. 

A  ces  valeurs  de  t  ne  correspondent  que  deux  points  et 


(  3:6  ) 

deux  seulement  : 


M  '  \  4  / 

'  y  =  \/'i  cos6  ; 


\   a:  =  cos     ■ 3  0, 


f     y  =  /TcOsO. 


y 

6"  Le  segment  PP'  est  le   fie/'s   du    segment    MM'. 
L'élément  différentiel  de  Taire  cherchée  est  donc 


=  3sin  — sin30(—  ^ïs'm^dd) 
j         4 

=  —  ^  sin3  0  sinO  rfO. 


Le  signe  de  cet  élément  difTérentiel,  quand   9   varie 
de  o  à  -,  dépend  de  celui  de  sin39.  Il  est  négatif  quand 

^  croît  de  o  à-^,    positif   quand   0   croît   de  -^  à  ^   et 

négatif  quand  0  croît  de  ^  à  -.  La  courbe  comprend 
donc  trois  boucles. 

L'aire  S,  de  la  première  boucle  est 


Si  =        /      —  r  sin  )f)  sinO  rfO, 

I    r^ 

Si  =  -    I     (cos40  -  00526)^9, 


I  I  1  I  I  '  v/3 

3    4  ••>•  10  ^ 


(  377  ) 
L'aire  S.>  de  la  seconde  boucle  est 


-  sin  /iO  —  -  sinsO 


v/^ 


Enfin,  l'aire  S3  de  la  troisième  boucle  est 

/3 


S,  =  3 


-  sin  {0 sin2( 

4  2 


Si  l'on  convient  d'affecter  les  aires  du  signe  (  +  )  ou 
du  signe  (  —  )  suivant  qu'elles  sont  à  gauche  ou  à  droite 
d'un  mobile  parcourant  la  courbe  (C)  dans  le  sens  des  ^ 
croissants,  Taire  totale  est 

S  =  —  (S|-+-  Sî-r-  S3)  =  O. 

Si  l'on  prend  les  aires  géométriques  des  boucles,  l'aire 
totale  est 

S  =  -S,-t-S,— 83=  — • 


coMPOsrriox  de  calcul  mlmeriqie. 

Solution  par  M.  PHILBERT  DU  PLESSIS. 


Uélongation  11  d'une  vibration   amortie  a  pour 
expression^  en  fonction  du  temps  t. 


M  =  U C05  (rt  —  o  ) 

coso 


sino  ces»  , 


1°  Quelles  sont  les  valeurs  de  t  (fui  donnent  à  u 


(  3:8  ) 

soit  une  valeur  nulle.,  soit  une  valeur  maximum  ou 
minimum  ? 

u"  Pour  U  =  i'-'",  0  ^  i**^'',  o  =  45",  construire  une 
table  des  valeurs  de  u  en  fonction  de  t^  du  premier 
maximum  de  uà  son  premier  minimum  et  procédant 
par  huitièmes  de  cet  intervalle. 

3°  Comment  cette  table  peut-elle  être  étendue  à 
U  intervalle  suivant? 

[Nota.  —  Les  calculs  numériques  devaient  être 
effectués  à  la  règle  à  calcul  (  '  )•] 

1°  La  (onction  u  s'annule  potir  cos(/"/  —  (5)^0,  on 
rt  =  c5  H -,  d  ou 

G      /           2  n  -r-  I      V 
(i  t==  OH 7:     . 

Quant  à  sa  dérivée,  elJe  s'annule  pour 

/•  sin  (  /•/  —  o)  -î-  s  cos(r/  —  0)^0 
ou 

■    cosci  sin(r/  —  ^)  "t"  sincp  cos(rt  —  o)  ==  o, 


c'esl- 

■à- 

-d 

ire 

sin  /f  =  0. 

d'où 

rt  =  n- 

el 

(2) 

n7r6 

t  =  ; 

coscs 

les  yalem's paires  de  n  correspondant  à  des  maxima, 
les  valeurs  impaires  à  des  minima. 


(';  C'était  la  première  fois  que  ce  mode  de  calcul  était  imposé 
aux  candidats  à  l'École  Polytechnique;  aussi  avons-nous  pensé  qu'il 
n'était  pas  inutile  d'indiquer  ici  la  façon  détaillée  dont  il  fallait 
procéder. 


(  3:9  ) 

Le  preiniei'  maximum  a  donc  lieu  |)our  /  ^  o  (W  est 

—A 

égal  à  U)  el  le  premier  minimum  pour  t  =  • 

2"  Avec  les  données,  la  valeur  de  u  devient 


e    '-  t 

- — ;^cos     — 


ou,  SI  1  on  pose  — ^ : 


COS4  3" 


(^-f) 


dont  il  s'agit  de  calculer  les  valeurs  depuis  t=o  jus- 
qu'à T  =  -,  |)ar  échelons  de  -^' 
Cetle  formule  pouvant  s'écrire 


37: 
i 


sin45° 


on  voit  (pie,  plaçant  l'éclielle  S'  des  sinus  de  la  réglette 
en  contact  avec  l'éclielle  N,  des  nombres,  de  même 
module,  de  la  règle  (c'est-à-dire,  dans  la  règle  Mann- 
heim,  l'échelle  supérieure)  lorsqu'on  aura  mis  le  trait 
45"  de  S'  en  coïncidence  avec  le  liait  e^"^  de  N,,  le  trait 

'~  —  -  de  S'  sera  en  coïncidence  avec   le   trait  de  N, 

4 

dont  la  lecture  sera  la  valeur  de  u. 

Puisque,    d'ailleurs,    on    sait    que,    pour    t  =  o    et 

■:  =  — ;^j  on  a  respectivement  //  =  i   et  c/  =  o,  il  suflit 

de  faire  le  calcul  pour  les  sept  valeurs  de  t  : 

V    V    "«"'    V    T'    V'    "■ 

Il  s'agit  d'abord  de  calculer  les    valeurs  correspon- 


(  38o  ) 
dantes   tle  e""^.  Pour  cela,   ajant  écrit  les  sept  valeurs 
précédentes  en  nombres 

0,3927      0,-8)4      lî'jSi       I  ,  3;<>8      1,9635      2,7489      3,1  4 16 

on  mnhiplie  chacun  de  ces  nombres,  au  moyen  de  la 
règle  (opération  classique),  par  la  valeur  de  loge  obte- 
nue sur  la  règle.  Pour  cela  l'échelle  P' E'  des  parties 
égales  de  la  réglette  étant  disposée  (avec  le  sens  crois- 
sant de  gauche  à  droite)  de  façon  que  sou  origine  O 
coïncide  avec  l'origine  i  de  l'échelle  des  nombres  N2 
(module  double  de  celui  de  N,)  de  la  règle,  on  constate 
que  le  trait  2,718  de  No  coïncide  avec  le  trait  434  de 
P'  E'  et,  par  suite, 

loge  =  0,434. 

La  multiplicalion  parce  nombre  (lu  sur  N,  et  avec 
lequel  on  amène  en  coïncidence  le  trait  i  de  l'échelle 
des  nombres  N',  de  la  réglette)  des  sept  nombres  pré- 
cédents (lus  aussi  sur  jN'j)  donne  (par  lecture  des  coïn- 
cidences sur  ]N,  ) 

0,675     0,456     o,3o8     o,>o8     o,i4o     0,064     0,0432 

qui  sont  les  valeurs  de  e"^. 

On  peut  dès  lors  elTecluer  le  calcul  des  valeurs  cor- 
respondantes de  u  (ainsi  qu'il  a  été  expliqué  ci-dessus) 
et  l'on  trouve  comme  valeurs  numériques 

0,882     0,645     0,402     0,208     o,07()     0,0347     0,0432 

Le  calcul  n'a  d'ailleurs  pas  à  être  effectué  pour  la  qua- 
trième et  la  dernière,  respectivement  égales  aux  valeurs 
correspondantes  de  r'  ". 

Transformant  en  nombrrs  les  valeurs  correspon- 
dantes de  /  =  T  y/ 2  (ce  qui  se  tait  immédiatement  avec 


(  38.   ) 
la  règle),  on  obtient  finalement  le  Tableau   demandé  : 

t  en  sec.  u  en  cni. 

o  I 

o,558  0,882 

1,116  0,645 

I ,674  0,402 

2,232  0,208 

2,790  0,076 

3,348  o 

3,906  — o,o347 

4,465  — 0,0432 

3'  Si  t'  est  une  valeur  de-:  prise  dans  le  second  inter- 
valle, de  7:  à  27:,  et  si  u'  est  la  valeur  correspondante 
de  «,  nous  avons,  en  posant  t'  =  t  +  t:, 


f-^^-f)  J-^co,{-. 


cos^J"  00543" 


= — e-"w. 


Les  valeurs  u'  du  second  intervalle  s'obtiennent  donc 
en  multipliant  les  valeurs  correspondantes  du  premier 
par  —  e~'^  =  —  o,o432. 
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(  382  ) 

cède  en  rien  :  nous  y  reirouvons  le  même  «ouci  dune  rigueur 
parfaite,  la  même  élégance,  et  surtout  ce  même  sentiment 
profond  de  l'ordonnance  des  faits,  qui  donne  à  l'Ouvrage  un 
caractère  d'unité  et  d'harmonie.  On  ne  citerait  guère  de 
livres  où  la  vérité  mathématique  soit  à  la  fois  serrée  d'aussi 
près  et  vue  d'aussi  haut.  Il  ne  faut  pas  hésiter  à  prononcer  à 
propos  de  celui-ci  le  mot  de  chef-d'œuvre. 

Le  Chapitre  IV  (les  trois  premiers  Chapitres  composent 
le  Tome  I)  est  consacré  aux  fonctions  analytiques.  C'est  une 
étude  ([u'on  aborde  souvent  en  distinguant  le  point  de  vue 
de  Cauchy,  celui  de  Riemann,  celui  de  Weierstrass. 

L'auteur  estime  qu'un  tel  «  scrupule  traditionnaliste  »  est 
aujoiird'iiui  sans  raison  d'être.  Il  lui  semble  piéférable  de 
synthétiser  l'œuvre  des  créateurs  de  l'.Vnalyse,  de  manière 
à  profiter  de  tous  les  avantages  que  piésentent  leurs  diverses 
méthodes.  Il  utilise  donc  concurremment  la  notion  d'inté- 
grale de  variables  complexes  et  celle  de  série  entière,  et  les 
premiers  paragraphes  du  Chapitre  ont  pour  objet  d'établir 
le  théorème  fondamental,  d'après  lequel  toute  fonction  ayant 
une  dérivée  est  par  cela  même  représentable  par  une  série 
entière.  Le  théorème  est  plus  loin  étendu  de  la  façon  la  plus 
élégante  aux  fonctions  de  plusieurs  variables;  en  même 
temps  sont  établies  des  inégalités  qui  seront  utiles  plus  tard, 
dans  la  démonstration  du  théorème  fondamental  de  la  théorie 
des  équations  différentielles. 

Signalons  encore  le  parti  que  tire  M.  Baire,  dans  l'étude 
des  séries,  de  la  notion  de  convergence  normale.  Il  dit 
qu'une  série  est  normalement  convergente  quand  ses  termes 
sont  inférieurs  en  module  à  ceux  d'une  série  numérique  con- 
vergente. Celte  notion  est  plus  maniable  que  celle  de  la  con- 
vergence uniforme,  et  systématiquement  appliquée,  permet 
de  simplifier  plusieurs  démonstrations. 

Au  Chapitre  V  on  aborde  les  équations  différentielles.  Le 
théorème  fondamental  sur  l'existence  des  intégrales  est  exposé 
en  trois  pages  (deuxième  démonstration  de  Cauchy,  dite  par 
le  Calcul  des  limites).  Le  reste  du  Chapitre  est  surtout  con- 
sacré aux  équations  dilTérentielles  qu'on  sait  intégrer  :  équa- 
tions du  premier  ordre  homogènes,  linéaires,  de  Lagrange,  etc.; 
équations  diflérenlielles  linéaires;  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre,  dont  il  est  fait  une  étude  assez 
approfondie.  Le  Chapitre  se  termine  ])ar  quelques  indications 
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succinctes  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre 
supéiieui',  avec  une  application  au  problème  de  la  propaga- 
tion du  son. 

Le  Gliapitie  VI  concerne  les  applications  géométriques. 
En  cent  et  quelques  pages,  l'auteur  a  réussi  à  condenser  tous 
les  principes  essentiels  de  la  géométrie  des  courbes  et  des 
surfaces  :  enveloppes,  courbure  et  torsion  des  courbes,  con- 
tact des  courbes  et  des  surfaces,  courbure  des  surfaces, 
lignes  asymptotiques,  lignes  de  courbure,  surfaces  réglées, 
déformation  et  représentation  des  surfaces,  lignes  géodé- 
siqujes. 

Dans  le  traitement  de  tous  ces  sujets,  M.  Baire  apporte  ses 
qualités  ordinaires  de  concision  élégante  en  même  temps  que 
le  soin  d'élucider  à  fond  toutes  les  questions  délicates,  ea 
particulier  les  questions  de  signe.  Signalons  par  exemple  le 
paragraphe  relatif  à  la  courbure  et  à  la  torsion  dune  courbe 
gauche,  et  à  l'étude  de  la  disposition  de  cette  courbe  par 
rapport  au  triédre  formé  |)ar  la  tangente,  la  normale  prin- 
cipale et  la  binorniale  en  un  de  ses  points. 

Enfin  le  Chapitre  VH,  qui  ternune  le  Livre,  a  pour  objet 
l'étude  des  fonctions  elliptiques,  présentées  comme  illustra- 
tion des  principes  généraux  de  l'Analyse.  Il  existe  plusieurs 
manières  d'exposer  la  théorie  de  ces  fonctions,  et  aucune  ne 
parait  encore  s'être  imposée  définitivement.  \'oici  comment 
procède  l'auteur  :  il  débute  par  la  théorie  des  produits 
infinis,  dont  il  donne  comme  exemples  les  développements 
de  sin:r  et  cosj".  Il  définit  ensuite  la  fonction  jM  par  l'éga- 
lité 


II 


u 

-  I  e' 


i  m  M  -f-  i  n  w 


o). 


La    convergence    et    les    propriétés    fondamentales    de    jU 
étant  établies,  on  introduit  les  fonctions 


On  reconnaît  que  jjh  est  méromorphe  et  df)ublement 
périodique.  \  iennent  ensuite  les  théorèmes  c  •ncernant  les 
fonctions  les    plus  générales  qui    présentent    ce  double  carac- 
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1ère,  c'est-à-dire  les  fonctions  elliptiques  (une  fonction 
elliptique  entière  se  réduit  à  une  constante,  la  somme  des 
résidus  dans  un  parallélogramme  de  périodes  est  nulle,  etc.). 
Ces  théorèmes  permettent  d'approfondir  l'étude  de  la  fonc- 
tion j),  en  particulier  d'établir  la  relation  fondamentale 

p'2  «  =  4  pî  u  —  g.  pu—  gz. 

On  passe  aux  trois  modes  d'expression  classiques  d'une 
fonction  elliptique  au  moyen  de  v ,  de  ^,  de  p  et  p',  ce  qui 
donne  entre  autres  la  formule  d'addition  de  p«. 

Le  cas  des  invariants  réels  et  le  problème  de  l'inversion 
pour  ce  cas  sont  examinés  de  près.  Enfin,  dans  quelques  pages 
qui  terminent  le  volume,  sont  esquissées  les  applications  géo- 
métriques des  fonctions  elliptiques  :  courbes  de  genre  i, 
théorème  de  Poncelet. 

On  remarquera  qu'il  n'est  pas  question  des  séries  thêta. 
C'est  qu'en  effet  l'introduction  de  ces  séries  se  justifie  sur- 
tout quand  on  veut  pousser  l'emploi  des  fonctions  elliptiques 
jusqu'aux  calculs  numériques  ou  bien  dans  certaines  appli- 
cations à  la  théorie  des  nombres.  De  tels  développements 
étaient  tout  à  fait  en  dehors  des  limites  que  s'était  fixées 
l'auteur,  et  il  n'aurait  pu  s'y  engager  sans  faire  perdre  à  son 
Ouvrage  le  caractère  de  généralité  qu'il  s'était  expressément 
prescrit. 

R.  B. 
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[0'5j] 

Sltt  LES  SllKFACES  DOXT  LES  LIGNES  ASYMPTOTIOIES 
SE  DÉTEftMliXEM  VXW  (ilJADUATlHES 

(THOISIÈME  NOTE); 
Par  :\I.  a.  BUHL. 


1.  Ce  Iravail  fail  suite  aux  précédents  publiés  ici  en 
octobre  1908  et  août  1909.  Je  vais  surtout  revenir  sur 
une  surface  moulure  de  ma  précédenle  Noie,  ainsi  que 
sur  le  théorème  qui  la  terminait  et  était  relatif  aux  sur- 
faces de  révolution. 

Reprenons  d'abord  la  moulure  engendrée  par  une 
courbe  plane  dont  le  plan  roule  sur  un  cylindre  de 
révolution  de  rayon  fixe  k. 

L'axe  du  cylindre  sera  O^,  le  plan  mobile  se  pro- 
jettera, sur  le  plan  O xy  que  représente  la  figure,  sui- 


vant BM,  M  étant  la  projection  du  point  {x,y,z)  de 
la  surface.  Avec  les  coordonnées  curvilignes  a  et  r  que 
la  figure  définit  bien  suflisaniment,  nous  aurons 

X  cos u  -h y  sin  11  =  A, 

X  i'inu  — y  cos  u  =  ku  -+-  v 

Ariii.  de  Mathénial.,  '{'  série,  t.  X.  (  Septembre  1910.)  26 
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d'où,  pour  équations  de  la  surface, 

I   X  =  k  cos u -1- (  Au -h  i>)  sin  u, 
(i)  '  y=^ks\i\u  —  (A« -r- t')  cosM, 

(   z  =  F(i>). 

La  méthode  classique  conduit  alors,  pour  définir  les 
asvmplotiques.  à  l'équation  difFérentielle 

F"  I  ('  ) 
(2)  (ku -+- v)du^ -^  -pm —  dv'^^o. 

'  ^  '  ¥  (v) 

Remarquons  que,  si  le  cylindre  O  se  réduit  à  son  axe, 
on  a 

A-  =  O,         c  =  /-,         a  =  6  -I 

Dans  ces  conditions  la  moulure  se  réduit  à  une  sur- 
face de  révolution  et  l'équation  (2)  donne  immédiate- 
ment l'équation  bien  connue  des  asvmplotiques  d'une 
telle  surface. 

Dans  la  Note  précédente  l'équation  (2)  était  rem- 
placée par  une  autre  relative  aux  coordonnées  polaires 
r  et  H.  Nous  passerons  bientôt  de  l'une  à  l'autre;  pour 
l'instant  conservons  les  coordonnées  u  et  v>. 

2.  L'équation  (2)  ne  semble  intégrable  par  les 
méthodes  élémentaires  que  si  I  on  a 

F"  C  p  ) 

a  et  [j  étant  des  constantes  quelconques.  Dans  ces  con- 
ditions, si  l'on  pose 

3 


(4)           i'  =  r,- 

"t    ' 

■2  0L- 

u  = 

elle  devient 

dui 

=  ±17. 

•2  A- a  2 


V//>"i-'-i 
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Posant  encore 

il  vient  définit! vennent 

c/r,  it-  dt 


(•>) 


.Ut.  ~t~f^ 


En  somme,  il  s'agissait  d'nne  de  ces  équations  qu'un 
changement  linéaire  de  variables  ramène  au  type  homo- 
gène. 

Quant  à  l'équation  (3)  elle  donne  immédiatement  la 
fonction  F  et,  d'après  la  forme  de  l'équation  (5),  on 
peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  la  courbe^  en  coordonnées  cartésiennes  v  et  z, 

roule  sur  un  cylindre  de  révolution  de  généiatrices 
parallèles  àO z,  elle  engendre  une  moulure  dont  la 
détermination  des  asymptoliques  ne  dépend  que  de 
quadratures  élémentaires. 

3.  r.e  paragraphe  précédent  doitétre  modifié  sia  =  o, 
car  alors  le  changement  de  variables  (4)  n'a  plus  de 
sens  précis.  Il  y  a  même  avantage  à  modifier  légère- 
ment toutes  les  notations.  Si  a  est  une  constante,  soit 

T^r,   =  —  a^  rroii  F  =  Ac"  S^'''. 

F 

Alors  (2)  devient 

{ku  -\-  v)  du-  =  ;j.2  dv-. 

Si  l'on  pose 
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on  intègre  imniëdiatenient,  ce  qui  donne 

—  =  R  —  A  u  log(  R  -^  A-  a)  -+-  C. 

2  a 

Donc,  pour  les  asyniplotiques  de  la  moulure  engen- 
drée par  roulement  de  la  courbe  exponentielle,  la  con- 
clusion est  la  même  qu'au  paragraphe  précédent,  avec 
cette  simplification  que  les  quadratures  se  font  immé- 
diatement, tandis  que,  pour  intégrer  la  fraction  ration- 
nelle en  t  de  l'équation  (5),  il  faut  commencer  par 
chercher  les  racines  d'un  polynôme  du  troisième 
degré. 

4.  Les  résultats  précédents  me  semblent  constituer 
à  peu  près  tout  ce  qu'on  peut  trouver  d'élémentaire 
concernant  les  asymptotiques  des  moulures  (  i  ).  J'ajou- 
terai quelques  remarques  qui,  si  elles  n'avancent  pas 
beaucoup  la  question  de  l'intégration  de  (2),  ont 
cependant  l'intérêt  de  rattacher  cette  équation  à  d'autres 
recherches.  Pour  cela  il  est  plus  commode  de  reprendre 
les  notations  de  la  \ole  précédente  et  de  substituer, 
comme  l'indique  la  figure,  les  coordonnées  semi- 
polaires  /•,  H,  z  aux  coordonnées  curvilignes  w,  r. 

Posons 

(  ku  -r-  i-  y-^  r^—  k"-  =  R2 

et  (2)  devient 

Imaginons  que  F(p)  =  3  donne  r  =  <ï>(:;).  Alors 


F"(v)        di'\dij 
F'(t^;   "~         dz 

d         I                   *"(^) 
~  dz  ^\z)~       *'H-) 

dv 

Posant,  toujours  comme  dans  la  Note  précédente, 
*"=*'2/(<î>), 
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nous     retombons    sur    l'équation     clifTérentielle     déjà 
obtenue 

dans  laquelle  les  variables  sont  au  fond  /'  et  z  et  qui, 
par  suite,  détînira  les  asvmptoliques  de  notre  surface 
moulure  en  la  coupant  par  deux  familles  de  surfaces  de 
révolution  d'axe  O^. 

5.  C'est  l'équation  (6)  qui  est  susceptible  d'être 
rapidement  transformée  en  d'autres  se  rattachant  à  des 
problèmes  différents. 

Posons  R  =  02"'.  Elle  devient 

ou,  si  m^  —  I , 


Or,  si  y//'($)  est  rationnel,  on  obtient  une  de  ces 
équations  qui  ont  donné  récemment  el  donnent  encore 
lieu  à  de  remarquables  travaux,  au  [)remier  rang  des- 
quels il  faut  citer  ceux  de  M.  Pierre  Boutroux  (voir 
particulièrement  Leçons  sur  les  fonctions  définies 
par  les  équations  différentielles  du  premier  ordre 
(Gauthier-Villars,  1908)  et  Equations  différentielles 
et  fonctions  multiformes  [Rendiconti  del  Circolo 
matematico  di  Palermo^  '9i<^)- 

De  tels  travaux  avancent  le  problème  de  Géoméirie 
ici  considéré  comme  tout  progrès  ellectué  dans  la 
théorie  de  l'équation  de  Riccati  avancerait  les  nom- 
breux problèmes  géométriques  qui  conduisent  à  une 
telle  équation. 

11  faut  cependant  ajouter  que  c'est  l'intégrale  analj- 
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tique  dans  le  champ  complexe  qui  a  été  étudiée  jusqu'ici, 
tandis  qu'au  point  de  vue  géométrique  il  faudrait  sur- 
tout connaître  l'allure  des  courbes  intégrales  réelles. 

6.   Si  /?î  =  I ,  l'équation  (6)  peut  s'écrire 

—  2 p2  ch  -f-  [ p  ±  /:  v{/T*7]  d^  =  o: 

elle  est  donc  de  la  forme 


—  ao  -i-     0  -^ a<P  =  o. 


Or.  c'est  là  un  type  d'équations  qui  se  rencontre 
assez  fréquemment  dans  des  questions  de  Géométrie  et 
de  Mécanique. 

M.  G.  Darboux  rencontre  ce  type  en  cherchant  à 
réduire  des  difTérentielles  linéaires  à  des  formes  cano- 
niques simples  (Com/)?e5 /'e/ic/M^,  i5  novembre  1909). 
Dans  un  ordre  d'idées  qui,  au  fond,  ne  diilere  pas  du 
précédent,  soit  le  système  de  deux  équations  cano- 
niques 

dx  _m  dy_  __£H 

dt         dy  dt  dx 

Si  l'on  se  propose  de  déterminer  un  changement  de 
variables 

conser\ant  la  forme  canonique,  il  faut,  comme  on  sait, 

que 

i  dr,  —  X  dy 

soit  une  différentielle  exacte  (H.  Poikcaué,  Leçons  de 
Mécanique  céleste^  t.  I,  p.  3). 

Egalons  celte  expression  à  d¥(^x,y')  et  identifions. 

Il  viendra 

^  dr,         u¥  ^  dr^  ,    '^^ 


(  3g.   ) 
Eliminons  ç   et  nous  obtenons  pour  déterminer   y) 
une  équation  aux  dérivées  partielles  (|ui  exige   l'inté- 
gration de  l'équation  difïérentielle  ordinaire 


— —  dx  -t-     a:  H «y  =  o. 

dx  \  ôy) 


Rapprocher  toutes  ces  difficultés  ne  paraît  cependant 
jjas  permettre  de  les  éclairer  notablement  l'une  par 
l'autre,  niais,  faute  de  pouvoir  mieux  faire,  le  rappro- 
chement ne  m'a  pas  semblé  indigne  d'être  signalé. 

7.  Retour  sur  les  surfaces  de  révolution.  —  Jai 
terminé  ma  précédente  Note  par  un  théorème  qui  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

La  surface  de  révolution 

(7)  ,.  =  A*(.;-^B*(.,,y'^-^ 

est  coupée.,  suivant  ses  asymptotiques,  par  les  deux 
familles  de  conoïdes 

\dzj  <P{z) 

qui  ne  dépendent  en  rien  de  A  et  de  B. 

En  particulier  on  peut  commencer  par  prendre 
A=i,  13  =  0  et,  par  suite,  à  toute  surface  de  révo- 
lution r  =  4>(s),  dont  les  conoïdes  définissant  les 
asjmptotiqnes  seront  connus,  on  peut  adjoindre,  par 
une  simple  quadrature,  dautres  surfaces  de  révolution 
coupées,  suivar)t  leurs  asjmplotiques,  par  les  mêmes 
conoïdes.  Je  vais  développer  ces  assertions  sur  quel- 
ques exemples. 

Soit  <^{z-)  =  z"K  L'é(]nation  (7)  devient 

/•  =  A  Z'"  H • 
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Pour  m  =  2,  si  l'on  fait  d'abord  A=  i,  B  =  o,  puis 
A=o,  B=  I ,  on  trouve  la  parabole  et  riivperboie  méri- 
diennes 

/•  =  A.Z-,         rz  =  const. 

donnant  des  surfaces  de  révolution  dont  les  asvnipto- 
tiques  se  projettent  sur  l'axe  O:  au  moyen  des  mêmes 
génératrices  conoïdales. 


Soit  encore  ^{z-)=:\/z--^b'-.  L'équation  (-)  devient 

r>       ^^___^^ 

r  =  \  J z-  -r-  b-  ~ — 7  J z^  —  h''-  arc  tane  7-- 
b  0 

Faisons  d'abord  A  =  t>  B=o,  puis  A  =  o,  B=  1.  On 
b  ' 

conclut  de  là  que  lliyperboloïde  de  révolution 


a2        b-^  ~  ' 


et  la  surface 


br  =^  vz'^  -J-  b-  arc  tan"  -r 


ont  leurs  asymptotiques  sur  les  mêmes  plans  gauches 
passant  par  O  :;. 


8.  Cas  du  tore.  — Les  lignes  asvmptotiques  du  tore 
dépendant,  en  général,  des  fonctions  elliptiques,  on 
possède,  à  leur  sujet,  peu  de  résultats  élémentaires. 

Aussi  est-il  intéressant  d'appliquer  à  cette  surface  le 
théorème  précédent  f|ui  l'associe  immédiatement  à 
d'autres  dont  les  asvmplotiques  se  trouvent  du  même 
coup.  Si 

tï)('5)  =  a  -^^J b-  —  ^■-, 

il  faut  dabord  calculer  rinléi;rale  indéfinie 


(8) 


J    {a 


dz 


■sjb-^-  z^Y 
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Posant    pour   ahréger   c'-^=a'^  —  b-    on  trouve   sans 
peine  qu'elle  est  égale  à 


a  —  /6--'  —  z-' 


xh-  I  h         a       fb  — 

a  rc  t  a  n  jr 1 i  /  -; 

c'  "  \c         c\    b^ 


Formant    alors    ré(|ualion    {j)    on    voit    que,    pour 
A=i,  B=o,  on  y  retrouve  le  tore 


(r-  af 


bK 


Pour  ,Al=zo,  B  =  — >  on  a  la  surface 


■1  b- 1  ,-, \  l  b        a      / b  —  z 

r  =^  z  -{ (a  -h  V  b'^  —  z- )  arc  lan"  \ > 1/ 

ac  ^  \c        c  y    b  -h  z 


qui  semble  être  la  pltis  simple  parmi  celles  dont  les 
asvMq)totiqucs  sont  sur  les  mêmes  conoïdes  que  les 
asvmpt()li(|ues  du  tore  précédent. 


9.    Cas  où  a  ^=  b.  —  Le  tore  est  alors  engendré  par 
ir 
l'intégrale  (8)  est  égale  à 


un  cercle  tournant  autour  d'une  de  ses  tangentes.  Alors 


9, 

'5a 


'a  —  zV 


L'égalité  (7)  devient 

/•  =  A(rt  -+-^a^  —  z^) 


l-^3| 


5a 


\ 


\ 


Cette  fois,  pour  A=:o,  on  trouve  une  courbe  algé- 
brique du  troisième  degré  (jui,  en  tournant  autour 
de  Oc,  engendre  une  surface  de  révolution  dont  les 
asvm|)t()tiques    se     j)rojeltent    conoïdalemcnl    sur    Oz 
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toul  comme  celles  du  lore.  El  il  existe  une  double  inli- 
nilé  de  courbes  algébriques  avant  la  même  propriété. 


[K^lc] 

XOTE  sut  l\  GÉOMETUIK  01  TRIWGLE; 

Par  m.   AURIC. 


Soit  le  triangle  de  réierence  ABC  :  nous  définirons 
le  point  P  au  moyen  de  ses  coordonnées  Irilinéaires 
relatives  à  celles  du  centre  de  gravité  G;  en  d'autres 
termes,  nous  admettrons  que  P  est  le  point  d'applica- 
tion de  la  résultante  de  trois  forces  parallèles  F^.  Fg.  Fq 
respectivement  appliquées  en  A,  B,  C;  ces  forces  (ou 
des  expressions  pioportionnelles)  seront  les  coor- 
données de  P  ('  )■ 

Fj^  est  une  fonction  cpielconque  des  côtés  «,  b^  C 
qui  déterminent  sans  ambiguïté  le  triangle  de  réfé- 
rence 

Fa=  o{a,  b,  c) 

dont    les  coefficients   sont  des  fonctions   symétriques 
de  rt,  b,  c. 

Pour  que  P  soit  un  point  symétrique  du  triangle, 
nous  dirons  que  F^  et  F^  doivent  se  déduire  de  F^^  par 
permutation  circulaire  des  éléments  a,  6,  c  : 

Fb= 'f  (>,  c,  rt),         Fc= 'f  (c,  a,  6). 
Les  forces  F^,  Fg,  F,^  étant  données,  on  peut  les  per- 


(')  Celle  définilion  permet  en  quelque  sorte  une  composition  de 
divers  points  P,  par  l'addition  des  forces  correspondantes  respec- 
tivement appliquées  en  A.  B,  C. 
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muler  circiilairement  et  obtenir  ainsi   deux  nouveaux 
points   P',    P"    que    nous  appellerons   les  permutants 

de  P  : 

P Fa  Fb  Fr; 

P' F„  Fc  Fa 

P" F,:  Fa  Fb 

Le  triangle  ou  triple  point  PP'P"  jouit  de  nom- 
breuses propriétés;  il  a  le  même  centre  de  gravité  que 
le  triangle  de  référence  et  il  est  trihomologique  à 
celui-ci. 

Au  moyen  de  la  relation 

c  =  xp  —  a  —  6, 

on  peut  ïiietlre  '-2(«,  b,  c)  sous  la  forme  'i>(a,  b) 

P '}(«,  èj         'libjC)         •|(c,  o) 

d'où  Ton  peut  déduire  un  point  P,  dit  associé  de  P. 
soit  un  double  point  PP( 

P, 'M^.c)         '>(*^,  «)         't'(c,  6) 

par  permutation  des  deux  côtés  adjacents  au  sommet 
considéré. 

Ce  point  associé  Pi  possédera  également  deux  per- 
mutants P, ,  P",  qui  seront  les  associés  de  P',  P". 

Lorsque  l'associé  P,  se  confond  avec  P,  on  dit  cpie 
celui-ci  est  un  simple  point;  dans  ce  cas,  les  coor- 
données sont  évidemment  de  la  forme 

7.(«).     /J>J'     /.(>)• 

En  particulier,  au  double  point  PP,  correspond  le 
simple  j)oiiit  Pq  : 

P„ ^(«,«)         '^(b,b),         ^(c,c) 

et  l'on  démontre  que  le  triangle  Pq  P  Pi  jouit  de  nom- 
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breuses  propriétés;  il  a  le  même  centre  de  gravilé  que 
le    triangle    de   référence,    et    il    est    homologiqiie    à 
celui-ci. 
Pour 

X(«)  =  i 

P  est  le  centre  de  gravité. 
Pour 

P  est  le  centre  du  cercle  inscrit. 

Pour 

y  l'a)  =  «'- 

P  est  le  point  de  Lemoine  (centre  des  syniédiaires). 

D'une  manière  générale,  nous  allons  chercher  le  lieu 
des  points 

[/(«)]".      lAb)\\     [/(»]", 

lorsque  n  varie. 
Posons 

fia)^e^,        f(b)  =  e?,        f{c)  =  e^\ 

il  est  évident  que  le  lieu  sera  la  courbe 
I     y.     Lx 

I     Y      L  ;: 

courbe   qui    est  en  général    transcendante.  Toutefois, 
si  Ton  a 

ce  lieu  sera  une  courbe  algébrique 

y-  =  ^^■ 

Si    la  fonction   y  {a)  est    rationnelle,   on   pourra  la 


ou 
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mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  entier  R(«)  el 
d'une  somme  algébrique  de  fractions  simples 


Le  point 


^  a  -T-  />        ^i  a^  H-  A  a  -f- 


a  -h  X,     6  -+-  X,     c  -(-  X 


se  trouve  aisément  sur  la  droite  joignant  le  centre  de 
gravité  au  centre  du  cercle  inscrit  :  le  point 


a* -h  À  a  4-  [JL,     62-4-  X  6 


Xc 


se  déterminera  facilement  par  la  considération  des 
deux  points  précédents  et  du  point  de  Lemoine  : 
il  suffira  donc  de  chercher  les  points  inverses  des 
points  ainsi  obtenus,  ce  qui  ne  présentera  aucune  diffi- 
culté ('). 

Considérons  le  double  point 

P ^{b)         ^{c)         ^(a) 

Pi ^{c)         <^{a)         ^{b) 

Pour  '}(«)  =  rt  on  a 

II]     (inverses  des  points  de  Jérabek). 
Pour  ']/(«)  =  «2  on  a 

JJ]     (inverses  des  points  de  Brocard  i. 

D'une   manière  générale,  on   |)0urra  comme   précé- 
demment chercher  le  lieu  des  points 

[/<6)]",     [/'ciJ'S     [/(«']'S 
[/(c)J'S     [/(«.]",     [/(^>>J", 


(')  Pour  avoir  l'inverse  d'un  point  1'  on  joint  AP,  13P,  Cl*  qui 
coupent  BC,  CA,  AB  en  a,  jî,  y;  on  prend  les  symétriques  a',  P',  y' 
de  ces  points  par  rapport  aux  milieux  de  BC,  CA,  AB  et  l'on 
joint  Aa',  Bp',  Cy'  tjui  se  coupent  en  P'  inverse  de  P. 
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et  Ton  trouvera  les  courbes 

Si  la  fonction  '\i{a)  est  rationnelle,  on  la  réduira  en 
éléments  simples  et  Ton  sera  ramené  à  la  considération 
des  doubles  points  1,  l,  J,  J,  à  l'aide  desquels  on  pourra 
aisément  déduire  le  double  point  cherché. 

Observations.  —  Si  l'on  tient  compte  de  la  relation 

«     =  —^  =  _£_  =  2  R 
sinA        sinB        sinC  ' 

la  fonction  '}(rt,  ^,  c)  devient 

cp(2RsinA,  iRsiiiB,  aRsinC), 

ce  qui  permet  une  autre  définition  des  coordonnées 
du  point  P;  elle  ne  ditl'ère  dailleurs  de  la  précédente 
que  pour  la  forme. 

En  particulier,  les  coordonnées  du  centre  du  cercle 
circonscrit  seront 

sinaA,     sinsB,     sinaC; 

celles  de  lorthocenlre 

sin  A  cosB  cos  C,     sin  B  cosC  cos  A,     sinC  cos  A  cosB. 

On  pourrait  également  définir  F^,  Fg,  F^  par  une 
équation  de  la  forme 

«P(Fa,  Fb,  Fc;  a,  Z*,  c)  =  o 

et  par  les  deux  autres  qui  s'en  déduisent  par  permuta- 
tion circulaire. 

On  voit,  par  cette  seule  énumération,  l'immense 
variété  des  points  du  triangle  soi-disant  remarquables 
et  étiquetés  trop  souvent  d'un  nom  propre  à  la  façon 
des  fossiles  de  la  Paléontologie. 
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Éléments  de  Statique  graphique,  par  M.  Carlo 
Bourlet.  Un  volume  in-8de  i56  pages,  avec  90  figures. 
Paris,  HacheUe  et  C"",   19 10. 

J'éprouve  quelque  embarras  à  dire  tout  le  bien  que  je 
pense  de  ce  Livre,  dans  un  journal  à  ia  rédaction  duquel  nous 
collaborons,  M.  Carlo  Bourlet  et  moi.  Mais  il  serait  fâcheux, 
qu'un  scrupule  m'empéchàt  de  signaler  un  Ouvrage  tout  à 
fait  remarquable,  qui  apporte  une  véritable  nouveauté  dans 
l'enseignement  de  la  Statique  graphique. 

Il  se  distingue  par  deux  qualités  qui  sont  rarement  conci- 
liées :  l'excellence  de  l'exposition  et  le  sens  pratique.  Trop 
souvent  les  théoriciens  qui  écrivent  sur  les  .Mathématiques 
appliquées  se  laissent  glisser  à  l'abstraction,  trop  souvent  les 
praticiens  font  connaître  des  résultats  utiles  dans  un  lan- 
gage obscur.  M.  Bourlet  a  réussi  à  ordonner  comme  un 
Traité  de  Géométrie  ou  d'Algèbre  un  livre  immédiatement 
applicable  à  la  pratique  industrielle.  Les  mathématiciens  trou- 
veront, en  le  lisant,  la  clarté  et  la  rigueur  qui  leur  sont  jus- 
tement chères,  et  les  ingénieurs  ne  pourront  y  relever  un  seul 
développement  spéculatif. 

Ajoutons  que  l'Ouvrage  pourrait  être  intitulé  :  Eléments 
de  Statique  tout  court.  L'auteur  en  elfet  ne  fait  appel  à  au- 
cune connaissance  piéliminaire  de  la  Mécanique,  et  son  expo- 
sition part  des  principes.  Les  démonstrations  des  théorèmes 
fondamentaux  relatifs  à  la  composition  et  à  la  réduction  des 
forces,  aux  lois  de  l'équilibre,  sont  faites  au  moyen  des 
constructions  propres  à  la  Statique  graphique.  C'est  un 
des  traits  Ic'^  plus  originaux  du  livre,  où  apparaît  ainsi  une 
remarquable  unité  de  méthode. 

Il  convient  d'entrer  dans  une  analyse  détaillée. 

On  trouve  d'abord  cinq  pages  de  Notions  préliminaires 
sur  les  vecteurs  et  leur  addition   géométrique. 

CiiAi'iTRiî  1.     Théorèmes    généraux.    —    (àomposiliou    des 
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forces,  équilibre  d'un  solide  (dans  le  cas  où  les  forces  sont 
dans  un  plan).  Ainsi  que  je  le  disais,  l'auteur  introduit  le 
plus  tôt  possible  le  dynamique  et  le  funiculaire,  qui  sont 
les  instruments  essentiels  de  la  Statique  graphique,  et  s'en 
sert  pour  les  démonstrations.  La  composition  des  forces  est 
faite  par  l'addition  des  vecteurs  qui  les  représentent,  et  non 
au  moyen  du  parallélogramme  classique  (je  crois  bien  que 
l'expression  de  parallélogramme  des  forces  n'est  pas  pro- 
noncée), qui  n'est  jamais  employé  pratiquement.  On  prend 
ainsi  de  bonnes  habitudes  dès  le  début  ('). 

Chapitre.  II.  Forces  parallèles^  centres  de  gravité.  — 
Les  lois  de  la  composition  des  forces  parallèles  sont  encore 
déduites  de  constructions  de  Statique  graphique. 

Chapitre  III.  Couples,  moments.  —  Définition  et  com- 
position des  couples.  Représentation  graphique  des  moments. 
Théorème  de  Varignon.  A  noter  un  dernier  paragraphe, 
très  important,  sur  les  questions  d'échelles. 

Chapitre  IV'.  Réactions  aux  appuis.  —  Conditions  d'équi- 
libre d'un  solide  gêné,  avec  applications,  d'un  caractère  déjà 
très  pratique,  à  des  poutres  appuyées  ou  encastrées,  à  des 
fermes,  à  des  consoles.  A  signaler  deux  paragraphes  sub- 
stantiels sur  les  lois  du  frottement  et  sur  celles  de  la  poussée 
du  vent.  Pour  ces  dernières,  l'auteur  a  mis  à  profit  les 
lésultats  des  expériences  les  plus  récentes  :  on  sait  combien 
les  progrès  de  l'aviation  ont  profondément  modifié  nos  idées 
sur  la  résistance  de  l'air. 

Chapitre  V.  Efforts  tranchants,  moments  de  flexion  et 
de  torsion.  —  Les  applications  se  multiplient  et  portent  sur 
des  poutres,  sur  des    organes   divers   de  machines.  On  étudie 


(')  Il  serait  à  désirer  que  le  parallélogramme  des  forces  disparût 
définilivemenl  de  l'enseignement  de  la  Mécanique.  Cette  construc- 
tion a  sans  doute  l'avantage  de  rendre  intui,!tif  le  fait  que  la  compo- 
sition des  forces  est  une  opération  commutative,  mais  une  fois 
qu'on  le  sait,  à  quoi  bon  encombrer  indéfiniment  les  constructions 
de  lignes  inutiles?  Autant  vaudrait  s'astreindre,  chaque  fois  qu'on 
additionne  deux  nombres,  à  faire  ropéralion  dans  les  deux  sens,  et 
à  vérifier  que  a  -{-  b  —  b  -^  a.  Et  encore  il  y  a  là  un  contrôle,  sans 
raison  d'être  en  .Mécanique. 
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aussi  les  charges  uniformément  réparties.  L'idée  d'intégra- 
tion, qui  est  naturellement  au  fond  des  choses,  est  introduite 
de  la  manière  la  plus  habile,  sans  que  l'exposition  perde  à 
aucun  moment  son  aspect  élémentaire. 

Chapitre  VI.  Systèmes  triangulés.  —  Méthodes  de  Cré- 
mone, de  Culmann  et  de  Ritter.  Je  parlerai  seulement  de  la 
première.  Elle  conduit  à  des  graphiques  d'une  grande  élé- 
gance, mai?  où  les  débutants  trouvent  des  difficultés  :  il  ne 
faut  pas  se  méprendre  sur  le  sens  des  forces,  les  constructions 
doivent  être  conduites  dans  un  ordre  rigoureux.  L'auteur  a 
tenu  à  formuler  des  règles  extrêmement  précises  dont  l'ap- 
plication machinale  suffit  à  prévenir  toute  erreur  (j'ai  vai- 
nement cherché  ces  règles  dans  les  Ouvrages  similaires).  Il 
va  de  soi,  si  j'ai  bien  fait  cfxnprendre  l'esprit  du  Livre,  que 
ces  règles  sont  justifiées  par  des  raisonnements  rigoureux,  et 
n'apparaissent  pas  comme  résultant  d'un  heureux  empi- 
risme. 

Tel  est  cet  Ouvrage  qui,  bien  que  borné  aux  parties  les 
plus  élémentaires  de  la  Statique  graphique,  ne  pourra  man- 
quer d'exercer  une  influence  profonde  sur  l'enseignement  de 
eette  science.  Et  quand  M.  Bourlet  publiera  le  Traité  com- 
plet qu'il  annonce  dans  sa  Préface,  nous  pouvons  être  assuré 
qu'il  nous  donnera  un  Ouvrage  classique. 

R.   B. 


AGRECiATIOX  hKS  SCIE\CES  MirilEMAriQlKS 
(COVCOIKS  DK  1910). 


Sujets  des  compositions. 


MA  r  II  i;.M  AT  K>v  i>  1*:  M-M  v'syx  i  «  !•: 


Hdiis  un  plan  donné,  il  y  a  un  injinité  de  cercles  (F) 
urtlio^'onaux  à  tous  les  cercles  (Q)  qui  passent  par  deux 
ixnnts  donnés  P,  P'  dans  ce  plan. 

A   tout  point  .M  correspond  un  point  M'  tel  que  M  et  M 

Aiui .  (Je  Mdthcnuit  ,  \'  série,  t.  X.  (Septembre  1910.)  2^ 
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soient  conj  ligués  harmoniques  par  rapporta  tout  cercle  (F). 
Donner  la  construction  géométrique  de  ces  points. 

1°  Trouver  le  lieu  de  M  et  "SV  quand  ^,1^1'  a  une  longueur 
donnée  l  ; 

1°  Trouver  le  lieu  de  iM'  quand  M  décrit  une  droite  (D). 
On  pourra  supposer  successivement  que  la  droite  (D)  est 
perpendiculaire  à  PP',  qu'elle  passe  par  l'un  des  point  P 
ou  P';  qu'elle  rencontre  PP'  en  un  point  autre  que  P 
ou  P',  étant  oblique  à  PP'  et  enfin  que  (D  )  est  parallèle 
à  PP'; 

3"  Lieu  de  M'  quand  M  décrit  une  parabole  passant 
par  P  et  P'  et  dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  PP'. 

Dans  chacun  des  cas  examinés  on  étudiera  le  déplace- 
ment de  M',  celui  de  M  étant  supposé  connu  ; 

4"  On  considère  dans  le  plan  donné  un  nombre  quel- 
conque de  cercles  (G  ),  soient  (  Ci  ),  (G2),  .  . . .  (  Cp)  et  autant 
de  coefficients  numériques  donnés  a^,  a-i,  ...,a/,  ;  puis  q 
cercles  (T)  :  (Ti),  (Fj),  ...,  (F^/)  et  des  coefficients  3ti, 
a2,  ....  (Xg.  Peut-on  toujours  déterminer,  dans  le  plan 
donné,  deux  points  Si,  S2,  tels  que  la  somme  des  puissances 
d'un  point  quelconque  X  du  plan  par  rapport  à  tous  ces 
cercles,  chaque  puissance  étant  multipliée  par  le  coef- 
ficient correspondant,  soit  égale  à  la  somme  des  carrés 
des  distances  de  ce  point  X  aux  deux  points  cherchés  S].  Sj, 
multipliée  par  la  demi-somme  des  coefficients  donnés?  En 
supposant  que  les  cercles  (G)  et  {V)  appartiennent  aux 
deux  familles  considérées,  trouver  les  conditions  pour 
que  Si  et  S2  soient  deux  points  conjugués  M,  M'. 

MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES. 

On  considère  deux  parabolo'ides  hyperboliques  équila- 
tères  égaux,  P  et  Q,  qui  ont  même  axe  et  même  sommet. 

1°  On  demande  de  trouver  toutes  les  droites  D  dont  les 
conjuguées  D'  et  D"  par  rapport  à  ï*  et  (^  sont  dans  un 
même  plan  {on  ne  considère  que  des  droites  réelles  situées 
à  distance  finie).  Montrer  que  deux  droites  D'  et  D"  qui 
correspondent  à  une  même  droite  D  sont  à  la  même  dis- 
tance de  l'axe  des  parabolo'ides,  qu'elles  font  le  même 
angle  avec  l'axe  et  que  leurs  projections  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  cet  axe  font  un  angle  constant. 
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2°  On  considère  une  droite  D  particulière,  que  l'on  dé- 
signe par  D,  ;  on  prend  sa  conjuguée  Dj  par  rapport  au 
paraboloide  P,  puis  on  prend  la  conjuguée  D3  de  D2  par 
rapport  au  paraboloide  Q,  et  ainsi  de  suite,  de  telle  sorte 
qu'une  droite  D-ii,  soit  conjuguée  de  la  droite  Dj,,-!  par 
rapport  à  Y*  et  quune  droite  D2,y+-i  soit  conjuguée  de  la 
droite  Do,/  par  rapport  à  Q;  étudier  ta  distribution  de 
ces  droites. 

3"  Une  droite  D  se  déplace  en  faisant  un  angle  constant 
avec  l'axe  des  paraboloïdes  et  de  façon  que  les  surfaces 
engendrées  par  D'  et  ï)"  fassent  un  angle  constant  au  point 
commun  à  Y)'  et  D";  quelle  surface  engendre  D;  quelles 
surfaces  engendrent  D'  et  D"  et  quel  est  le  lieu  du  point 
commun  à  D'  et  D";  ce  lieu  peut-il  être  situé  sur  la  surface 
engendrée  par  D?  {On  indiquera  un  mode  de  génération 
simple  de  ces  diverses  surfaces.) 

CALCIL    OIKFÉRKNTIEL    BT    INTh:(;K.\L. 

On  considère  la  famille  de  surfaces  du  second  degré 

ax"^  -f-  by-  -1-  cj-  =  cdiist., 

a,  b,  c  étant  des  nombres  positifs  distincts  et  donnés^  les  axes 
de  coordonnées  étant  rectangulaires  :  on  désigne  par  {E } 
V équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  (  S  j  orthogo- 
nales à  cette  famille  de  surfaces  du  second  degré  et 
par  (y)  les  courbes  caractéristiques  de  l'équation  (E)  : 

i"  Exprimer  les  coordonnées  des  points  d'une  surface  (  S  ) 
à  l'aide  de  deux  paramètres  u  et  v;  montrer  qu'on  peut 
adopter  les  expressions  de  la  forme 

et  que  la  recherche  des  lignes  asymptotiques  de  toute  sur- 
face (S)  se  ramène  aux  quadratures. 

2°  Quelle  est  la  condition  pour  qu'une  courbe  imposée, 
distincte  d'une  caractéristique, 

^=f{^)^      r  =  ?('').      z  =  'i{v), 

soit  ligne  asymptotique  d'une  surface  (S)? 

La  détermination  des  familles  d'asymptotiques  distinctes 
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des  caractéristiques,  des  sur/aces  (S),  peut  se  ramener  à 
la  recherche  des  solutions  de  trois  équations  différentielles 
linéaires  analogues. 

L'intégration  de  ces  équations  linéaires  peui-elle  se 
ramener  aux  quadratures  ? 

Une  famille  d'asymptotiques  a-t-elle  une  enveloppe' 

Comment  troui'era-t-on  les  surfaces  (Sj  dont  une  famille 
d'asymptotiques  est  douée  d'enveloppe? 

Examiner  les  particularités  d.^  la  surface  et  de  ses 
asymptotiques  dans  le  voisinage  de  l'enveloppe,  en  se 
bornant  aux  surfaces  dont  les  coordonnées  correspondent 
à  des  fonctions  holomorphes ;  donner  explicitement  des 
exemples  très  simples. 

3"  Déterminer  les  surfaces  (S)  dont  les  asymptotiques 
d'une  famille  sont  des  caractéristiques  (y).  Définir  géo- 
métriquement ces  surfaces. 

4"  Soient  (Sj)  une  suif  ace  (S)  choisie  et  {T\)  les  déve- 
loppables  circonscrites  à  (Sjj  le  long  des  caractéristiques 
génératrices  (y)  suppose'es  non  asymptotiques. 

On  réalise  une  déformation  déterminée  de  la  surface  (Si  ) 
de  telle  sorte  que  tout  point  M  de  cette  surface  décrive  la 
génératrice  rcctiligne  de  la  développable  {Y i)  tangente 
en  ce  point,  et  Von  désigne  par  Mj  la  position  de  M  après 
la  déformation,  par  (Si)  la  surface  obtenue. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  choisit  le  point  M  sur 
l'arête  de  rebroussement de  la  développable  (Fi  ),  on  obtient 
une  surface  (Si)  particulière,  soit  (Sq).  Montrer  qu'au 
réseau  tracé  sur  (Si)  par  les  courbes  (y)  et  leurs  con- 
juguées, correspond  sur  (So)  un  réseau  conjugué. 

5°  Déterminer  les  déformations  (Si,  I-i)  faisant  corres- 
pondre une  courbe  (y)  de  (Si)  et  possédant  la  propriété 
précédente  de  la  déformation  (Si,  Sq). 

Montrer  que  ces  déformations  associent  à  toute  sur- 
face (Si)  une  famille  à  un  paramètre  de  surfaces  (Si) 
dont  les  asymptotiques  se  correspondent,  exception  étant 
faite  pour  certaines  surfaces  (Si)  particulières  que  l'on 
caractérisera. 

Trouver  celles  de  ces  familles  li  dont  les  lignes  asymp- 
totiques correspondent  au^  asymptotiques  de  la  sur- 
face (Si)  initiale  et  les  définir  géométriquement. 
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N.  B.  On  rappelle  que  l  équation  différentielle  des  lignes 
asyrnptotiques,  en  coordonnées  curvilignes,  est 


dv^  =  o. 


Mouvement  d'un  corps  solide  pesant  fixé  par  un  de  ses 
points  O  autour  duquel  il  peut  tourner  librement  et  assu- 
jetti à  toucher  un  plan  horizontal  fixe  H;  les  liaisons 
sont  supposées  sans  frottement  et  le  solide  au-dessus  du 
plan  H. 

I.  Le  solide  est  de  révolution,  généralement  non  homo- 
gène, et  est  suspendu  par  un  point  de  son  axe  de  figure. 

a.  Trouiier  les  équations  du  mouvement  et  indiquer  les 
circonstances  générales  de  ce  mouvement  lorsque  les  con- 
ditions initiales  sont  arbitraires. 

Discuter  complètement  lorsque  le  solide  est  abandonné 
sans  vitesses  initiales;  examiner  les  cas  particuliers  dans 
lesquels  le  solide  admet,  soit  un  plan  passant  par  l'axe 
de  figure,  soit  un  plan  mené  par  O  et  perpendiculairement 
à  cet  axe,  comme  plan  de  symétrie  de  masses  ;  indiquer 
nettement,  par  des  figures,  la  nature  du  mouvement  du 
point  de  contact  du  solide  sur  le  plan  H. 

b.  Lorsque  l'axe  de  figure  du  solide  est  axe  de  symétrie 
des  masses,  discuter  le  mouvement,  les  conditons  initiales 
étant  arbitraires  ;  examiner  le  cas  particulier  où  le  solide 
est  homogène. 

Application.  —  Le  mouvement  instantané  du  solide  est 
une  rotation  que  l'on  peut  toujours  décomposer  en  une 
rotation,  soif  m,  portée  par  l'axe  du  solide  et  en  une  rota- 
tion verticale. 

On  suppose,  en  se  plaçant  dans  le  cas  ib),  que  les  con- 
ditions initiales  vérifient  la  relation 

■iT  =  Cio2, 

•iT  étant  la  force  vive,  G  le  moment  d'inertie  du  solide  par 
rapport  à  son  axe. 


(  4o6  ) 
Calculer  explicitement  le  mouvement,   noter  ses  parti- 
cularités et  indiquer,  dans  les  deux  cas  possibles,  comment 
ce  mouvement  peut  être  imprimé  au  solide. 

II.  Le  solide  ayant  une  forme  quelconque,  on  désigne 
par  {T )  la  courbe  située  sur  le  solide  et  lieu  des  points  de 
contact  M  avec  le  plan  H  ;  on  exprime  les  coordonnées, 
par  rapport  aux  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  point 
fixe  O,  d'un  point  quelconque  de  cette  courbe  à  l'aide 
d'un  paramètre  u  et  l'on  définit  la  position  du  solide  à 
l'aide  du  paramètre  u  et  de  l'orientation  du  plan  vertical 
passant  par  OM. 

Trouver  les  équations  donnant  ces  paramètres  et  indi- 
quer les  circonstances  générales  du  mouvement. 

Oon  pourra  attacher  au  solide,  en  tout  point  M  de  la 
courbe  (T),  un  trièdre  auxiliaire  (T)  ayant  comme  arête 
la  normale  en  M  à  la  surface  du  solide,  l'une  des  faces 
passant  par  le  point  fixe  O  ;  et  regarder  le  mouvement 
du  solide  comme  résultant  d'un  mouvement  relatif  par 
rapport  au  trièdre  (Tj  et  d'un  mouvement  d' entraînement 
de  ce  trièdre. 


CERTIFICATS  DE  MECAMOIE  IIATI0\\EI1E. 


Besançon. 


Épreuves  TiiÉoiuyUKS.  —  I.  Exposer  sommairement  les 
questions  suivantes  : 

1°  Définition  du  vecteur  tourbillon  {ou  rotation  moyenne) 
en  un  point  d'un  milieu  continu  en  mouvement. 

Propriété  relative  à  la  distribution  géométrique  de  ce 
vecteur  à  un  instant  donné. 

La  distribution  dans  le  temps  et  dans  l'espace  dans  tous 
les  cas  où  il  existe  une  fonction  des  accéléiations  :  théo- 
rèmes d'Helmholtz  et  de  Lagrange. 

2°-  Vibrations  adiabatiques  des  gaz;  calcul  de  la  vitesse 
du  son  dans  l'air. 
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II.  Plusieurs  points  matériels  sont  supposés  : 

i"  Liés  entre  eux  de  manière  que  leur  figure  demeure 
toujours  semblable  à  sa  forme  initiale; 

1°  Soumis  à  des  formes  mutuelles  proportionnelles  aux 
masses  et  à  la  distance. 

Etudier  le  mouvement  de  ce  système. 

KpREivES  PRATIQUES.  —  I.  Un  Cylindre  pesant  mobile 
autour  d'un  axe  horizontal  O  et  de  rayon  Ro  est  en  équi- 
libre stable  { fig.  \). 

Fig.  I. 
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Dans  cette  situation  d'équilibre  on  rapporte  sur  sa 
surface  latérale  un  patin  prismatique  homogène  de 
masse  m  admettant  comme  plan  de  symétrie  le  plan 
vertical  passant  par  l'axe  horizontal  O. 

Les  dimensions  du  patin  sont  connues  et  désignées  par  : 
p,  rayon  moyen;  s,  l'arc  de  base  su/-  le  cylindre;  io, 
hauteur  radiale  de  la  couronne  cylindrique  dans  laquelle 
est  logé  le  patin;  e,  dimension  de  ce  prisme  comptée 
parallèlement  aux  génératrices  du  cylindre,  c'est-à-dire 
à  l'axe  O. 

Calculer  : 

i"  Le  moment  d'inertie  mK-  du  patin  par  rapport  à 
l'axe  O  du  cylindre: 

■2°  La  distance  ^  du  centre  de  gravité  du  patin  à  l'axe  O. 

II.  C/ne  roue  cylindrique,  lestée  de  manière  à  pouvoir 
osciller  sur  un  couteau  d'acier  dont  l'arête  coïncide  avec 
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l'axe  du  cylindre,  est  munie  de  trois  patins  égaux  vissables 
sur  le  pourtour  plein  de  la  roue;  les  patins  opposés  BB 
sont  de  niveau  dans  la  position  conservée  de  l'équilibre  du 
cylindre  {avec  ou  sans  patins)  tandis  que  le  patin  G  est  à 


■■  ''^■mmo'^''  ' 


angle  droit  des  patins  B  et  par  conséquent  appuyé  sur  la 
génératrice  de  faite  du  cylindre  lors  de  sa  position 
d'équilibre  (Jig-  '2). 

Les  six  vis  des  patins  sont  doublées  par  des  vis  de  même 
terminaison  mais  réduites  en  longueur  de  manière  à  re- 
produire les  parties  des  premières  vis  logées  hors  de  l'écrou 
du  patin  lorsque  les  patins  sont  réunis  à  la  roue. 

Les  dimensions  de  la  roue  primitive  et  de  ses  patins 
sont.,  avec  les  notations  précédentes  : 

Ro=i'",oo,      o  =  o'",o5,     s  =  o"',  3o,     6=0"", 06,      p  =  i"',o^. 


La  roue  oscillant  sans  ses  patins  mais  avec  les  vis  rac- 
courcies en  place,  on  a  compté  par  heure  2616  petites  oscil- 
lations simples;  la  roue  oscillant  avec  ses  patins,  on  a 
compté  25 12  oscillations  simples  : 

1°  Calculer  le  moment  d'inertie  A  et  le  moment  maxi- 
mum M^L  du  poids  de  la  roue  dans  son  premier  état  de 
mouvement  ; 

2"  En  supposant  les  patins  exactement  mesurés,  quelle 
est  r approximation  des  résultats  du  calcul. 

(Juillet  1909.) 
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Bordeaux. 

lipRKi'VK  THÉORiQiE.  —  Mouvement  d'un  solide  homogène 
de  révolution  pesant  dont  deux  points,  pris  sur  son  axe 
symétriquement  par  rapport  à  son  centre  de  gravité,  sont 
assujettis  à  se  déplacer  sans  frottement  dans  deux  plans 
verticaux  rectangulaires  fixes. 

FJtudier  la  forme  de  la  projection  horizontale,  de  la 
trajectoire  du  centre  de  gravité. 

EpRKiVK  PRATIQUE.  —  Tous  Ics  points  d'un  cylindre 
homogène  et  de  révolution  non  pesant  sont  attirés  par  un 
plan  fixe  P  proportionnellement  à  la  masse  et  à  la  dis- 
tance. Sous  l'action  de  ces  forces,  le  cylindre  qui  n'est 
soumis  à  aucune  liaison  prend  un  mouvement  dans  lequel 
on  a  l'intégrale  des  forces  vives 

T-U  =  /î. 

Calculer  explicitement  la  constante  h  au  moyen  des 
données  suivantes  : 

La  hauteur,  le  rayon  et  la  densité  du  cylindre  sont  res- 
pectivement ia,  a,  p. 

A  l'instant  initial,  le  cylindre  est  incliné  à  \b"  sur  le 
plan  P  et  l'une  de  ses  bases  est  tangente  à  ce  plan  en  un 
point  F. 

Le  mouvement  initial  du  cylindre  se  compose  de  deux  ro- 
tations rectangulaires  ayant  même  grandeur  oj,  la  pre- 
mière ayant  lieu  autour  de  la  tangente  en  ¥  à  la  circon- 
férence de  la  première  base  et  la  seconde  ayant  lieu 
autour  du  diamètre  perpendiculaire  de   la  seconde  base. 

On  désignera  par  K  l'attraction  du  plan  V  sur  l'unité 
de  masse  placée  à  l'unité  de  distance. 

(Juin  1909.) 

Caen. 

Épreuve  iiiéoriqle.  —  Une  plaque  rectangulaire  homo- 
gène, pesante  et  d'épaisseur  /légligeable,  ABGD,  peut 
tourner  librement  autour  d'un  axe  horizontal  Ox,  con- 
fondu avec  le  côté  AB.  L'axe  Ox  est  invariablement  lié  à 
un  solide  pesant,  S,  qui  peut  tourner  librement  autour 
d'un  axe  vertical  fixe,  Ozi,  rencontrant  l'axe  Ox  au 
point  O,  milieu  de  AB  : 
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I"  Les  liaisons  étant  supposées  sans  frottement,  et  les 
conditions  initiales  étant  quelconques,  étudier  le  mouve- 
ment du  système.  Indiquer,  en  particulier,  si  le  mouvement 
de  la  plaque  autour  de  O.r  est  oscillatoire  ou  révolutif. 

2°  Déterminer  les  conditions  à  remplir  pour  que,  pen- 
dant tout  le  mouvement,  la  plaque  fasse  un  angle  constant 
avec  la  verticale;  calculer  cet  angle  et  reconnaître  si  le 
mouvement  correspondant  est  stable  ou  instable. 

On  pourra  lier  à  la  plaque  ABGD  un  système  d'axes 
rectangulaires  constitué  à  l'aide  de  Vaxe  de  rotation  Ox 
et  de  la  normale  0-;  on  définira  la  position  du  système  à 
l'aide  de  l'angle  cp  dont  tourne  le  solide  S  autour  de  Ozi, 
et  de  l'angle  6  que  fait  le  plan  de  la  plaque  avec  la  ver- 
ticale ascendante  O  z^. 

Éprelve  pratique.  —  Une  barre  homogène  pesante,  de 
longueur  id  et  de  densité  i,  est  suspendue  par  l'un  de  ses 
points  A  à  un  point  fixe  O  à  l  aide  d'un  fil  de  longueur  l. 
On  néglige  la  masse  du  fil  et  la  section  droite  de  la 
barre  : 

1°  Trouver  les  équations  définissant  les  petits  mouve- 
ments dans  le  voisinage  de  la  position  d'équilibre  stable, 
la  barre  restant  dans  un  plan  vertical  passant  par  O. 

2"  Déterminer  explicitement  ces  petits  mouvements  pour 

l  =  la,         d  ^=  a  v/6, 

a  désignant  la  distance  du  point  d^attache  A  au  milieu  G 
de  la  barre. 

Le  système  pourrait-it  servir  à  mesurer  le  temps,  et 
quelles  seraient  à  ce  'point  de  vue  ses  relations  avec  le 
pendule  simple  de  longueur  a  =  AG? 

3"  On  suppose  que  le  point  A  coïncide  avec  le  point  G,  et 
l'on  demande  de  déterminer  les  mouvements  ayant  lieu 
dans  un  plan  vertical  passant  par  O,  et  pour  lesquels  le 
fil  reste  voisin  de  la  verticale. 

Existe-t-il  dans  ce  cas  des  positions  d'équilibre  stable  ? 

On  pourra  désigner  par  6  l'angle  du  fil  avec  la  verticale 
descendante,  par  çp  l'angle  de  la  direction  de  la  barre 
avec  la  même  verticale,  et  calculer  la  force  vive  du 
système  par  le  théorème  de  Kônig. 

(Juin   1909.) 
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Clermont-Ferrand. 

KpRELVii  THÉORIQUE.  —  Une  barre  homogène  pesante, 
AB,  glisse  sans  frottement  dans  un  plan  vertical  xOy. 
Un  fil  inextensible  et  de  masse  négligeable  relie  le  point 
fixe  O  au  milieu  de  la  barre.  Trouver  le  mouvement  de 
la  barre  et  la  tension  du  fil. 

Eprelve  PRATigiE.  —  Un  paraholoïde  de  révolution  est 
engendré  par  une  parabole  de  paramètre  p.  A  une 
distance  h  du  sommet  on  mène  un  plan  perpendiculaire  à 
Vaxe;  on  considère  le  volume  homogène  découpé  par  ce 
plan  dans  le  paraboloide  : 

1°  Evaluer  ce  volume; 

2"  Bayons  de  giration  de  ce  volume  par  rapport  à  l'axe 
et  par  rapport  à  une  perpendiculaire  à  l'axe  menée  par 
le  sommet. 

Calcul  numérique  :  p  =  4,5;  h  =  \i. 

(Juin  1909.) 

Grenoble. 

EpRhuVE  THÉORIQUE.  —  Un  Solide  s  peut  tourner  autour 
d'un  axe  vertical  O z.  Il  est  traversé  par  un  canal  recti- 
ligne  OC  infiniment  étroit  rencontrant  l'axe  0 z  en  O  et 
dans  lequel  se  meut  un  point  matériel  pesant  M.  Les 
liaisons  sont  sans  frottement  : 

1°  Trouver  le  mouvement  du  système  en  supposant  que 
S  tourne  librement  autour  de  Oz. 

1°  Trouver  le  mouvement  du  point  en  supposant  qu'on 
oblige  S  à  tourner  uniformément  autour  de  Oz. 

Après  avoir  trouvé  les  équations  différentielles  des 
deux  problèmes  et  poussé  leur  intégration  aussi  loin  que 
possible,  on  cherchera,  dans  les  deux  cas.,  le  sens  du  mou- 
vement initial  de  M  sur  OC  en  supposant  qu'à  l'instant 
initial  la  vitesse  absolue  de  M  soit  perpendiculaire  «OM; 
on  laissera  de  côté  toute  autre  discussion. 

Eprkuve  pratique.  —  Une  plaque  homogène  de  masse  m 
a  la  forme  d'un  triangle  équilatéral  de  côté  a  : 

1°  Calculer  le  moment  d'inertie  I  de  la  plaque  par 
rapport  à  l 'un  de  ses  côtés  et  déterminer  l'ellipsoïde  central 
d'inertie. 
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■i°  Deux  des  sommets  étant  fixés  sur  une  même  verti- 
cale Oz,  déterminer  le  mouvement  de  la  plaque  en 
admettant  qu'elle  est  soumise  à  un  couple  résistant^  dont 
le  moment,  parallèle  à  O  z,a  une  intensité  constante  M,  et 
en  admettant  en  outre  que  chaque  élément  infiniment 
petit  ds  de  sa  surface  est  soumis  à  une  force  résistante, 
qui  lui  est  perpendiculaire,  et  qui  est  proportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse  ^' ;  l'intensité  de  cette  force  sera  repré- 
sentée par  k^v^ds,  k  étant  constant. 

L'équation  différentielle  à  laquelle  on  parvient  est^  en 
désignant  par  w  la  vitesse  de  rotation  de  la  plaque., 

(0  ^=-,,,.^„,, 

On  calculera  X  et  a  en  fonction  des  données  précédentes, 
mais  on  fera  usage  de  la  forme  réduite  i  i)  pour  l'inté- 
gration. (Novembre  1908.) 

Epreuve  théorique.  —  Soient  0:r|yiZi  et  O  xyz  deux 
trièdres  trirectangles  de  même  sommet  0,  et  p,  q,  r  les  pro- 
jections sur  Ox,  Oy,  Oz  de  la  rotation  instantanée  dans 
le  mouvement  du  second  trièdre  par  rapport  au  premier. 
Etablir  les  formules  qui  donnent  p,  q,  r  en  fonction  des 
angles  d'Euler  (}/,  6,  cp  caractérisant  la  position  de  Oxyz 
par  rapport  à  Oxiy^z^  et  des  dérivées  J;',  6',  o'  de  ces 
angles  par  rapport  au  temps. 

Problème.  —  Une  plaque  circulaire  homogène  infiniment 
mince  est  assujettie  aux  liaisons  suivantes  :  1"  son  centre 
O  est  fixe;  2"  l'un  de  ses  diamètres  Ox  est  assujetti  à 
rester  perpendiculaire  à  un  axe  fixe  Ozi.  Aucune  force 
donnée  n'agit  sur  la  plaque  et  il  n'y  a  pas  de  frottement. 

I.  Déterminer  le  mouvement  de  la  plaque.  (Intégrer 
autant  que  possible  ;  inutile  de  discuter.) 

II.  Déterminer  un  couple  tel  qu'en  l'appliquant  à  la 
plaque  tout  en  supprimant  la  liaison  2",  sans  changer  la 
première  et  sans  modifier  les  conditions  initiales,  le  mou- 
vement reste  le  même. 

Notations  :  M  masse,  R  rayon  de  la  plaque.   Soient  Oy 
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le  diamètre  de  la  plaque  perpendiculaire  à  Ox,  Oz  la 
normale  à  la  plaque,  O-r,,  Oyi  des  axes  fixes  formant 
avec  0  z\  un  trièdre  trirectangle.  On  prendra  pour  para- 
mètres les  angles 

^jO-3  =  6,  XxOx  =^  'l^. 

EpRELVE  PRATIQUE.  —  Une  demi-ctrconférence  homogène 
de  diamètre  AB  de  milieu  G  a  pour  m,asse  M,  pour  rayon  R. 

Déterminer  :  i°  son  centre  de  gravité  ;  i°  son  moment 
d'inertie  \  par  rapport  à  l'extrémité  A. 

La  circonférence^  étant  placée  dans  un  plan  vertical  et 
pouvant  tourner  autour  du  point  A  supposé  fixe,  constitue 
un  pendule  composé. 

3"  Calculer  la  durée  des  petites  oscillations  de  ce 
pendule. 

4°  Déterminer  les  projections  horizontale  et  verticale 
de  la  réaction  du  point  fixe  A  lorsque  le  pendule  passe  la 
première  fois  par  la  position  où  AB  est  verticale,  après 
avoir  été  abandonné  sans  vitesse  dans  la  position  où  AB 
est  horizontale  et  G  en  dessous  de  cette  droite. 

(Juillet  1909.) 

Lille. 

Epreuve  théorique.  —  I.  Le  mouvement  d'un  trièdre 
mobile  Oxyz  est  défini  à  un  instant  t  par  les  projections, 
sur  ses  arêtes,  de  la  ài-anslation  instantanée  de  l'origine 
et  de  la  rotation  instantanée  : 


P=  r-^7T^'        y  =  <^ 


l  -i-'lt^  ^  l  -h  -if- 

Déterminer  la  trajectoire  du  sommet  O  du  trièdre. 

II.  Dans  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fxe  O,  à  un  instant  t,  la  vitesse  instantanée  de 
rotation  est  un  vecteur  Oil  et  le  moment  cinétique  résul- 
tant par  rapport  à  0  un  vecteur  O  7  : 

1°  Ou  est  perpendiculaire  au  plan  conjugué  de  OQ  par 
rapport  à  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  à  O; 


(  4i4  ) 

i"  Le  moment  résultant  des  forces  d'inertie  a  pour 
mesure  le  double  de  l'aire  du  triangle  ûOt.  si  OO  est 
fixe  ; 

3"  L'énergie  cinétique  du  corps  est  j  O tl.OacosûO(T; 

4"  Le  corps  n'étant  soumis  à  aucune  force  active  donnée^ 
te  point  il  partira  suiiant  la  direction  conjuguée  du  plan 
HOtJ  par  rapport  à  l'ellipso'ide  d'inertie  ; 

5°  Le  moment  cinétique  résultant  par  rapport  à  une 
droite  quelconque  OL,  de  cosinus  directeurs  a,  p,  y,  ayant 
été  calculé,  on  supposera  que  l'axe  OL  est  subitement  fixé 
à  l'instant  t,  et  l'on  déterminera  la  nouvelle  vitesse  angu- 
laire autour  de  OL,  ainsi  que  la  perte  de  force  vive. 

Épreuve  pratique.  —  Un  cylindre  circulaire  droit  de 
o™,  lo  de  rayon,  de  o"',20  de  hauteur,  est  terminé  par  un 
hémisphère  de  même  rayon,  et  peut  osciller  autour  d'un 
diamètre  de  la  base  plane,  fixé  horizontalement.  La  ma- 
tière qui  le  constitue  est  homogène  et  de  densité  i.  L'axe 
de  figure,  écarté  de  6o"  sur  la  verticale  descendante,  est 
abandonné  sans  vitesse. 

Au  bout  de  quel  temps  sera-t  -il  incliné  pour  la  première 
fois  de  30°  sur  cette  verticale  ? 

(Juin  1909.) 

Marseille. 

Épreuve  théorique.  —  Dans  un  plan  vertical,  sur  une 
droite  fixe  0\  faisant  avec  l'horizontale  un  angle  ■xdont 
la  tangente  est  0,4,  ^st  placée  une  plaque  rectangulaire 


pesante  et  homogène  qui  est  attachée  au  point  fiixe  O  par 
un  fiil  élastique  OA  dont  on  néglige  la  masse.  Ce  fil 
s'allonge  proportionnellement  à  sa  tension;  sa   longueur 


(  4.5  ) 

naturelle  a  doublerait  sous  une  tension  égale  au  poids  de 
la  plaque. 

Le  coefficient  de  frottement  est  o,  i. 

Primitivement  le  système  est  sans  vitesse  et  le  fil  est  à 
l'état  naturel. 

Trouver  le  mouvement  du  système. 

Quel  doit  être  le  rapport  de  la  base  à  la  hauteur  de  la 
plaque  pour  que  le  système  ne  bascule  pas. 

SOLUTION. 

Première  partie  du  mouvemeiil  :  en  posant  0.\  =  x 
d^x        g 


dt^- 


(x  —  a  —  () ,  î  a  ces  a  )  =  o, 


X  =  a  -4-  0,3 a  ces  a  I  1  —  cosi  /  —  M, 

/g    ,  /  tr 

V  =  0,3  a  ces  a  4/  —  sini/  -/. 

\    a        \    a 

Le  mouvement  cesse  au  temps  f j  =  r  I  /  —  ,  alois 
37,  =  a  -4-  o,6rt  cosa. 


rtoo? 


Deuxième  partie  du  mouvement  :  ii  n'y  a  jias  équiiiljie 
en  Xx  et  les  forces  en  jeu  tendent  à  faire  remonter  le  mobile. 
On  a  la  nouvelle  équation 

d'^x 

—j—  -\- g{x  —  a  —  o,5a  cosa)  =  o. 


(  4i6  ) 
On  en  tire  un   nouvel  arrêt  après  un   nouveau  temps  t^  el 
l'on  vérifie  qu'il  y  a  équilibre. 

Epreuve  pratique.  —  On  système  articulé  conforme  à  la 
figure  précédente  est  formé  de  tiges  qui  ont  toutes  i™  de 
longueur  à  l'exception  des  tiges  CD  et  CE  qui  ont  3""  de 
long. 

Ce  système  repose  par  A  ei  B  sur  deux  appuis  fixes 
situés  dans  un  même  plan  horizontal. 

En  C  on  applique  un  poids  de  looo''^,  trouver  les  tensions 
des  tiges. 

On  néglige  le  poids  des  tiges. 

Le  système  est  dans  un  plan  vertical. 

(Novembre  1908.) 

Épreuve  théorique.  —  Un  corps  solide  peut  tourner 
autour  d'un  axe  vertical  O z. 

Dans  ce  corps  est  creusé  un  canal  circulaire  vertical  de 
centre  A  dont  le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  A.Oz. 

Dans  ce  canal  peut  se  mouvoir  un  point  pesant  P  de 
masse  m. 

La  distance  de  A  à  Oz  est  égale  au  rayon  R  du  canal 
et  le  moment  d'inertie  du  corps  solide  par  rapport  à  Oz 
est  égal  à  imK^. 

Primitivement  le  système  est  immobile  et  le  point  P  est 
situé  à  l'extrémité  du  diamètre  horizontal  du  canal. 

Trouver  le  mouvement  de  ce  système. 

Evaluer  en  degrés  l'atnplitude  du  déplacement  du 
corps  solide. 

SOLUTION. 

Prenons  O;:  dirigé  vers  le  bas,  Ox  et  Oy  perpendiculaires 
à  Oz.  En  désignant  par  i|/  l'angle  de  OA  avec  Ox,  par  0 
l'angle  de  AP  avec  l'horizontale,  par  a:,  j',  z  les  coordonnées 
de  P,  on  a 

3"  =  R  cosij'  —  R  cos6  sin  'b, 

^  =  R  sin  4^  -i-  R  cos6  cos'ji, 
z  =  RsinO. 

Le  tliéorènie  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par 
rapport  k  Oz  donne 

Ii}'-t-  mR^d  +  cos'M) j'V—  wR2  sin06'=  o 


I 


(  4-7  ) 

ou 

(i)  (3^cos26)'y— sin60'=  o. 

Le  théorème  des  forces  vives  donne 

I  'y2  _^_  ,„  R2  (I  _,_  cos2  0  )<yi 

-+-  mR2  0'2— 2mR2sinOO''^'=  am^RsinO 
ou 

(■i)  (3^_cos2  0)'yï—  2sinOO''y-i-e'2=  2  f  sine. 

De  (  I  )  et  ('2  j  on  tire 

A»»       ^   3  -4-  cos2  0    .    „ 
'  R    i-i-sinnj 

On  voit  que  0  varie  de  o  à  -  dans  un  temps  fini  et  que,  par 
suite,  le  point  P  exécute  sur  le  canal  des  oscillations  pério- 
diques entre  les  deux  extrémités  du  diamètre  horizontal. 

D'autre  part,  (i)  donne  pour  l'amplitude  de  <\i  et  en  posant 
cos6  =  M, 

^  '^  =  (  arc  tang  -—  j       =  6o", 
'!^  =  34". 

Épreuve  pratiqie.  —  Trouver  les  axes  de  l'ellipsoïde 
d'inertie  relatif  au  sommet  d'un  parallélépipède  droit  à 
base  rectangle  de  masse  i  et  de  côtés  i,  2,  3. 

(Juin  1909.) 

Montpellier. 

Kprelve  tiiéoriqle.  —  On  considère  une  ellipse  dont  l'un 
des  axes  est  horizontal  et  l'autre  vertical.  Un  point  pesant, 
placé  en  un  sommet  de  l'axe  horizontal,  du  côté  de  la 
concavité,  est  lancé  sur  la  courbe  avec  une  vitesse 
initiale  t'y  dirigée  suivant  la  verticale  ascendante  : 

1"  Examiner  si  le  mobile  quitte  l'ellipse  et,  dans  le  cas 
où  cela  arrive,  former  l'équation  qui  détermine  le  point 
où  se  fait  la  séparation. 

■>.°  Si  le  mobile  quitte  l'ellipse,  il  se  meut  ensuite  suiva/it 
une  parabole.  Peut-on  choisir  la  vitesse  initiale  de  ma- 
nière que  cette  parabole  passe  par  le  centre  de  l'ellipse'? 

Epreuve  pratique.  —  Ox,y,  z  étant  des  axes  rectangu- 
Ann.  de  Mathéniat.,  4"  série,  t.  X.  (Septembre  1910.)         28 


(  4«8  ) 

laires,  on  considère  un  solide  homogène  pesant,  situé  dans 
l'angle  trièdre  formé  par  les  directions  positives  des 
axes,  et  limité  par  les  surfaces 

x^-  -h  9  3-2  =  9,         yi  -H  4  s2  =  4 . 

On  suppose  que  ce  solide  oscille,  comme  un  pendule 
composé,  autour  de  la  droite  z  =  o,  ix  —  "iy  ^=  o,  prise 
comme  axe  de  suspension,  et  l'on  demande  quelle  est  la 
longueur  du  pendule  simple  synchrone. 

(rSovembre  1908.) 

ËpREivE  THÉORIQUE.  —  Deux  points  matériels  M  et  M',  de 
masses  m  et  m' ,  se  meuvent  sans  frottement  sur  un  plan 
horizontal  fixe.  Ils  sont  reliés  par  un  fil  élastique  dont 
la     longueur    naturelle    est   a.    et    dont     la     tension     est 

7  ( /•  —  a),  ou  A  est  une  constante  donnée,  lorsque  sa 

m  -h  m  ■>  1 

longueur   devient   r{ry>a).    Etudier    le    mouvement   des 

deux  points. 

Considérer,  en  particulier,  le  cas  où,  à  l'instant  initial, 

le  fil  a  pour  longueur  2a,  le  point  M  est  immobile  et  le 

point  M'  est  animé  d'une  vitesse  donnée  v,  perpendiculaire 

à  la  droite  MM'.  S'il  arrive  que  le  fil  reprenne  sa  longueur 

naturelle,  on   ne  poursuivra  pas  l'étude   du   mouvement. 

Cas  où  V  =  o. 

Épreuve  pratique.  —  Un  losange  articulé,  formé  par 
quatre  tiges  homogènes,  est  mis  en  mouvement  par  une 
percussion  donnée,  normale  à  l'un  de  ses  côtés,  et  située 
dans  so/i  plan.  Trouver  le  mouvement  initial. 

(Juillet  1909.) 
Nancy. 

Épreuve  théorique.  —  Une  plaque  circulaire  homogène 
pesante  P,  de  masse  M,  de  rayon  R,  est  assujettie  à  tourner 
autour  d'un  axe  fixe  horizontal  0 z  normal  à  son  plan  en 
un  point  donné  O  de  sa  circonférence. 

Un  point  matériel  pesant  A,  de  masse  m,  est  assujetti  à 

/•ester    à    l'intérieur    ou    sur    la    circonférence   (G)  d'uti 
i> 

cercle  de  rayon  —  ayant  même  centre  G  que  la  plaque  P 
et  tracé  sur  cette  plaque  P. 


I 


(  4>9  ) 

A  l'instant  initial  t  =  o  le  système,  après  avoir  été 
écarté  de  sa  position  d'équilibre  [l*  en  Pq  et  A  en  Aq 
sur  (C)],  est  abandonné,  sans  vitesse  initiale,  à  l'action 
de  son  poids. 

On  prendra  pour  paramètres  définissant  la  position  du 


0. - 


système  les  angles  o  et  <h  que  font,  à  l'instant  f,  OGetGA 
aiec  la  nadirale  menée  par  O. 

On  demande  : 

1°  D'écrire  les  équations  différentielles  du  mouvement 
du  système  en  appliquant  la  méthode  de  Lagrange ; 

■?."  D'écrire  ces  mêmes  équations  en  appliquant  les  théo- 
rèmes généraux  ; 

3°  D'intégrer  ces  équations  en  supposant  que  les  angles 
cpo  et  <!^o  {à  t  ^  O)  sont  très  petits  et  que,  dans  cette  hypo- 
thèse,  on  néglige,   dans   les  équations  différentielles,  les 

1  ■  fil     d'^     d^ 

termes  contenant  les  carres  ou  produits  de  o.   v,   — r- >  — r- : 

-^  ■      ^     dl       dt  ' 

montrer  que  o  et  'l  sont  alors  de  la  forme 

tp  =  A  cosa^  -f-  B  eus  [ii,         'l  —  C  cosy.t  -+-  D  cos3/, 

où  A,  B,  C,  D,  a,  p  sont  des  constantes  par  rapport  à  t; 
\"  D'effectuer  les  calculs  pour 


^(^=  6' 


el 


c'est-à-dire  d'exprimer,  dans  cette  hypothèse.  A,  B,  G,  D. 
'j.  et  ^  au  moyen  de  g,  R,  M  et  m; 

'y"  De  dire  quand  le  mouvement  est  périodique  et 
d'évaluer  alors  la  période  dans  le  cas  4°; 

()"  D'évaluer,  dans  tous  les  cas,  au  moyen  de  c;,  'l  et  de 


(  4?^o  ) 

leurs  dérivées  par  rapport  à  t,  la  pression  exercée  par  le 
point  A  sur  (C); 

7°  D'évaluer  cette  pression  dans  les  cas  particuliers  3" 
et  4°  et  de  montrer  que,  dans  ces  cas,  le  mobile  A  ne  quitte 
pas  la  circonférence  (G). 

(Juin  1908.) 

Épreuve  théorique.  —  Un  corps  solide  homogène,  non 
pesant,  dont  la  masse  est  représentée  par  35,  a  la  forme 
d'une  sphère  de  rayon  R  et  peut  tourner  librement  autour 
d'un  point  O  de  sa  surface  supposé  fixe.  Au  centre  G  de 
la  sphère  est  appliquée  une  force  attractive,  émanant 
d'an  point  fixe  P  distant  du  point  O  d'une  longueur  égale 

à  R  et  ayant  pour  intensité  77775»  ]j.  désignant  une  constante. 

Trouver  le  mouvement  du  solide,  en  supposant  que  le 
rayon  OG  soit  d'abord  incliné  de  60°  sur  la  direction 
fixe  OP  et  que  la  sphère  soit  alors  en  rotation  instantanée 
autour  de  ce   rayon  avec   une  vitesse  angulaire  égale  à 

— — —  •  Déterminer  la  courbe  décrite  par  le  centre  de  la 

sphère.  (Octobre  1908.) 

Rennes. 

Épreuve  théorique.  —  I.  Théorème  du  moment  des  quan- 
tités de  mouvement  des  systèmes. 

II.  Un  cylindre  de  révolution  tourne  librement  autour 
de  son  axe  horizontal.  Il  est  muni  d'un  modérateur  à 
ailettes,  symétrique  par  rapport  à  l'axe,  et  dont  le  mou- 
vement produit  une  résistance  ayant  par  rapport  à  l'axe 
un  moment  proportionnel  au  carré  de  la  vitesse  de 
rotation. 

Sur  le  cylindre  est  enroulé  un  fil  dont  la  masse  et 
l'épaisseur  sont  négligeables.  L'une  des  extrémités  du  fil 
est  attachée  au  cylindre,  l'autre  se  déroule  verticalement 
et  supporte  un  poids  P. 

Etudier  le  mouvement  du  système. 

Épreuve  pratique.  —  Trouve/-  les  moments  principaux 
d'inertie  d'un  cône  droit,  homogène  par  rapport  au 
centre  de  gravité.  On  désignera  par  h  la  hauteur  du  cône, 
par  a  le  rayon  de  la  base. 


(  4^.1  ) 

u 
d'inertie  est-il  une  sphère 


Pour  quelle  valeur  du   rapport  —   V ellipsoïde   central 

(Novembre  1908.) 


Épreuve  théorique.  —  I.  Établir  les  équations  fonda- 
mentales de  V Hydrostatique .  Discussion. 

II.  Un  écrou  pesant  se  meut  sans  frottement  sur  une  vis 
inclinée  d'un  angle  a  sur  l'horizon. 

Le  centre  de  gravité  de  l' écrou  est  en  dehors  de  l'axe 
de  la  vis. 

Etudier  et  discuter  les  différentes  circonstances  du 
morne  ment. 

Epreuve  pratique.  —  Une  plaque  pesante  homogène^ 
d'épaisseur  négligeable.,  est  mobile  sans  frottement  autour 
d'un  axe  incliné  de  43°  sur  l'horizon. 

La  plaque  a  la  forme  d'un  trapèze  isoscète;  l'une  des 
bases.,  fixée  à  l'axe.,  a  i'"  de  long,  l'autre  o"',5o.  La  hauteur 
est  de  o",  jo. 

Déterminer  la  durée  des  petites  oscillations  de  la  plaque 
sous  l'influence  de  la  pesanteur. 
On  donne 

^     cm 
*  ~  ^      sec2 

(Juin  1909.) 

Toulouse. 

Épreuve  théorique.  —  l.  Un  fil  sans  masse  est  enroulé 
sur  un  cercle  homogène  de  rayon  R,  et  son  extrémité  libre 
est  fixée  en  un  point  O  d'un  plan  horizontal  sur  lequel 
le  cercle  posé  à  plat  peut  glisser  sans  frottement. 

Mouvement  du  système,  le  fil  étant  supposé  tendu.  (On 
ne  considérera  que  la  période  du  mouvement  pendant 
laquelle  le  fil  n'est  pas  entièrement  déroulé.) 

II.  Un  corps  solide  étant  rapjporté  à  trois  axes  rectan- 
gulaires, on  connaît  à  l'instant  actuel  les  vitesses  de 
trois  points  du  corps  : 

La  vitesse  du  point  de  coordonnées  o,  o,  o  a  pour  compo- 
santés  1,  i,  —  3  ; 

La  vitesse  du  point  de  coordonnées  1,1,0  a  pour  compo- 
santes o,  3,  —  I  ; 


(    4^2     ) 

La  vitesse  du  point  de  coordonnées  i,  i,  i  a  pour  compo- 
santes —  l,  2,  —  I  . 

Trouver  les  éléments  actuels  du  mouvement  hélicoïdal, 
c'est-à-dire  Vaxe  instantané  de  rotation  et  de  glissement, 
la  grandeur  de  la  rotation,  la  grandeur  du  glissement . 

Epreuve  pratique.  —  Un  triangle  matériel,  homogène, 
pesant,  OAB.  est  rectangle  en  0;  les  longueurs  des  côtés 
sont  :  OA  =  3,  OB  =  4-  La  /nasse  totale  est  égale  à  l'unité. 


Déterminer  la  direction  des  axes  principaux  d'inertie 
au  point  0,  et  calculer  les  moments  principaux  d'inertie 
en  ce  point.  (Juillet  1908.) 

Épreuve  théorique.  —  I.  Un  trièdre  trirectangle  (  T  )  (Oa-, 
OjK,  0^)  se  meut  dans  le  trièdre  trirectangle  (Ti)  de  façon 
que  l'origine  O  se  déplace  dans  le  plan  ixiOiyi)  et  que 
deux  points  invariables  de  l'axe  O z  se  déplacent  respecti- 
vement dans  les  plans  (j'iOiSi),  {z^O^Xy);  on  demande  : 

\"  De  calculer  les  expressions  les  plus  générales  des 
éléments  instantanés  {translation  et  rotation)  du  mouve- 
ment de  (Tj; 

1"  De  montrer  que  Os  demeure  constamment  normal  à 
une  surface; 

3°  De  déterminer  les  conditions  à  ajouter  pour  que  la 
trajectoire  d'un  point  invariable,  donné,  de  l'are  Oz  soit 
une  circonférence. 

II.  Une  circonférence  matérielle  homogène  de  masse  M 
et  de  rayon  r  porte  un  anneau  très  petit  de  même  masse 
quipeut  glisser  en  frottant  le  long  de  la  courbe  {coefficient 
de  frottement  f  ■=-\,^xiorx)  : 

1°  On  demande  d'étudier  le  mouvement  du  système 
lancé  dans  un  plan  vertical  et  soumis  à  l'action  de  la 
pesanteur  ; 


(  4-^3  ) 

•j."  Mouvement  relatif  de  l'anneau  et  de  la  circonférence. 

(Noveml)re  1908.) 

Kprecvc  tiikorique.  —  I.  Un  discjue  circulaire^  homogène, 
pesant,  est  attaché  par  son  centre  C  à  une  extrémité  d'une 
barre  pesante,  homogène,  OC,  dont  l'autre  extrémité  O 
est  fixe.  La  barre  peut  tourner  autour  de  O,  le  disque 
peut  tourner  autour  de  G,  et  le  système  tout  entier  reste 
contenu  dans  un  plan  vertical  fixe. 

Masse  du  disque  :  M;  rayon  du  disque  :  a  y/i  ;  masse  de 
la  barre  :  3M;    longueur  de   la  barre  :  -xa.    On  suppose 

g 

—  ■=■  'i,  g  étant  l'accélération  de  la  pesanteur . 

A  l'instant  initial,  la  barre  est  horizontale  et  sans 
vitesse,  le  disque  est  animé  d'une  vitesse  de  rotation  de  wo  : 

1°  Trouver  le  mouvement  du  système  ;  indiquer  comment 
on  calcule/ ait  les  réactions  qui  s'exercent  en  O  et  en  G. 

2"  Au  moment  où  la  barre  passe  par  la  verticale,  le 
disque  se  trouve  subitement  lié  à  la  barre  d'une  façon 
invariable  par  une  liaison  nouvelle.  Trouver  le  nouveau 
mouvement  que  prendra  la  barre,  et  indiquer  les  valeurs 
de  coo  pour  lesquelles  ce  mouvement  sera  révolutif,  ou 
oscillatoire,  ou  bien  s'arrêtera  complètement. 

II.  Le  mouvement  d'un  système  à  liaisons  complètes 
étant  défini  par  l'équation 

— — -  =  (co'jr  —  «  )  sin  a", 
dt- 

où  a  désigne  un  nombre  positif  donné,  trouver  les  positions 
d'équilibre  stable,  et  la  durée  des  petites  oscillations 
autour  de  ces  positions,  suivant  les  différentes  valeurs 
de  a. 

Lpmeuve  PRATIQIE.  —  Une  plaque  homogène  a  la  forme 
d'un  triangle  rectangle  AOB  rectangle  en  0.  On  donne 
OA  =  a ,  0\^  —  h  et  l'on  mène  par  O  une  droite  parallèle 
à  l'hypoténuse . 

Déterminer  sur  cette  droite  le  point  M  pour  lequel  elle 
est  axe  princi/)nl  d'inertie,  et  calculer  les  moments  prin- 
cipaux en  ce  point. 

(  Juillet  1909.) 


(  ^'^^  ) 

SOLIITIOXS  DE  OUESTIOXS  PROPOSÉES. 
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D'un  point  P  on  mène  les  trois  normales  à  une  parabole: 
eJlx^f.  soient  a,  Tj,  y  les  centres  de  courbure  situés  sur  ces   trois 

normales. 
-  '  De  chacun  des  points  a,  S,  y   on  peut  mener  une  autre 

normale  à  la  parabole.  Démontrer  que  ces   trois  droites 
concourent.  (Georges  Glny.) 

Solution, 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  trois  nor- 
males à  la  parabole  soient  concourantes  est  que  la  somme  de 
leurs  coefficients  angulaires 

m  1  -1-  ;;i  2  -r-  m  3 
soit  nulle. 

Si  [jLi,  fio,  1JL3  sont  les  coefficients  angulaires    des   normales 

simples  issues  de  a,  ^,  X,  on  a 

2mi-f- jjLi  =  o,         -2 /?i2 -I- [12  =  o,         2  mj -t-  [JI3  =  o  ; 
d'où 

M-l-l-  H-2-r-  [J.3  =  O, 

ce  qui  démontre  la  proposition. 
Autres  solutions  par  M.M.  Barisien  et  Giraudon. 

2130. 
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On  donne  un  carré  ABCD  et  un  cercle  concentrique  à 
ce  carré.  Pour  chaque  point  M  de  ce  cercle,  on  a 

2/i         in         2«         2n 

MA     -f-MB     -f-MC     -f- MD      =const., 

n  étant  l'un  des  nombres  i,  2  om  3  (  '). 

(E.-N.   Barisien.) 

(')  La   condition  que  ?i  soit  égal   à  i,  2  ou   3  avait  été   oubliée 


1 


(  425  ) 

Solution, 
Par  M.  L.  Giraudon. 

Rapportons  la  figure  aux  deux  diagonales  A.B  et  BC  du 
oarré;  désignons  par  la  la  longueur  commune  à  ces  diago- 
nales, par  R  le  rayon  du  cercle,  et  posons,  pour  simplifier, 

R2-4-a2=  b^. 
Pour  chaque  point  M  {x,p)  du  cercle,  on  a 

MA  —  yi-^{x  —  a)^=  b'^—iax, 
MC  =  jK^-t- (a- -(- aj2=  62-4- 2aar, 
M  B  '  =  a?2 -H  f  ^^  —  a  )2  =  6'- —  2  «^, 
MD    =  a-2-i- (y -f- a)2  =  è--t- 2a^. 

En  désignant  par  Sj,  Sj,  Sj  la  somme  des  premiers  membres 
des  quatre  égalités  précédentes,  celle  de  leurs  carrés  et  celle 
de  leurs  cubes,  on  trouve 

83=  4  66_^  24a«è'R2. 

C.  Q.   F.    D. 
Autres  solutions  par  M"'  A.-D.  Betts  et  M.  Bouvaist. 

2131. 
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On  projette  un  point  !\1  variable  du  cercle  circonscrit  à 
un  triangle  ABC  sur  les  côtés  BG.  GA.  AB,  en  P,  Q,  R.  Le 
lieu  du  milieu  de  chacun  des  segments  QR,  RP,  PQ,  de  la 
droite  PQH  est  une  ellipse. 

(E.-N.  Barisiex.) 

Solution, 
Par  M.  Tiiii':. 

Considérons  par  exemple  le  milieu  I  de  QR.  Si  l'on  prend 
pour  axes  de  coordonnées  les  droites  AB  et  AC,  il  est  aisé  de 

dans  l'énoncé.  Elle  a  été  rétablie  dans  un  erratum   inséré  page  288 
du  Tome  précédent. 


(  426  ) 

voir,  même  sans  calculs,  que  les  coordonnées  du  point  I  sont 
des  fonctions  linéaires  de  celles  du  point  M.  On  passe  donc  du 
point  M  au  point  I  par  une  affinité^  homographie  particu- 
lière qui  conserve  la  droite  de  l'infini,  les  rapport  de  division, 
les  centres  des  courbes,  etc. 

Le  lieu  demandé  est  la  transformée  du  cercle  donné  dans 
cette  affinité  :  c'est  une  ellipse  passant  en  A,  dont  le  centre 
correspond  à  celui  du  cercle  parla  transformation  considérée; 
ce  centre  est  par  suite  le  milieu  du  segment  limité  par  les  mi- 
lieux de  AB  et  AC. 

Autres  solutions  par  MM.  Bouvaist  et  Giraudon. 
2132. 
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D'un  point  P  quelconque  du  plan  d'une  ellipse  de 
centre  0,  on  abaisse  les  quatre  normales  dont  les  pieds 
sont  Ml,  Mî,  IM3,  Mi.  Si  ai,  a^,  as,  a^  sont  les  angles  que  les 
normales  font  avec  le  grand  axe,  et  3i,  82,  Sj,  ^4  les  angles 
que  les  droites  OM],  O.M.2,  OM3,  OM4 /on<  avec  le  même  axe, 
on  a 

(tangai-i-  tanga^-H  tangas-i-  tanga^) 
X  f  co  t  a  1  -+-  co  t  a.2 -t-  co  t  as -T-  co  1 24  ) 
=  f  tang  3i-l-  tan  g  32"+-  tang3;j  -i-  tan  g  84  ) 

X  (cot  3iH-  cot  j32-(-  cot^3-i-  cot  34)  =  4- 

(E.-N.  Barisien.) 

Solution, 
Par  M.   R.  Bouvaist. 

L'équation  aux  coefficients  angulaires  des  normales  à  l'el- 
lipse O.  issues  de  P(a,  3),  est 

-f- m2 ( a* a2 -H  b^p— c^ )  —  ■la^'x'im  ^-  a^'3,^=  o, 
d'où 

>    tanKa,N 


p^i 


À^         -     '.^tangai 

L'équation  aux   coefficients  angulaires  des  droites  joignant 
l'origine  aux  points  d'intersection  de  l'ellipse  0  et  de  l'hyper- 
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bol«  d'Apollonius  de  P, 

c''-xy  -h  b'^^x  —  a^y.y  =  o, 
est 

a^a^m* —  i  a'*  b^  %^  m'^ 

-f-  m2(a*a2-h  b'^ '^^''' —  c^ ) a"- b"- —  i a"- b'^ t'p m  -+-  Z'«p  =  o; 

d'où 

C.Q.F.D. 
Autre  soliuion  par  M"  A.-D.  Betts. 

2133. 
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Deux  cercles  G  et  C  sont  bitangents  à  une  ellipse  E, 
le  premier  en  A  et  B,  le  second  en  A'  et  B'.  Montrer  que 
les  tangentes  issues  de  A  au  cercle  G'  et  les  tangentes 
issues  de  A'  au  cercle  G  ont  même  longueur. 

(E.-N.  Barisien.) 

SOLLTION, 

Par  M.  Thié. 

Il  faut  supposer  que  les  deux  cercles  considérés  dans 
l'énoncé  ont  leurs  centres  sur  le  même  axe  de  l'ellipse,  sans 
quoi  le  théorème  ne  serait  pas  vrai. 

Je  ferai  la  démonstration  en  remplaçant  l'ellipse  par  une 
hyperbole.  Le  théorème,  tel  qu'il  est  énoncé,  s'ensuivra,  en 
vertu  du  |)rincipe  de  continuité. 

Soil  II  l'hjperbole  tangente  aux  cercles  G  et  G',  dont  nous 
supposerons  les  centres  sur  l'axe  non  transverse  de  H.  Si  l'on 
fait  tourner  la  figure  autour  de  ce  dernier,  H  engendre  un 
hyperboloïde,  G  et  G'  deux,  sphères  inscrites  à  ce  dernier.  Le 
théorème  énoncé  est  alors  évident,  si  l'on  remarque  que  les 
deux  tangentes  considérées  ont  pour  longueur  commune  celle 
du  segment  intercepté  sur  une  génératrice  quelconque  de  H 
par  les  deux  parallèles  de  contact  de  cet  hyperboloïde  avec 

les  ti<;ii\   S|ilirlOS. 

Aiilros  sdliitions  par  M""    V.-D.    Betts,    iMM.  Bouvaist  et  Kll'G. 


(  4^8  ) 
2134. 
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Soient,  dans  un  triangle  ABC,  I  le  centre  du  cercle  ins- 
crit, O  celui  du  cercle  circonscrit,  V  le  symétrique  de  1 
par  rapport  à  O.  Démontrer  les  propriétés  suivantes  : 

i"  Les  perpendiculaires  à  l'A,  l'B,  l'G,  élevées  en  A,  B,  G, 
rencontrent  BC,  CA,  AB  en  A',  B',  G'.  Ces  trois  points  sont 
en  ligne  droite. 

a"  Si  l'on  projette  V  en  A",  B",  G"  sur  BG,  GA,  AB,  les 
droites  AA',  BB",  GG"  concourent  en  un  même  point. 

Les  mêmes  propriétés  s'appliquent  aux  centres  Ia,  1bi  'c 
des  cercles  exinscrits  et  à  leurs  symétriques  1a,  Ib,  le  p(^f' 
rapport  à  O.  (E.-N.  Barisien.) 

Pre.mière  solution, 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Si  l'on  considère  les  coniques  circonscrites  à  un  triangle 
ABG  et  telles  que  les  normales  à  ces  coniques  en  A,  B,  G 
soient  concourantes,  ou  les  coniques  inscrites  dans  le  même 
triangle  ABG  et  telles  que  les  normales  aux  points  de  contact 
avec  les  côtés  soient  concourantes,  le  lieu  du  point  de  con- 
cours de  ces  normales  est,  dans  les  deux  cas,  une  même  cu- 
bique. Le  problème,  d'ailleurs  classique,  a  été  traité  analyli- 
quement  par  Kœhler  {Exercices  de  Géométrie  analytique, 
i"^*  Partie),  par  M.  Papelier  {Coordonnées  tangentielles, 
i"  Partie)  et  géométriquement  par  M.  Vacquant  dans  la  Revue 
de  Mathématiques  spéciales. 

Nous  n'y  reviendrons  pas  et  nous  nous  bornerons  à  rappeler 
que  la  cubique  en  question  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

j"  Elle  est  circonscrite  au  triangle  ABG,  passe  par  le  centre  O 
du  cercle  circonscrit  (qui  d'ailleurs  est  son  centre),  par  l'or- 
thocentre  H,  par  les  centres  I,  Ia,  1b,  le  des  cercles  inscrits 
et  exinscrits. 

2°  Elle  se  transforme  en  elle-même  par  inversion  triangu- 
laire par  rapport  au  triangle  ABC  et  enfin  elle  peut  être 
considérée  comme  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
issues  de  O  aux  hyperboles  équilatères  circonscrites  au 
triande  ABG. 


<^ 


(  4'>^9  ) 
D'après  cela  on  voit  que  la  cubique  envisagée  passant  par 
I,   'a,    Ib,  le  et  ayant  pour  centre   le    point  O,  passe  par  I', 
l'i,  Ib,   If:,  ce  qui  démontre  les   propriétés  faisant  l'objet  de 
la  question  2134. 

Deuxième  solution, 
Par  M.  F.  Farjon. 

On  peut  considérer  I  comme  l'orlhocentre  du  triangle  LMX 
formé  par  les  bissectrices  extérieures  du  triangle  ABC;  I'  est 
le  centre  du  cercle  circonscrit  à  L\l.\. 

Soient  E  et  F  les  points  d'intersection  du  côté  BG  avec  les 
bissectrices  AI  et  AN.  On  a 


BE  = 


EG  = 


ab 


b-^c 

FE  =  FB-t- 

On  trouve  sans  difficulté 

tangFAA'  = 


b 
BE 


FB  = 


abc 


b-^—c^ 

sin(>i  —  M; 
—  cos(N-i-  M)' 


A  N 

et  dans  le  triangle  rectangle  FAE  dont  l'angle  en  F  =  N  —  .M 
A'E  _     cos(N  — M) 

d'où 


A'E  = 
A'B  =  A'E—  B1-:  = 
AG  =    EC  ^  \'E  = 


A'F        —  cos(N-f-M) 

abc      cos  (M  —  M  ) 


b- —  c-     pin  M  sin  N 
ac       c^in.MsiiiN  —  6  cos  .M  cos  \ 


b- —  c-  sin  .M  sin  N 

ab       b  sin  M  ?in  X  —  c  e<Ts  .M  (■"•i  \ 


//-•- 


in. M 
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d'où  l'on  tire 

A'B        c   csinMsinN  —  ôcnsMcosM 


AC        b  èsiiiMsiiiN'  —  ccosMcosIN 


B         G        ,     .    B    .    G  G 

c  cos  —  cos b  -in  —  sin  —        tans;^  _ 

c  1  i  11  -î 


b   ,         B         G  .     B    .    G  B 

h  cos  —  cos c  sin  —  sin  —        tang'  — 

i  -2  X         2  -y. 

En  opérant  de  même  pour  les  points  B'  et  G',  on  reconnaît 
que  les  trois  points  A',  B',  G'  sont  sur  une  même  transversale 
du  triangle  ABG. 

La  seconde  partie  est  évidente,  puisque  les  segments  que 
déterminent  sur  les  côtés  de  ABC  les  points  A",  B",  G'  sont 
égaux  à  ceux  que  déterminent  sur  ces  mêmes  côtés  les  rayons 
aux  points  de  contact  du  cercle  I  et  placés  en  ordre  inverse. 

Ges  propriétés  s'étendent  aux  cas  des  cercles  exinscrits.  Le 
point  Ia.  par  exemple,  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  .MIN  dont  L  est  l'orthocentre,  et  la  suite  des  calculs 
est  la  même. 

2135. 
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On  considère  deux  ellipses  égales  E  et  Ei,  l'une  de 
centre  O  et  ayant  un  foyer  en  F,  la  seconde  ayant  son 
centre  en  F  et  le  foyer  en  O.  Soient'^l  un  point  quelconque 
de  E,  P  la  projection  de  F  sur  la  normale  en  "SX.  La  droite 
OP  rencontre  l'ellipse  Ej  en  deux  points  H  et  H'.  Pour 
l'un  de  ces  points,  H  par  exemple  :  i"  les  distances  de  M 
et  H  à  0¥  sont  égales;  -1°  la  longueur  PH  est  constante  et 
égale  au  de  mi- grand  axe. 

Solution, 
Par  M.  R.  Bolvaist. 

L'énoncé  proposé  revient  au  sui\ant  : 

Soit  une  ellipse  E  de  foyers  F  et  F';  si  l'on  projette  en  P  le 
fover  F  sur  la  normale  en  un  point  quelconque  M  de  E,  le  dia- 
mètre passant  par  P  est  parallèle  à  MF'.  La  parallèle  à  FF' 
menée  par  AI  coupe  le  diamètre  passant  par  P  en  un  point  I, 
tel  que  IP  est  égal  au  demi-grand  axe  de  E. 


On  a 
1° 


(  43.  ) 

OF  =  F'0,         PF  =/?[': 


donc  OP  est  parallèle  à  MF'; 

1°         IP  =  MF'-+-  -F>  =  MF'-f-  -(MF  — MF'). 


PI=  -(MF  +  MF'). 

2 


C.  Q.  F.  n. 


Autres  solutions  par  M"'  Hita  Murège,  MM.  Kluo,  F'élissier  et 
Lez. 

2136. 
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On  donne  cinq  forces,  dirigées  sur  cinq  droites  fixes,  et 
un  point  P.  Les  forces  varient  de  façon  que  leur  moment 
résultant  par  rapport  à  P  soit  nul  :  lieu  de  la  résultante 
générale  passant  par  P.  (M.  TÊTU,  j 

Solution, 
Par  M.  Parrod. 

Soient  X,  X,,  À/ Y,,  Àj  Z/  et  X/L/,  X,-M,,  À/\/  les  projections 
et  les  moments  d'un  vecteur  par  rapport  à  trois  axes  rectan- 
gulaires, l'origine  étant  P. 

Les  variables  sont  les  cinq  coefficients  de  proportionnalité 

X,         (t  =  1,  2,  3,  4,  5). 


On  a 

X  =  s>.,x,-, 


(  432  ) 

M  =  S X,  M,  =  0,         N  =  S  X,  \/  =  o. 


Éliminons  les  paramètres  X,.  On  obtient  le  déterminant 


X 

X, 

X, 

. .  .     Xj 

Y 

Y, 

. .  .     Ys 

Z 

Z, 

...      Zs 

o 

L, 

..      L5 

o 

M, 

..      M 

o 

N, 

..      N 

é  < 

;st  un 

plan. 

Autre  solution  par  M^'»  Rila  Murège. 


011ESTIO\. 


2162.  —  Soient  ABCD  un  tétraèdre  régulier,  E  le  milieu  de 
BG,  F  le  milieu  de  DA  ;  on  mène  dans  le  plan  EDA  deux 
droites  EH,  EK,  faisant  avec  EF  des  angles  de  3o°. 

Si  ion  projette  en  P,  Q,  R,  S  un  point  M  de  l'une  de  ces 
droites  sur  les  plans  des  faces  du  tétraèdre,  la  sphère  PQRS 
est  tangente  à  la  sphère  inscrite  (  •  ). 

Si  M  est  sur  EH,  le  point  inverse  M'  (qui  a  même  sphère 
pédale)  est  sur  EK.  L'enveloppe  de  la  droite  MN'  est  une 
ellipse  tangente  aux  droites  EH,  EK  aux  points  H  et  K,  et 
dont  le  cercle  principal  est  tangent  aux  droites  ED,  EA  en 
D  et  A;  le  point  F  est  un  foyer. 

Le  lieu  du  centre  de  la  sphère  pédale  est  une  hyperbole 
ayant  même  axe  focal  que  l'ellipse  précédente,  et  dont  les 
asymptotes  sont  parallèles  aux  droites  EH,  EK;  le  milieu  O 
de  EF  est  un  foyer.  G.  Fon'tené. 

(  '  )  Ce  théorème  se  rattache  à  des  recherches  que  j'ai  poursuivies 
par  le  calcul  ;  une  démonstration  élémentaire  semble  devoir  être 
assez  difficile. 


I 
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[Rla] 

SLU  LES  ACCELKK irions  SUCCESSIVES; 

Par  m.  Cm.  HALPHEN. 


On  doit  à  M.  Darboiix  un  théorème  aussi  élégant 
que  simple,  qu'on  peut  formuler  ainsi  : 

Un  point  étant  en  mouvement  dans  un  chamj)  de 
forces ;i  si  sa  vitesse  dérive  d' un  potentiel,  il  en  est  de 
même  de  V accélération  (c'est-à-dire  (ju'il  existe  une 
fonction  de  forces). 

Soient  en  eflet,  pai-  rapport  à  trois  axes  rectangu- 
laires fixes,  X,  y^  «,  les  coordonnées  du  point;  V(.r,jKi  s) 
élaut  une  fonction  de  point,  on  a  par  hypothèse 


dx        d\ 

dy        ,)\ 

dz       o\ 

, 

i: —    . 

—    

dt         dx 

dt          Oj 

dt        <)z 

On  en  déduit  iuniiédiatemeiil 

d^x       d'-\  <)\         <y^\    fj\         0^\    o\ 


d*-x  _d'-\   ()\         <j-i\    rj\  di\    o\  _    ô    /  \ 

dt-         àx^   Ox        (Jx  Oy  dy  '    ox  dz  oz   ~  dx  \'i       /' 

«l  |)areillemeiit 

^  =  i-(iAV),  ^  =  ±(L^y 

df^         dy\-i       y  dt-         dz  \  i 

où   AV   désigne  le   paramétre  dilTérentiel   du    premier 
ordre 


A\'  -      - 


làsy     /o\Y     /à\y 


L'accéléralion  (h'-rive  donc  ilu  notcnliel  -  A\  . 
Considérons    mainteuaut    l'accélération    du    second 
Ann.  de  Malhénial.,  '\'  série,  t.  X.  (Octobre  ?yio.)  29 
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dt^  '   dt^  '   dt^ 


<:/•'  X     d*  y     d^  z     /-\ 
ordre,  dont  les  composantes  sont  -jp  »  —fj>  ~TT  '  ^'*  ^ 


comme  ci-dessus 

il)    -TT  =  -{ —  — tAV-h- A\  -f- — -  -— --AV), 

dt^         -2  \  ôx  ôx-  Oy   Ox  dy  oz    ax  oz       ) 

d^y  _  (P_z_  _ 

Il  paraît  assez  naturel  de  se  demander  si  elle  ne  dérive 
pas  du  potentiel  -  AAV,  c'est-à-dire  si  elle  ne  suit  pas 
vis-à-vis  de  laccéléralion  la  même  loi  que  celle-ci  vis- 
à-vis  de  la  vitesse.  Or.  on  a 


AAV 

\()X          1 

(M-- 

(M 

de  sorte  que 

^(^-) 

=  -  (  -—  AV  ---  AV  -i-  —  A\ —  A\  -!-  --  A\  -— —  AV 

2  \  ax        ox^  dy        dx  dy  dz        dx  dz 

Comparons  à  l'expression  (i)  :  les  dérivées  premières 
V  sont  de  celles  de  V,  au  lieu  d'être,  comme  ici,  celles 
de  AV.  Il  V  a  donc  identité,  si 

(2)  V=:AV. 

Donc,  sous  la  rondition  (2),  Taccélération  du  second 

ordre  dérive  aussi  d'un  potentiel,  -7  AAV;  mais  en  rai- 

4 
son  même  de  cette  condition,  ce  potentiel  n'est  autre 

que  — >   le    potentiel    dont    dérive    l'accélération   étant 

4  ^ 

alors  —  •  Il  n'y  a  aucune  dilficulté  à  voir  que  l'accéléra- 

•      V      ,  , 

tion  du  troisième  ordre  dérive  du  potentiel—;  l'acccé- 

o 

léralion  d'oidre  11,  clu  potentiel  — • 


« 
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Voilà  donc,  sons  la  seule  condition  (2),  un  mou- 
vemcntdonl  toutes  les  accélérations  successives  dérivent 
de  potentiels,  décroissant  en  progression  géométrique 
de  raison  -•  Quel  est  ce  mouvement? 

T^a  condition  (2)  est  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  que  nous  allons  réduire  immé- 
diatement à  une  forme  beaucoup  plus  simple.  Puisque 

V  =  AV,  les  composantes  de  l'accélération 

i   d\        ^  dV        I  ^ 

2  àx        "i-  ày        7.  Oz 

sont  proportionnelles  à  celles  de  la  vitesse.  L'accéléra- 
lion  est  alors  purement  tangentielle,  donc  le  mouve- 
ment est  rectiligne. 

Une  élégante  démonstration  du  même  résultat 
ma   été  indiquée  par  M.  H.   Vergne.  Si  une  fonction 

V  {x,y^  z)  satisfait  à  l'équation  (2),  la  famille  de  sur- 
faces V(jc,jK,  z)  =  const.  est  composée  de  surfaces  paral- 
lèles. En  effet,  tout  le  long  d'une  surface  (S)  V  =  const. , 
la  dérivée  normale  —r~i  qui  est  égale  à  y/AV,  est  cons- 
tante; et  par  suite,  à  la  distance  dn  [)rise  sur  les  nor- 
males à  la  surface  (S),  à  partir  de  celte  surface,  on 
retrouve  pour  V  une  valeur  constante.  Or,  d'après  les 
équations 


dx       dW 

dy        d\ 

dz        ,)Y 

dl  ^  dx  ' 

di-ôy 

dt   "~  Oz 

la  trajectoire  du  point  mobile  est  trajectoire  orthogo- 
nale de  la  famille  de  surfaces  V  =  const.  ;  c'est  donc 
une  ligne  droite,  puisque  ces  surlaces  sont  parallèles. 
Prenons  alors  la  trajectoire  pour  axe  des  x\  y  et  z 
n'interviennent  plus,  et  (2)  se  réduit  à 

-7—  )    =  \         ou         zi-  -^=  =  dx, 
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d'où,  par  inlégialion, 

V  =  -  ix  -4-  cf. 

Ceci  élatit.  la  vilesse  a  pour  expression 
d.T         I 

777  =  ^^^-'^)' 
d'où,  en  inlégiant, 


T  =  ke'- —  c. 

Telle  est  la  loi  du  niouvenient  rectiligiie  en  question. 

Le  mouvement  que  nous  avons  trouvé  n'est  pas  le 
seul  où,  la  vitesse  dérivant  d'un  potentiel,  il  en  est  de 
même  des  accélérations  d'ordre  supérieur  :  il  est  aisé 
de  voir,  par  exemple,  que  dans  tout  mouvement  recti- 
ligne,  cette  condition  est  remplie.  Mais  c'est  le  seul 
mouvement  où  le  potentiel  de  cha([ue  accélération  se 
déduit  du  précédent  d'après  la  luème  loi  que  suit  le 
polentiel  de  raccélératlon  vis-à-vis  du  potentiel  de  la 
vitesse. 


CO\COLHS  D'ADMISSIO\  A   L'ECOLE  \OKMALE   SLPEKIEIRE 
ET  Al\  BOIRSES  DE  LICEXCE  E\  1910. 

Composition   de   Mathématiques 
(  Sciences  I  ;. 


PIIEMIÈRE     COMPOSITION. 

I.   Soit  [G)  la  courbe  définie^  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, par  les  équations 

f  —  t- 
X  = ,  y  =  \  —  t-, 

cil  t  est  i/ii  /,araniètre  arbitraire. 
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i"  Déterminer    un    polynôme   du    second   degré 
fi^^y)  (f^'"^'-  lequel  le  coefficienl   de  y-  est  i)  tel 
qu^on  ait  une  identité  de  la  forme 


On  montrera  qu\inc  telle  identité  n'est  possible 
que  moyennant  l'existence  dune  relation  entre  les 
constantes  a,  |j,  y.  Cette  relation  se  décompose  en 
deux  autres  très  simples. 

2"  Supposant  successivement  vérifiée  chacune  de 
ces  deux  relations,  les  coefficients  de  f{x,y)  se 
trouvent^  dans  chaque  cas,  exprimés  au  moyen  de 
deux  des  paramètres  a,  j3,  y.  Pour  V une  des  solu- 
tions, le  polynôme  f[x^y)  est  le  carré  d' un  polynôme 
du  premier  degré  en  x,  y. 

Des  résultats  précédents  on  déduit  immédiatement 
la  réponse  aux  questions  suivantes  : 

3"  Ecrire  la  condition  que  doivent  véiifier  les 
paramètres  t^ ,  t-,,  ts  de  trois  points  de  (G)  pour  que 
ces  trois  points  soient  en  ligne  droite. 

4"  Ecrire  la  condition  que  doivent  vérifier  les 
paramètres  /|,  /o,  ^s  <i<i  trois  points  de  (G)  pour 
qu'il  existe  une  conique  (G)  tangente  à  (G)  en  ces 
trois  points. 

5"  Former  l'équation  générale  des  coniques  (G). 

Ji  n  outre  : 

6"  Trouver .1  lorsque  la  conique  (G)  se  décompose 
en  deux  droites,  le  lieu  du  point  de  concours  des 
deux  droites. 

-"  Montrer  que  les  tangentes  aux  trois  points  de 
contact  de  (G)  et  de  (G)  coupent  encore  la 
courbe  (G)  en  trois  autres  points  situés  sur  une 
même  droite  (O). 

8"    Trouver  l'équation  générale  de  la  droite  (D) 
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en  fonction   des  mêmes  paramètres   que   ceux  qui 
détej'ininent  la  conique  correspondante  (C). 

()"  Déterminer  en  fonction  des  mêmes  paramètres 
le  centre  de  gravité  P  du  triangle  formé  par  les 
points  de  contact  de  (C)  et  de  (G). 

I  o"  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  (D)  lorsque  P 
décrit  une  parallèle  à  l'axe  des  x. 

II.  Une  surface  (S),  rapportée  à  des  axes  rectan- 
gulaires, est  coupée  par  chaque  plan  parallèle  au 
plan  xOy  suivant  une  courbe  fermée.  L'aire  S  de 
cette  courbe  est  une  fonction  déterminée  [S  =  /"(s)] 
de  la  cote  z  de  tous  ses  points.  On  suppose  la  sur- 
face (S)  continue  et  l'o/i  suppose  que  la  fonction  f(z-) 
admet  des  dérivées  continues  Jusqu'au  cinquième 
ordre  inclusivement. 

Déterminer  quelle  doit  être  la  forme  la  plus  géné- 
rale de  la  fonction  f{z)  pour  que  le  volume  com- 
pris entre  la  surface  (S)  et  les  plans  de  cotes  Zq 
et  z  soit  donné.,  cjuels  cjue  soient  z^  et  z,  par  la  for- 
mule 

v  =  i^[/r,) +/(..)  ^4/(i^)]. 

SOLUTION 

Par  Jean  Servais. 

I. 

1.   Soit 

f{x, y)  =  A.r2-t-  i^xy  -t-^--i-  iT>x  -f-  lEy  -+-  F. 
On  a  alors 

'n-  «2 


-h(2A-r-I-i- 2  E4- F  )<2+(  2  3-4-20)^-4-  A. 
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D'autre  pari, 

-4-  (2  av  -^^i)t-^-i  ^Y  <  -H  Y^- 

En  idenlifiant  ces  deux  expressions,  on  a,  pour 
déterminer  les  coefficients  du  polynôme  f{x,y)^  les 
relations 

B  =  a, 

A  -f-  9,  H-  2E  =  a2-f-  2|3, 

2B-f-  D^Y^-î'S, 
•2  A  +  I  -H  2 E  -H  F  =  a XY  -t-  [32, 
B  +  D  =  Py, 
A  =  Y^- 
La   première,  la    troisième  et  la   cinquième  ne  con- 
tenant que  B  et  D,  on  peut  éliminer  B  etD  entre  elles, 
et  l'on  obtient  la  relation 

.  a  +  ,SY  =  Y  +  '^?, 

qui  s  écrit 

(a-Y)(r-p)  =  o, 
et  se  décompose  en 

3t  =  Y        ou         [i  =  i. 

2.   Les  cinq   relations  autres  que   la  troisième   don- 
nent 

A  =  Y^,         B  =  a,  D  =  ,3y  -  a, 

2E  =  «2-  y2+  .,(_3  _  ,;,         F  =  (  â  _  ,)2_  (  a  -  Y)2. 

Si  l'on  prend    .l'abord  y  =  y,  elles   deviennent 
A=a2,         B  =  3!,  D  =  a(p-i), 

E=[3-,,         F  =  (3 -1)2. 

Dans  ce  cas/(\r,jK)  est  un  carré  parfait  : 

A^^y)  =  {■xx-^y--.  p  —1)2. 

La  conique  (C)  se  réduit  à  une  droite  double. 
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Si  l'on  prend  ensuile  j  =  i,  on  a 

A  =  vz,  B  =  a,  D  =  Y  —  a, 

2E  =  a^-Y2,         F=:-r7.-Y)^ 

et  le  po\ynome  f  (x , y)  j)rend  la  forme 

Y^jt'-t-  iT.xy  -hy^ —  2(a  —  •(  ) X  -i-  ( -y.'^  —  '{^)j'  —  (a  —  y)^- 

3.  Pour  que   trois    jioinls    de    (G)   soient   en    ligne 
droite,  sur  la  droite 

il  faut  et  il  suffit  que  les  paramètres  ;,,  ?25  h  corres- 
pondants soient  racines  de  l'équation  (*' =  a) 

et  il  est  manifeste  que  les  racines  de  celte  équation 
vérifient  la  relation 

(1)  H^to-i-ts=tifots. 

4.  Pour  qu'une  conique  (C)  dont  l'équation  est 

soit  triplement  tangente  à  (G),  il  faut  et  il  suffit  que 
l'équation  aux  t  des  points  d'intersection 

soit  carré  parfait,  sans  quey(.r,j>')  le  soit.  Or,  d'après 
ce  qui  précède,  ceci  aura  lieu  lorsque  la  coni(pie  a  pour 
équation 

(2)  '(-x--^  T-OLCcy  -h y- — 2(a^Y)^ 

-^(a'-— Y^)^  — (X  — Y)-=  o, 

et  alors  (p  =  1)  1  écpialion  au\  /  des  points  de  contact 
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esl 

Ses  trois  racines  satisfont  manifestement  à  la  relation 
(3)  t^ti-\-titi-\-titi=i. 

o.  L'équation  (2)  fournit  réqualion  générale  des 
coniques  (G).  Elle  clépeii<l  de  deux  paramètres  a  et  y. 

6.  11  est  évident  que  lorsque  la  conique  (2)  se 
décompose  en  deux  droites,  le  point  d'intersection  de 
ces  deux  droites  est  situé  sur  (G);  car  chacune  des 
deux  droites  ne  pouvant  être  tangente  à  (G)  qu'en  un 
point,  le  troisième  point  double  d'intersection  est 
nécessairement  le  sommet  de  l'angle  formé  par  les 
deux  droites.  Le  lieu  de  ce  point  est  donc  la 
courbe  (G). 

C'est  ce  qu'on  vérifie  par  le  calcul.  Pour  que  la 
conique  (2)  se  réduise  à  un  svslème  de  deux  droites  il 
faut  et  il  suffit  que  les  équations 

-/i=ï^^-t-aj^  — (a  — y)  =  0, 
— -^/;  =  — 2a;-f-(a-+- Y)r  — 2(a  — Y)  =  0 


aient  une  solution  conimune. 
IJes  deux  premières  on  lire 

!■.>>  -f-  a(a  -t- y) 
^        17.  -t- Y-(a-HY) 
^  2(a  +  Y) 

En  portant  ces  valeurs  dans  la   troisième,  elle  de- 
vient 

[Y(a  +  Y)^2]-^=  o. 
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On  en  lire 


En  portant  ces  valeurs  de  a  et  a  +  y  'lans  les  équa- 
tions (4),  elles  deviennent 


r  =  1  -^  ï'- 

Elles  prouvent  que  le  point  de  concours  des  deux 
droites  est  le  point  de  (G)  qui  correspond  à  la  valeur 
t  ;=  Y  du  paramètre. 

7.  Soient  /, ,  t'.^,  t'^  les  paramètres  des  points  d'in- 
tersection des  tangentes  à  (G)  aux  points  ^(,  t^-,  t^. 

En  appliquant  la  relation  (i)  au  cas  limite  où  parmi 
les  trois  points  en  ligne  droite  il  j  en  a  deux  confondus, 
on  a 

d'où 

2^1 


t\ 


t\-l 


On  aurait  de  même 


/.;  = 


■iti 


n  —  i 
t'  =  -Hi-. 

11  suflil  de  prouver  qu'on  a 
i 

■it\  It-l  -it-i  ^fitits 


{l  —  \      n  —  i      ti  —  i      (ri  —  i){tl  —  i){tl-i) 
ou  encore 

(5)  I.(i(tl  —  i)(tl—l)-8fit2f3=0, 


(  443  ) 

lorsque  Jes  trois  points  /,,  t^,  t^  sont  alignés.  Or  on  a 
l'identité 


x/,(/|-iM/^-n 


\f,fof,.=    'I  S/o^,—  il   \t,f^h.—  ^f, 


Elle  prouve  que  l'égalité  (5)  est  vérifiée,  d'une  paît, 
lorsque 

c'est-à-dire  lorsque  les  trois  points  de  contact  /,,  ^2,  t^ 
sont  en  ligne  droite,  la  conique  (C)  étant  une  droite 
double  (a  =  Y);  et,  d'autre  pari,  lorsque 

c'est-à-dire  lorsque  la  conique  (G)  est  triplement  tan- 
gente à  la  cubique  (G). 


8.   Les  paramètres  t,,  ^2?  ^3  sont  racines  de  l'équa- 
tion 


(6) 


a^2_j_  ^  _l_  Y  —  o. 


L'équation  qui   donne  les  valeurs  de  /'  est  la  trans- 
formée en 


(7) 


t  = 


it 


r-—  1 


Pour  la  lornier,  il  suffit  d'éliminer  t  entre  les  équa- 
tions (6)  et  (7),  ce  (|ui  donne,  tous  calculs  faits, 

[(a-)-  y)-—  4]«''-+-  ^V«'--^  1(317  —  i)/'-4-  87  =  o. 

Cette  équation  est  bien  de  la  forme 

/'3 -^- a' /'2 -v  SV'-4-a'=  o, 

1(27  —  1) 


ou 


(.'■>■ 


ï- 


[T.^-;)-' 
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En  venu  des  résultais  du  n"  3  ci-dessus,  cela  prouve 
que  les  trois  points  sont  en  ligne  droite  sur  la  droite  D 
qui  a  pour  équation 

a'a^  -)-_7  H-  ^' —  1  =  0 

ou 

8';x-+-  [('a-hY)2— 4]jK—  ( z  — -(  >^  =  o. 

9.  Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  P du  triangle 
formé  par  les  trois  points  ^1,  to,  t^  sont 

r,  =  ix(i-rn  =i[3  +  (i/,r--2:si,?3]. 
Gomme  ^,,  ^o,  ^3  sont  racines  de  l'équation  (6),  on  a 

S/l  =  —  a,  V^,^3=I,  tit.2t3  =  —  '(, 

et,  par  suite, 

(P) 


I  -^  a- 


10.    Lorsque  P  décrit  une  parallèle  à  l'axe   des  x, 
Y,,  et  par  suite  a,  reste  constant. 
L'équation  de  la  droite  (D)  s'écrit 

(y  —  Oy^-^-  2[4^  -^  aj  +  «It  -^  ^«2—  4)jk  -  a2=  o. 

Son  enveloppe,  lorsque  a  reste  constant  et  que  y  varie, 
est  la  conique  qui  a  pour  équation 

(  K  —  1 1  [  a 2  (  j  —  1  )  —  4  jK  ]  —  [  î  :r  +  a  (  jK  -t-  I }]  2  =  o . 

L'ensemble  des  ternies  du  second  degré  est 

(a2— 4)72— f  l^-f-a7)2, 
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qui  se  présente  ainsi  décomposé  en  deux  carrés  indé- 
pendanls. 

Si  a->4j  ('^^T/'  '^s  deux  carrés  sont  de  signes 
contraires,  la  courbe  enveloppe  est  une  hyperbole. 

Si  a*=:  4,  ('fi^=  -h  l'ensenihle  des  termes  du  second 
degré  est  carré  parfait,  l'enveloppe  est  une  parabole. 

Enfin  si  y-"^  <i  4i  {'''i  <C  ~)'  ^^^  deux  carrés  sont  de 
même  signe  et  l'enveloppe  est  une  ellipse. 

TI. 

D'après  l'énoncé  on  doit  avoir 

en  posant 

z„-h  z 


Cette  égalité  devant  être  vérifiée  quels  que  soient  :; 
et  :;o)  ses  dérivées  par  rap[)ort  à  ^  ou  à  :;o  'e  sont 
aussi. 

En  dérivatit  par  rapport  à  ;,  on  a 

/<-)  =  J[/i2)+/(^«)  +  4/(^.)] 

Dérivons  celle  dernière  j)ar  rajiport  à  ^oi  il  vient 

fi^)-f{z,)  =  {z  —  z^)f'(zi). 
En   dérivant    une  dernière  fois  p;ir  rapport  à   z,    on 
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obtient  enfin 

qui  s'écrit 

f%z)~f"(z.,)  =  {z-z,)f"(z,). 

Si,  dans  cette  égalité,  on  laisse  Zx  fixe,  ce  qui  est 
permis,  car  z^  est  aussi  arbitiaire  que  Zqi  elle  prouve 
que/"(^)  est  linéaire  en  z  et,  par  suite,  (\uq:  f{z)  est 
un  polynôme  du  troisième  degré  en  z. 

Cette  condition  nécessaire  est  d'ailleurs  suffisante; 
car  si  l'on  pose 

f(z)  =  az3—  bz^--^  cz-~d, 

il   est  facile  de   vérifier  que  l'égalité  (8)  est   toujours 
satisfaite. 

On  peut  remarquer  que  la  démonstration  précédente 
n'a  besoin  d'admettre  l'existence  des  dérivées  def'(z) 
que  jusqu'au  troisième  ordre. 


Composition  de  Mathématiques 
(Sciences  I). 


SECONDE    COMPOSITIO> 


I.  Étant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy, 
O  z.  et  une  fonction  f  {z)  cjuiadmet  une  dérivée  f  {z), 
les  érjuations 


(  447  ) 
où  t  désigne  le  temps,  définissent  le  mouvemenl  d'an 

pointM{x,y,z),sironconnaîtlapositionMo{Xo,ya,^o) 
de  ce  point  ci  V instant  t=  a;  quand  on  a  fixé  la 
valeur  de  t,  les  mêmes  équations  (I)  définissent  une 
transformation  remplaçant  le  point  Mo  par  le 
point  M. 

1°  Montrer  que  les  projections  de  la  vitesse  du 
point  U{x,y,z)  sur  les  axes  Ox,  Oy.  Oz  peuvent 
s'exprimer  par  des  fonctions  de  x,y,  z  qui  ne  con- 
tiennent ni  le  temps  t,  ni  les  coordonnées  initiales 

2"  A  tous  les  points  cVun  cercle  (Co)  ayant  pour 
équations 

(^o-ao)2  +  jK^=Rg 

zo=const.  («cRo  constants) 

correspondent,  à  V instant  t,  d'après  les  équations  (1), 
des  points  M  tous  situés  sur  un  cercle  (C)  dont  le 
plan  est  parallèle  auplanxOy.  Calculer,  en  fonction 
du  z  de  ce  plan,  le  rayon  K  et  C  abscisse  a  du  centre 
du  cercle  (C). 

3"  Soient  S  la  surface  engendrée  par  le  cercle  {C) 
quand  t  varie  à  partir  de  zéro,  (T)  le  solide  limité 
par  la  surface  (S)  et  par  les  plans  z  =  z,,  z  =  z... 

Vérifier  que  le  volume  Y  de  (T)  ne  dépend  que  de 
la  différence  des  valeurs  de  t  qui  correspondent  à  z. 
et  à  z^. 

Effectuer  jusqu'au  bout  les  calculs  et  construire 
la  trajectoire  d'un  point  M  clans  les  deux  cas  sui- 
vants : 


Premier  cas 


j(z)=  —.  (A  constant); 


(  418  ) 
Deuxième  cas 

z'^  -\-  A-2 
y(  z)  =  k^^——^ —  (/>■  constant). 

Calculer^  dans  chacun  des  deux  cas  précédents^ 
les  coordonnées  (ç,  o,(^)  du  centre  de  gravité  du 
solide  (T)  supoosé  homogène,  en  se  servant  des  for- 
mules 

V$=r     a{z)k{z)dz         et         \'C=f     zA{z)dz 

0(1  A(^)  désigne  l'aire  et  a(^)  Cabscisse  du  centre 
du  cercle  (C)  de  cote  z. 


II.  Construire  la  courbe  dont  C  équation  est 

y  =  tangos  —  x. 

Trouver,  avec  deux  décimales,  la  racine  comprise 
entre  \  et  \  ,\  de  V équation 


tansr.T?  —  a-  =;  - 
4 


SOLUTION 

Par  Jean  Servais. 


1.    On  a 


dx        do  dz 
It^'d'z  dt'^'' 

dt  ~  7tz  Tlt^'"' 


(   it9  ) 


D'iiilleiiis,  comme 


^  __  p  f  (z) 
on  en  conclut,  pour  les  composantes  de  la  vitesse 


-;-J  (-)  =  —  -/  («): 


dt 

di  y.  /  <-J-     .^/  {-;, 

La  trajectoire  du    point    mobile  est  plane  et  située 
dans  le  plan 

2.    Les  équations  du  cercle  (C)  s'obtiennent  en  rem- 
plaçant, dans  celles  de  (Co),  x^  par  -  et  jo  par-.  Ces 

.-1  P  ? 

ccpiations  sont  donc 

•3  =  const. 

Le  rayon  II  et  labscisse  a  du  centre  de  ce  cercle  sont 
donc 

R  —  H„p.         a  =  aop. 

-S.  L'aire  ilu  cercle  (C)  étant  égale  à  -Il^'o^,  le 
volume  V  engendré  par  le  cercle  lorsque  /  varie  de  t, 
à  /■>  est 

Les  coordotinées  du  centre  de  gravité  de  ce  volume 
Afin,  de  .]f alite  mat.,  ','  stiic,  t.  \.  (Octobre  i.jio.)  3o 


(  45o  ) 
sont  données  par  les  formules 


(■^) 


"i_  =T.a^Kl    f     p^  dz, 


i"  Supposons  /{■:■)  =  -^^ 
On  a  alors 


_    r''  -izclz        z'^  —  zl 


La  trajectoire  est  alors  la  demi-parabole  intersection 
du  plan 

avec  le  demi-cylindre  parajjolifpie 


\ 


En  appli(|uant  les  formules  (  i)  et  (2),  on  a 


'i,Zo 


D  où  l'on  tire 


^    4    ^<  0    -''  2  —  -"  1 

-»     -2     -2  ^1 

3_   ^3 


2  2  :;  —  s 
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2"  Supposons 

J^Z)  =  k -^— . 

On  a  alors 


t  =  ; (  arc  la 


-0  V  -  ■ 


A-2 


k'- 

La.  Irajectoire  est  la  portion  de  quartique,  siluée  dans 
le  plan 

^  =  y_ 

dont  la  projection  sur  le  plan  des  zx  di  pour  équation 


ou,  en  la  rendant  entière, 

-■2^:2  zl  —  ^2^2  ^2  -^  kHr'-  zl  —  a-2  ^2  )  =  o. 

(^est  une  quartique  unicursale  qui  présente  un  point 
double  à  l'origine  et  deux  autres  points  doubles  à 
l'infini  sur  les  axes  Ox  et  O^. 

En  écrivant  ré(|uation  sous  la  forme 

2-  zl{x  —  x^){^x^xt,)-\-  k'-ixz^  —X(,z)  {xz^ -4-  a:o 2)  =  o, 
on  luelen  évidence  les  quatre  ilioiles 

X  =  Xq,  X=  —  Xf^, 

xz^ — a^o3  =  o,         xz^-\-  X(^z  =■  o 
qui  S(''|>;ii(.'nt  <\.ç,i>  rt'gions. 
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En  la  mettanl  sous  la  forme 


on  met  en  évidence  les  deux  tangentes  à  Torigine 


A  Zq  X  ^-1—  y  A*"  -f-  Z  Q  X^j  Z  —  O  j 

et  l'on  voit,  en  outre,  que  la  courbe  esl  tout  entière 
située  dans  l'angle  de  ces  deux  droites  qui  comprend 
l'axe  Oz. 

Enfin  en  mettant  l'équation  sous  la  forme 

Z^[X-'ZI—  {k'-—  Zl)xl\  --r-  t^  Zl  X'- =  O, 

on  met  en  évidence  les  deux  asjmplotes  réelles  paral- 
lèles à  O^ 

xzq  ±  Xq  v/A-2-i-^5  =  o, 

et  l'on  voit  également  (pie  la  courbe  est  tout  entière 
comprise  entre  ces  deux  parallèles. 

Enfin  la  courbe  est  svniétrique  par  rapport  aux  deux 
axes. 

La  forme  est  alors  parfaitement  déterminée,  comme 
rindi(|ue  la  ligure  ci-contre. 

En  appliquant  les' formules  (i)  et  (2),  on  a 

v  =  .x.R;;îl^[il^-(„,.c.a„g|);;], 


Nr=        t:R^    f 


ziiz'--^k'-y- 

zl  (  z'^  -^  k-  1 


dz 


Les  deux  intégrales  précédentes  se   calculent   aisé- 
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ment   drs  qu'on  reniarf|iie  qu'elles  ne  dépendent  que 


de  Z-. 

Posons 

u  =  v/c-^ 

—  /-, 

«.  =  v/^-î -/>■-, 

Hî=  v/^i-H/.^ 

il  vient 

u  du  =  z  dz, 

et  l'on  a 

,  _    -«oRg(^g-4-A-^  )  ■'  r  "■'  u"-  —  l;i 

^  '•> Tï /       :, —  "  " 

__  -(u,S\l{zl-\-k'~f 


h-"-''U-;^)]' 


N  r 


-Wl^zl^k^-)    r"-u'>--k 


1 


(lu 


_     -  l'nl-'G-^-  /.  -  )        U%~   Ul  U.y\ 

~ -^ k-  loir  -^  1 . 

-^0  \  ■>•  Ui/ 
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II. 


La  courbe  qui  a  pour  équation 
y  =  lang^  —  x 

est  bien  connue  ;  on  l'obtient  en  ajoutant  les  ordonnées 
de  la  courbe 


et  de  la  droite 
L'équation 


y  =  tanga; 
y  =  —  x. 


f{x)  —  tanga;  — .r—  -^  =  o 
4 


a  une  racine  et  une  seule  comprise  dans  lintervalie  de 
continuité  —  ->  +  -•  En  eflet,  la  dérivée  de/(;r) 


/'(^)  = 


tane-:r 


étant  toujours  positive,  la  fonction /"(x)  croît  de  — oc, 
pour    X  =^ — —>  jusquà    +  ^c,    pour    j?  = -i- — .    Elle 

s'annule  donc  une  seule  fois  dans  l'intervalle. 

L'arc  de  longueur  i  vaut  D^°i^'  et  sa  tangente 
est  I  ,  541 2. 

L'arc  de  longueur  1,1  vaut  63°2'  et  sa  tangente 
est  1  ,9634. 

Comme  d'ailleurs  -^  =  0,7854,  on  a 
4 

f(\)  =  1 ,54 12  —  « ,7854  =  —  '>,244^-  <  o, 
y"(i,  i)  =  1,9034  —  1.8854  =  -î-  0,0780  >  o. 

La  racine  est  donc  bien  comprise  dans  1  intervalle  1 
et  I ,  I  ;  et  pour  calculer  une  seconde  décimale  il  suffit 


(  455  ) 
(]'appli(juer  la  correclion  de  Newloti  à  la  valeur  appro- 
chée 1,1.  On  a 

f(i,  i)  0,0780 

La  racine  cherchée   est  donc,  avec  deux  décimales 
exactes,  par  excès, 

X  =  i,\  —  0,02  =  1 ,08. 


Composition  de  Mathématiques 
(Sciences  II). 


1.  On  donne  deux  axes  coordonnés  rectangulaires 
O.r,  OjK  et  une  droite  (D)  parallèle  à  V axe  Oy. 

A  chaque  point  M  dune  courbe  (C),  située  dans 
le  plan  des  deux  axes,  on  fait  correspondre  un 
point  M',  de  même  abscisse  que  le  point  M,  par  la 
condition  cjue  la  parallèle  menée  par  l'origine  à  la 
tangente  en  M  à  la  courbe  (C)  et  la  parallèle  à 
l'axe  Ox  menée  par  le  point  M'  se  rencontrent  sur  la 
droite  (D).  Soit  (C)  le  lieu  décrit  par  le  point  W 
quand  le  point  M  décrit  la  courbe  (C).  Soit  M"  le 
point  qui  se  déduit  du  point  M'  comme  le  point  M, 
en  remplaçant  toutefois  la  courbe  (C)  par  la 
courbe  (C). 

Déterminer  la  courbe  (C^)  : 

1"  De  manière  qu'elle  j  tas  se  par  l  origine  et  cjue 
la  longueur  MM'  soit  égale  à  une  ligne  donnée  ; 

2"  De  manière  qu'elle  passe  par  l'origine,  quelle 
y  soit  tangente  à  la  bissectrice  de  l'angle  xOy  et  que 
la  longueur  MM"  soit  égale  à  une  ligne  donnée. 
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Jl.    On    considère    Le   mouvement   défini   par   les 
équations 

or  =^  3  a  cas  f  —  a^  cos3/,         JK  =  3rt  sin/  -!-  a'  sin  3^, 
z  =  3a-  cos 2 /, 

où  t  désigne  le  temps  et  a  un  paramètre  constant. 
Déterminer  la  vitesse  et  V accélération. 

La  trajectoire  est  une  courbe  fermée  ;  cjuelle  est 
sa  longueur?  Déterminer  a  de  façon  que  cette  lon- 
gueur soit  égale  à  3?:.  [On  se  bornera  à  calculer 
deux  décimales.) 

111.   Evaluer  les  deux  intégrales  définies 

A  =   r  '      .     '^"^^  dx,         B  =    r'      ■      ""-^  dr. 

J         sma^ -H  cos.r  J^^        sin:r -r- cos.r 


SOLUTION 
Par  Jean  Servais. 


Soil 


l'éqiialion  de  la  droite  (D).  L'équalion  de  la  j)arallèle 
menée  par  l'origine  à  la  tangente  en  M(\r,')')  à  la 
courbe  (C)  a  pour  équation 


dx 


Elle  con|^e  la  droite  (D)  an  point  de  coordonnées 


dx 


Les  coordonnées  du  point  M'  sont  alors 

dx 


X  ^x,        j-  =  \  =a-r- 
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i"   J^a  longueur  du  serment  MM'  est 

En  écrivaiil  C|ue  ce  seguienl  est  égnl  à  6,  ou  ohlient, 
pour  déterminer  la  courbe  (C),  réquaLion  (lilTérenlielle 
du   premier  ordre 


(0 


dv  , 


dont  ri  nié"  raie  "énérale  est 


[*our  trouver  la  solution  f|ui  passe  à  Torigine,  écri- 
vons que  pour  x  =  o  on  a  j^'  =  o,  ce  qui  donne 

o  =  G  — ^;,         C  =  b\ 
et  la  courbe  cherchée  a  pour  équation 


•a"  Le   point  M"  se   dt'duisant  de  M',  comme  M'  se 
déduit  de  M,  les  coordonnées  de  M"  sont 

dv' 
•^  d.r 

OU,  en  remplaçant  x'  et   y'  |iar  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion de  X  et  j)', 

„  d-  y 
X  =  X,  y  z^  a-  —r-^  • 

d.r- 


La  longueur  du  segment  MM"  est  alors 

.,.,„        „  ,  d-  V 

I\1M'  =  1  "—  )'  =  «2  -r-v  —  r. 
■^        •  dx^ 

En  écri\anl  (pie  le  segmt-nt  est  égal  à  ù,  on  a,  pour 
déterminer  la  courbe  (  C),  récpinlion  difterentielle  du 
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second  ordre 

dont  l'intégrale  générale  est 

.r  .j- 

y  =  Ke"^  Be~"  —  b. 

t-      -     •        ,  (iy 

hn  écrivant  que  pour  x  --=  o  on  a  :  7'  =:  o,  -j-  =  i , 

il  vient 

A  —  B  =  b, 

X  -B  =  a. 
On  en  tire 

2  2 

et  réf|uation  de  la  courbe  (C)  est,  dans  ce  cas, 


11. 


Les  composantes  de  la  vitesse  sont 

dT  ^     ,  ■  „       ., 

— r-  =  —  :>a(  uRt  —  a-  s\n3  t  ), 
dt  ' 

dv 

dt  ' 

dz 

—r-  = — ()«"2sin2^: 

dt 

celles  de  l'accélération  sont 


—, —  =  —  3  a  (  cos  t  —  3  a^  cos  3  /  ) , 
dl^  ^  " 

d'^v 

-y—  =  —  3rt(  sin<  -i-  3  a-  sin3  0i 
dt'-  " 

—, —  = — 12  a- cos  2  ^ 
dt' 
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La  formule 

donne,  tous  calculs  fails, 

ds^=  ga^ri-f-  cûf-  dl"-, 
ds  =  3a  {\'\-a-)dt. 

Pour  avoir  la  courije  entière,  il  suffit  de  faire  varier  L 
de  o  à  2t:,  on  a  donc 

^■271 

5  =  3a(i-i-a2)    /        dt  =  %aiz{i-\- a'-). 

•  0 

En  égalant  s  à  St:,  on  a,  )30ur  déterminer  a,  l'équa- 
tion 

f  {a)  ^=  -i a^ -\-  1  a  —  i  =  o, 

qui  a  une  seule  racine  réelle  et  positive.  Cette  racine 
est  comprise  entre  o  et-^  car 

'  2 

/<o,=_„     /(:)  =  ! 

sont  de  signes  contraires.  En  appliquant  la  correction 
de  Newton  à  la  racine  -,  on  a 


1  \       ()  i4 

7+2 
2/  .X 

i^a  nouvelle  valeur  approchée  est  donc 

cii— =  -  =  0,428. 

■2        14        7 

C'est  la  valeur  approchée  cherchée,  par  excès,  car 
/(o,i28)>o        et       /(  0,42X0, 

comme  il  est  facile  de  le  vérifier. 
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On  a 
A--B  =   f      d.T=  ^, 


r  •^    sinj7— cos.r  T   *  /  7r\     , 

B—  A=    / rf.r  =    /         taiitrfa:- W/.r, 

J         sin.r  +  cosa"  ./  °V  4/ 


A  =    —  loir  cos  (  .r =  li 

I  \  4  /   lo 


cos  — 


=°'i¥^fj 


or 


et 


don( 


(t  -  f)  =  ^^^7i^  =^'"7^  =  K\/^-i/0' 


B  —  A  =  lo- 


v/3 


B  =  :,  +  -^loi;— ^ 

î         '2      ^   v/3  — 


CORI{ESPOXDA\CP. 


M.  Ch.  Halphen.  —Au  sujet  de  l'étude  sur  les  cliamps 
de  forces  (numéro  fie  juin    niioi.   —   Je    dois    rectifier   une 
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erreur  qui  s'est  glissée  clans  l'étude  sur  les  champs  de  forces. 
Dans  la  deuxième  Partie  (§  1)  se  trouve  ce  ihéorème  :  Si 
iiir^y,  s)  =).  est  l équation  d'une  famille  de  surfaces 
huniothétiqnes  par  rapport  à  l'origine,  la  fonction  u  est 
homogène,  qui  est  faux,  comme  sa  démonstration. 

L'exemple  suivant,  qui  m'a  été   signalé  par  M.  P.  Appell, 

Logar  +  Logj'  +  Log^  =  X 

le  montre  clairement.  Néanmoins,  les  conclusions  de  cette 
deuxième  Partie  subsistent  : 

1°  Il  n'y  a  rien  à  clianger  à  la  première  forme  du  théorème 
du  deuxième  paragraphe  :  les  lignes  de  force  formant  une 
congruence  homothétique  par  rapport  à  un  point,  les  surfaces 
de  niveau,  lorsqu'elles  existent,  sont  homothétiques  par  rap- 
port au  même  point. 

La  démonstration  peut  cependant  être  mise  sous  une  forme 
légèrement  difl'érenle,  analogue  à  celle  que  va  prendre  la  se- 
conde partie  de  ce  théorème  et  avec  des  hypothèses  moins 
restrictives.  Si  nous  écrivons  ainsi  le  système  (4)  : 

dy         ^pix,y,z)  dz   _  '{(r^y^z) 

dx        oi(x,y,z)  dx        'x{x,y,z) 

on  voit  que  les  lignes  de  force   forment  une  congruence  ho- 

9      y 

mothétique  si  les  quotients  -  >  -  sont  des  fonctions  homo- 
gènes de  degré  zéro,  puisque  les  premiers  membres,  comme 
les  seconds,  ne  changent  pas  quand  x,y,  z  sont  multipliés 
par  /•.  Les  surfaces  de  niveau,  qui  satisfont  à  1  équation 


dx  -+-  '^  dy  -^    -  dz  =  o, 


seroiit  homothétique'?  l)nr  rap])ort  à  l'origine,  pour  la  mémo 
raison. 

7.°  Soit  u{x,  y,  z)  =  /.  l'équation  d'une   famille  de  surfaces 
homothétiques  par  rapport  à  l'origine.  Les  cosinus  directeurs 
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de   la  normale  en   un   (loiiit  ( .i\  y,   z)  fl'uiie  de  ces  surfaces, 


du 

ùx 


?  = 


\/m- 

du 

-m 

\/m- 

-m 

du 

<)z 

~m 

(du\^     (duy     /du  y 


sont  des  fonctions  homogènes  de  degré  zéro  en  x^  y,  z. 
En  effet,  considérons  une  autre  surface  de  la  nriême  famille  ; 
son  plan  tangent  au  point  x^  =  kx^  yi  =  ky,  ^j  =  kz,  est, 
par  hypothèse,  parallèle  au  plan  tangent  à  la  première  sur- 
face au  point  { x,  y^  z)\  et  l'on  a 

'x{kx,ky,kz)  =  <x{x,y,z), 
^{kx,  ky,  kz)  =  j3(a7,  jk,  z), 
-({kx.ky,  kz)=z  -rix.y.z), 

quel  que  soit  k.  11  en  résulte  que  les  quotients 


du 

a         du 
dx 


et 


du 

r)Z 

du 
dx 


ont  aussi  des  fonctions  homogènes  de  degré  zéro.  Donc  les 
lignes  de  force,  trajectoires  orthogonales  de  cette  famille  de 
surfaces,  forment  bien  une  congruence  homothétique. 
La  faute  en  question  n'entache  donc  pas  le  résultat. 
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CEUTIFICAT  D  ANALYSE  SIPERIEIRE. 


Besancon. 


Éprei'vk  théorique.  —  I.  CouKS.  —  Méthodes  d'approxi- 
mation dans  les  intégrales  définies.  Exposer  les  méthodes 
de  Côtes,  de  Gauss. 

II.  Problème.  —  On  donne  l'équation  aux  dé/ivées par- 
tielles 

2  y^ h  3x-  y^ h  qx^yz  -^iiX'^  =:  o: 

■^    Ox  -^     oy        -^     -^ 

i"  Trouver  son  intégrale  générale  ; 

•>.°  Déterminer  la  surface  S  cjui  vérifie  cette  équation  et 
qui  passe  par  la  courbe  dont  les  équations  sont 

Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  ainsi 
définie. 

Eprelve  pratique.  —   Intégrer  l'équation  différentielle 

,  d'*Y  .,  d^y  ^d'-y        ^     dy 

dx*  dx^  dx-  dx 

54 
X  =  —  i6a- V-  x-\i(^-  -^  3>4logj:-  -f-  8i  (logJ')2]. 

(X'ovembre   1909.) 

Dijon. 
Épreuve  écrite.  —  I.   On  considère  la  surface 

a'  =  3  a  -i-  3  uv-  —  m', 
^  =  3  f  -i-  3«-r  —  c^, 
;;  =  3»2— 3c2: 
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1°  Trouver  ses  lignes  de  courbure.  Démontrer  qu'elles 
sont  planes.  Trouver  leurs  plans; 

i*»  Trouver  ses  lignes  asymptotiques.  Sous  quel  angle  se 
coupent-elles?  Quelle  particularité  présente  la  surface? 

3"  Comment  a-t-on,  sans  calcul,  une  carte  géographique 
de  la  surface  {conservant  les  angles)! 

4°  Démontrer  que  0  =  a",  ')  =j',  6  =  «  sont  trois  solu- 
tions de  l'équation 

„     d'^a  an  oH 

(  I  -4-  «2  -î-  p-  ) -iv lu  —  =  o. 

'  ôuôv  du  Ov 

Déduire  de  là  un  nouveau   moyen  d'avoir   les    lignes   de 
courbure. 

II.  Développer  —^  en  série    trigonométrique    entre    —  ~ 

et  T..  Que  devient  la  série  obtenue  pour  x  =  o  et  x  ^=  tt? 

ÉpRKLVE    PRATlQli;.    —    Soit 

z  =  x\Ax/) 

l'équation  d'une  surface  {en  coordonnées  rectangulaires ). 
Evaluer^  à  \™™^  près,  le  volume  compris  entre  cette  sur- 
face, le  plan  Oxy,  le  plan  Oxz,  le  jdan  z  =  'ix,   le  plan 
37=1'"".  (Juillet   1909.) 

Composition.   —  Considérant  la  surface  S  définie  par 
ae-^'-r-  bey  ^7-  ce~=  1  : 

1"  Déterminer  la  courbe  de  contact  Cq  de  S  avec  le 
cylindre  circonscrit  dont  les  génératrices  ont  y..  3,  ■'  pour 
paramètre  : 

•>"  Démontrer  que  les  courbes  de  contact  C  de  S  avec  les 
cylindres  dont  les  génératrices  ont  pour  paramètres  di- 
recteurs 


i  u 


u  étant  arbitraire,  sont  superposables  à  la  courbe  Co  ; 

3"  Former  l'équation  du  cône  directeur  des  génératrices 
de  tous  ces  cvUndres : 
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4"  Montrer  (jue,  en  chaque  point  P  de  S,  se  rencontrent 
deux  courhes  C.  et  calculer  les  coordonnées  de  P  en  fonc- 
tion des  valeurs  du  paramètre  u  qui  correspondent  à  ces 
deux  courbes; 

5"   Vérifier  que  ces  deux  courbes  C  sont  conjuguées. 

Éi'RHUVE  PRATIQUE.  —   i"  Intégrer  l'équation 
dy 


dx 


coiix  -+-  ny  taiig^r  -t-^2  -;  Q  . 


2°  Intégrer  l'équation 

^dy 


dx 


cos2a7  =  'iy^  —  %y  —  3 


et  vérifier  que  le  rapport  anharnionique  de  cjuatre  solu- 
tions particulières  est  constant. 

(Novembre  1909.) 


Lille. 

I.  Question  de  cours.  —  Démontrer  que  toute  courbe 
algébrique  de  genre  i  peut  être,  par  une  transformation 
birationnelle,  transformée  en  une  courbe  du  troisième 
ordre.  Plus  généralement,  démontrer  que  toute  courbe 
algébrique  de  genre  p  peut  être  transformée,  de  la  même 
manière,  en  une  courbe  d'ordre  p  -+-  1. 

II.  Problème.  —  Pour  que  les  courbes  intégrales  de 
l'équation  dij/erentielle 

forment  un  système  isotherme,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
fonction  f  satisfasse  à  une  certaine  équation  aux  dérivées 
partielles  du  deuxième  ordre.  Former  cette  équation  de 
condition  et,  en  la  supposant  vérifiée,  en  déduire  un  fac- 
teur d'intégrabilité  de  l'équation  (i). 

(Novembre  1909.) 
Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  X.  (Octobre  1910.)  3i 
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Marseille. 

Composition  écrite.  —  On  considère  une  surface  S  enve- 
loppe d'une  sphère  variable  S  qui  se  déplace  de  sorte  que 
son  centre  G  décrive  une  circonférence  donnée  O  et  que 
son  rayon  soit  constamment  égal  à  la  distance  CD  du 
point  G  à  un  diamètre  fixe  A' A: 

1°  Démontrer  que  ce  mode  de  génération  de  la  surface  1 
fait  connaître  immédiatement  sur  celle-ci  une  première 
série  de  lignes  de  courbure,  et  l'un  des  rayons  de  courbure 
principaux  en  chacun  de  ses  points: 

■i"  Former  l'équation  générale  d'un  plan  assujetti  à 
passer  sans  cesse  par  la  tangente  à  la  circonférence  O  et 
à  toucher  une  surface  développable  D  dont  chaque  géné- 
ratrice soit  normale  à  la  surface  X  ; 

3"  En  déduire  les  équations  qui  font  connaître  une  ligne 
de  courbure  de  la  deuxième  série  :  démontrer  que  chacune 
de  ces  lignes  est  dans  un  plan  passant  par  AA'; 

4°  Calculer  Vangle  sous  lequel  ce  plan  coupe  la  sur- 
face S  et  expliquer  pourquoi  cet  angle  est  le  même  en 
tous  les  points  d'une  même  ligne  de  courbure  de  la  deu- 
xième série. 

SOLUTION. 
La  caractéristique  du  plan  a  pour  équations 

cos6(:r  —  acosO)  -f-  sinO(_/  —  asin  0)  -i-  Xz  =  o. 
—  sinO(.r  —  acos6)  -i-cosO(j'  —  «sinBj  -i-X'z  =  o 

et  pour  paramètres  directeurs 

"/.'sinô  —  Àcosfi,     —  ÀsinO  —  ).'cos6,     -l- i. 

Cette  caractéristique  doit  être  sur  le  cône-normalie  de 
sommet  G  dont  l'équation  est 

c.os2  6  [(a;  —  «  cos  0  Y  -^  il  —  ai\nby-^z^] 
=  [sinO(a"  —  acosH)  —  cosOij'  —  asin6)]2, 
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d'où  l'équation  diflércntielle 


Elle  a  pour  intégrale  générale 


X=  i(  AsinO—       ' 


2  \  Asin6 

En  joignant  aux  équations  de  la  caractéristique  la  valeur 
de  X  et  l'équation 

a;sin6  -h^cosO  =  «sinOcosft, 

on  trouve 

aasin^O 
^^  A2sin-nj  +  i  '  ^=     y- 

Enfin     on    trouve    pour    l'anele    demandé  •;     c'est 

/    V   2       .        r 
\     A''-!-   I 

l'azimut   du    plan    de    la    ligne    de    courbure   par   rapport   au 
plan  zOx. 

Ei'KEiivE  PRATIQUE.  —   1°  Calculer  l'intégrale 

dz 


fi 


{z  +  i)v/z— 1 

le   long'  d'un   cercle   de   rayon   inférieur  à  %  et  dont  le 
centre  est  au  point  2o  =  —  i  ; 

2"  Calculer  la  limite  de  la  même  intégrale  le  long  d'un 
cercle    de    rayon    infiniment    petit    entourant    le    point 

3"  Calculer  la  limite  de  la  même  intégrale  le  long  d'un 
cercle  de  rayon  infiniment  grand  ayant  pour  centre 
l'origine  ; 

4"  Déduire  des  calculs  précédents  la  valeur  de  V inté- 
grale réelle 

dx 


L 


I      (:f  -1-  i)  \/x  —  1 


Vérifier  directement  le  résultat  et  calculer  la   valeur 
numérique  de  cette  intégrale  à  o,ooi  près. 
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SOLUTION. 


1°  •::  /a;  2°  et  3°  zéro;  4°  I  =  — —  =  2,22. 

(Novembre  190g.) 


Nancy. 

Épreuve  écrite.  —  On  donne  l'équation 
lû —  3u  -^  ■2z-=  o, 
qui  définit  u  comme  fonction  algébrique  de  z  : 

1"  Quels  sont,  à  distance  finie,  les  points  singuliers  de 
la  fonction  u  ?  Quelle  est  la  nature  du  point  z  =  ao  relati- 
vement à  cette  fonction?  Trouver  la  forme  des  dévelop- 
pements qui  représentent  ses  branches  envisagées  dans 
le  domaine  de  chacun  de  ces  points  et  en  calculer  les 
premiers  coefficients  ; 

2°  Construire  la  surface  de  Riemann  corrélative  de 
l'équation  proposée  ; 

3°  Former  l'équation  différentielle  linéaire,  homogène, 
du  second  ordre,  à  laquelle  satisfont  les  branches  de  la 
fonction  u; 

4°  Quels  sont,  à  distance  finie,  les  points  singuliers  de 
cette  équation  différentielle?  Ecrire  l'équation  détermi- 
nante relative  à  chacun  d'eux  et  distinguer  ceux  qui  sont 
vraiment  singuliers,  et  non  à  apparence  singulière. 
Examiner  le  cas  du  point  z  ^^  x. 

ÉpREliVE   PRATlglE.    —    Soit 

u^  -^  (  :;-  -^  4  )  (  "■'  -f-  4  '<  -^  1 6  ) 


{z  —  9.y^ 

une  fonction  rationnelle  de  uet  de  z,  u  désignant  la  fonc- 
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tion  algébrique  de  z  définie  par  l'équation 
u^=z  s*— 16. 

Déterminer  ses  pôles  et  ses  zéros,  à  distance  finie  ou 
infinie,  ainsi  que  ses  développements  en  série  dans  le 
domaine  de  ces  points.  On  calculera  les  résidus  et  les 
premiers  coefficients  de  ces  développements. 

(Juin  1909.) 

ÉpBEUVE  ÉCRITE. —  I.  Soit  V équation  différentielle  linéaire 
et  homogène 

d^  u  du 

p  et  q  étant  des  fonctions  de  z.  On  suppose  que  ces  deux 
fonctions  sont  développables  en  séries  entières  en  z  —  Zo, 
absolument  convergentes  pour  \  z  —  ^îq  |  =  R. 

Démontrer  qu'en  désignant  par  Uq  et  a\  deux  nombres 
arbitraires,  il  existe  une  série  de  la  forme 

dans  laquelle  les  coefficients  ai,  a^,  .  . .  sont  déterminés, 
convergente  pour  \  z  —  Zq  |  <C  R.  ^t  qui  satisfait  identique- 
ment à  l'équation  différentielle. 

II.   On  considère  l'équation 

{u  —  iy-{u  —  -2)^  —  z^-(u  —  zy-=o 

qui  définit  u  comme  fonction  al gébriqne  de  z  : 

i"  Construire  la  courbe  représentée  par  cette  équation  ; 

■i"  Quels  sont  les  points  singuliers  de  la  fonction  algé- 
brique ? 

3"  Trouver  la  forme  des  développements  qui  représen- 
tent ses  branches  envisagées  dans  le  domaine  de  chacun 
de  ces  points. 

EpRiavE  PRATIQUE.  —  Sachant  que  les  racines  de  Véqua- 
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tion 

satisfont  à  V équation  différentielle 


,  d^  u  du 


employer  cette  dernière  à  calculer,  dans  le  domaine  de 
V origine,  le  développement  en  série  de  la  racine  qui, 
pour  z  =  o,  a  la  valeur  initiale  zéro.       (Octobre  1909.) 


CERTIFICATS  DE  GEOMETRIE  SLPERIEURE. 


Lille. 


I.  Question  DE  COURS.  —  1°  Donner  les  diverses  définitions 
de  la  torsion  géodésique  d'une  ligne  tracée  sur  une  sur- 
face donnée.  Conséquences  de  ces  définitions.  Faire  voir 
que  l'angle  de  torsion  géodésique  se  consene  dans  les 
transformations  par  inversion. 

1°  Enoncer  et  démontrer  /ec  théorèmes  de  Joachimstal 
relatifs  à  la  ligne  d'intersection  de  deux  surfaces,  ligne 
de  courbure  de  l'une  ou  de  l'autre. 

II.  Problème.  —  On  donne  la  surface 

cc=ucoèv,         y  =  U  sini>,         z==fiu,v), 

u,  V  étant  deux  paramètres  variables. 

Que  doit  être  la  fonction  f  pour  que  cette  surface 
admette  comme  lignes  asymptotiques  des  courbes  se  pt'o- 
jetant  sur  le  plan  des  x,  y  : 

i"  Suivant  des  circonférences  ayant  pour  centre  0; 
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■i"  Suivant  des  spirales  logaritltmiques  a  =  ce'"",  m  dési- 
gnant une  constante  donnée?  (Novembre  1908.) 

PriEMiÈRE  QUESTION.  —  Si  l'on  appelle  s  l'angle  des  nor- 
males à  une  surface  aux  extrémités  d'un  arc  infiniment 
petit  MM'  =  ds,  w  l'angle  que  la  tangente  à  cet  arc  fait 
au  point  M  avec  la  tangente  conjuguée,  démontrer  la 
relation 


5-»  ^f-~  étant  les  courbures  principales  au  point  M, 
Kl     K2 


Deuxième  question.  —  Étant  donné  l'ellipsoïde 


x^        V-       z-^ 
a'-         0-        c^ 


On  demande  de  former  l'équation  des  lignes  de  cour- 
bure projetées,  parallèlement  à  l'axe  des  z,  sur  le  plan 
d'une  section  cyclique. 

Démontrer  que  ces  projections  obliques  forment  un 
double  système  de  coniques  ayant  pour  foyers  communs 
les  projections  des  ombilics.  (Juin  1909.) 


Question  dk  cours.  —  i"  Démontrer  qu'il  existe,  sur 
toute  surface,  une  équation  différentielle  du  second  ordre 
que  vérifient  à  la  fois  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes 
géodésiques  ; 

■}"  Former  cette  équation  dijférentielle  ; 

5"  Intégrer  cette  équation  dans  le  cas  où  la  surface  est 
une  quadrique  ;  interpréter  géométriquement  l'intégrale 
trouvée  dans  le  cas  des  surfaces  à  centre  et  dans  le  cas  du 
paraboloïde. 

Problème.  —  Déterminer  les  lignes  de  courbure  et  les 
courbures    principales    de    la    surj'ace    déjinie,    en    coor- 
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données  curvilignes,  par  les  trois  équations 


c2  —  b"-      m' 


y 


y/c-  —  h-   ('  y/ b-  —  u- 


bc       u  -^  v'  ''  b 


(Novembre  1909.) 


SOLITIOXS  DE  QIESTIOVS  PROPOSEES 


798. 


(1867,  p.  95.) 


Trouver  dans  une  sinusoïde  (transformée  d'une  ellipse 
quand  on  déroule  un  cylindre  sur  un  plan)  des  arcs  à 
différence  rectifiable.  Quelle  est  la  courbe  qui  pour  la 
sinusoïde  joue  le  même  rôle  que  l'ellipse  honiofocale 
dans  la  théorie  des  arcs  elliptiques  à  différence  rectifiable'.' 


SOLUTION 
Par  M.  H.  Brocard. 

Celte  question,  demeurée  non  résolue  dans  ce  Journal,  a 
été  traitée  par  M.  G.  Teixeira  dans  un  article  du  Periodico 
di  Matematica,  Livorno,  t.  XIX,  1904,  p.  275-277,  nota  sull' 
appiicazione,  etc.  (Note  sur  l'application  du  théorème  de 
Fagnano  aux  arcs  du  limaçon  de  Pascal  et  de  la  sinusoïde). 

Cet  article  a  été  inséré  au  Tome  II  de  la  réimpression  de 
rCEuvre  mathématique  de  M.  G.  Teixera,  1906,  p.  346-349,  et 
résumé  dans  le  Traité,  du  même  géomètre,  des  Courbes 
spéciales  remarquables,  t.  II,   1909,  p.  34-35. 


(  17'^^  ) 

J'en  donnerai  simplement  un  extrait  relatif  à  la  sinusoïde 


y  =  a  sin  — 


Pour  déterminer  l'arc  com|)ris  entre  le  point  O  et  le  point 
M{x,y),  on  a  l'équation 


ou,  en  faisant 


y  =  a  sino, 


K  = 


^a'^-i-  m' 


/-?     

=  ya^-^ni'^   1       \/ 1 — k^sin^tprfçp. 

•^0 


et  en  posant 

/a-^-t-  /n^=  A,  /      v/î— KTIm^^  <^cp  =  E  (  K,  -^ ), 

on  a 

s^  A.E(K,  C). 

Ainsi  l'arc  de  sinusoïde  est  représenté  par  l'arc  d'une  cer- 
taine ellipse. 

Pour  lui  appliquer  le  théorème  de  Fagnano,  soient  M'  un 
autre  point  et  B  le  premier  sommet  de  la  sinusoïde  : 

OM  =  A.E(K,  tp);         0M'=  A.E(K,  J;); 
0B=  A.E  (k, -), 

et  par  conséquent  l'égalité 

17/ 1-  f/i^    1^       I-  /i^    ^  \         K-sincpcostp 

E   1\,  cp    -t-E(K, -^)  — E     K,  -     =     ,  ^         =, 

démontrée  dans  la  théorie  des  intégrales  elliptiques,  donne 


OM  -^  OM—  OB  =  OM  —  BM'  = 


,        AK-  sin  cp  coscp 


y/i  —  K-  sin -a 


(4:4  ) 

quand  les  angles  o  et  6  sous  liés  par  la  relation 


cosîp  cos'J/=  sino  sin'i>  /i  —  K^. 


Or,  on  a 


AK^  sin  cp  ces  o  y  \/a-  —  y- 


v/i-K2  sin^cp    ■     ^rt2_^„,2_^2         T 

T  représentant  la  longueur  MV  de  la  tangente  à  la  courbe  au 
point  ^I.  Donc 


OM  — BM'  = 


•  -y 


quand 


tangcp  tang^!/  = 


v/a2—  m  2 


Mais  si  MN  est  la  normale  en  M  et  PL    une  perpendiculaire 
à  .M\  menée  du  point  P  projection  de  M  sur  0,r,  on  a 

y  =  MP  =  TsinMVO, 

PL=jsinNMP=jK  sin  MVO, 

(Toù 

OM-  BM'  =  PL. 


Notex.  I.  —  En  raison  de  l'importance  de  cette  proposition, 
il  serait  intéressant  de  savoir  qui  en  est  l'auteur.  La  question 
798.  en  eftet,  n'est  pas  signée,  mais  il  est  bien  curieux  qu'elle 
soit,  comme  par  hasard,  précédée  à  la  même  page  de  quel- 
ques questions  proposées  par  Gh.  Hermite.  à  qui  je  suis  ainsi 
porté  à  l'attribuer,  en  attendant  une  preuve  plus  décisive. 

H.  Les  exemples  de  courbes  présentant  des  arcs  à  différence 
rectifiable  ne  se  bornent  pas  à  ceux  qui  viennent  d'être  in- 
diqués. M.  G.  Teixeira  (/6iV/.,  1909,  p.  '.ai6)  a  cité  les  rosaces 

p  =  c  sin  mo), 

podaires  d'épicycloïde. 

III.  Plusieurs  articles  du  Journal  se  rapportent  à  des  propo- 
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silions   tout  à  fait  analogues.  Je  me  bornerai  à  rappeler  les 
noms  d'auteurs  : 

N.  Fuss;  M.Ghasles;  Gudkrmann;  B.  Tortolini  ('1848,  8o)  ; 
J.-A.  Serrkt;  0.  Terquem  (1844,  4 •''5-435,  5o6);  Strebor  [W. 
Roberts]  (1844,  5o6;  i848,  135-13;;   185?.,  182-186). 

IV.  La  seconde  Partie  de  la  question  798  reste  à  résoudre. 
Je  pense  que  la  solution  en  sera  aisée  d'après  les  indications 
données  ci-dessus. 


2137. 

(  1909,  p.  334.) 

En  désignant  par  p  un  nombre  premier,  par  a  et  h  deux 
nombres  premiers  entre  eux,  le  quotient  de  la  division  de 
al'  —  bi>  par  a  —  b  a  tous  ses  diviseurs  premiers  de  la  forme 
P  =  kp-+-ï,  à  l'exception  du  diviseur  p  qu'il  admet  dans 
l'hypothèse  a  —  b  =  muli.  /*,  da/ïs  cette  hypothèse  seule- 
ment et  qu'il  admet  alors  une  seule  fois. 

(G.  F.) 


SOLUTION 
Par  M.  R.  B. 


de 


1"    Soit    d'abord     P    un    diviseur    premier     autre     que    p 
ai>—  bf 
a  —  b 
Je  dis  tout  d'abord  que  P  ne  divise  pas  a  —  b.  Supposons  en 


ellet  qu'on  ait 


ou 

on  aura 

al'—  bi> 
a  —  b 


a  —  b  ^  o         (mod  P) 
b  E=  a         (mod  P); 

ai'-i  -+-  ai'-ib  -I-.  ,  .-h  bi'-^^ pai'-^  (modP). 


(4-0  ) 

I'  ne  divise  ni  p  ni  a  (car,  dans  ce  dernier  cas,  il  diviserait 

aussi  6,  et  l'on  suppose  a  t\.  h  premiers  entre  eux). 

,.   .                           ai> — bf 
Donc  P  ne  peut  diviser  paP-^  ou  —• 

Il  résulte  de  là  que   les  diviseurs  premiers  autres  que  p  du 

sont  les  mêmes  que  les  diviseurs  premiers 


aP 


bP 


nombre  , 

a  —  b 

autres  que />  du  nombre  aP — bP. 

Désignons    maintenant    par   r   une   racine  primitive  de  P. 

Soient  a  et  3  les  indices  respectifs  de  a  et  b,  de  sorte  qu'on  a 

a  ^  r'^         (mod  P), 
6  = /-[^         (modP), 


et 


oSa<P  — 1,         o£^<P  — i 


puisque  a  —  b  n'est  pas  divisible  par  P. 
On  en  tire 

OLP — bi>=  rP^—  ri'?         (modP). 

P  divisant  aP —  bP,  on  doit  donc  avoir 

pu. — /)  S.  =  o         [mod(  P  —  i)] 


ou 


/>(a  — .â)  =  A(p  — u. 


À  étant  un  nombre  entier.  Le  nombre  premier  p  divise  l'un 
au  moins  des  nombres  X  et  P —  i .  Il  ne  peut  diviser  le  premier. 
Supposons  en  effet  qu'on  ail 

À  =/?>/, 

a'  étant  un  nombre  entier,  on  aura 

a  — 3=>;(P  — i;; 

).'  ne  peut  être  nul,  puisque  a  et  3  sont  différents;  on  aura 
donc 
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ce  qui  est  incompatible  avec  les  inégalités  auquelles  satisfont 
a  et  ,3.  Le  nombre  p  divise  donc  P  —  i,  et  l'on  peut  écrire 

V  =  kp-\-\. 

C.  Q.  F.  D- 

ai>  —  hi> 

2°  Cherchons  maintenant  à  quelle  condition  r—  sera 

'  a  —  b 

divisible  par  p.  Posons 

a  =  Z>  -H  A. 
On  en  tire 

al'  ^hP  _  (  6  -+-  h  )P  —  ht' 
a  —  b  h 


Dans  ce  développement,  tous  les  termes,  à  l'exception  du 
dernier,  ont  des  coefficients  divisibles  par/?.  On  a  donc 

aP—bP        ,      .  ,        , 
j-  =  hP-^          (modp). 


Pour  que  le  premier  membre  soit  divisible  par  p,  il  faut  et 
il  suffit  que  /*,  c'est-à-dire  a  —  b,  soit  divisible  par  p. 
Dans  cette  hypothèse,  on  aura  visiblement 

=  è/'-i         (modp). 


p{a  —  b) 


Le  second  nombre  n'est  pas  divisible  par  />;  par  conséquent, 

.       aP—bP     ,    ,         ,      ,.   .  ,  ,     r  • 

nombre  y-  n  admet  le  diviseur  p  qu  une  seule  fois. 

a  —  b 

Toutes  les  parties  de  l'énoncé  sont  donc  établies. 


2138. 

(1909,  p.  384.) 

Etant  donne  un  point  E>  dans  le  plan  d'un  trian^'le  .\IÎC. 
on  considère  une  sphère  variable  tangente  à  ce  plan  au 
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point  D;  si,  par  chaque  côté  du  triangle,  on  mène  à  cette 
sphère  un  second  plan  tangent^  le  lieu  du  point  M  commun 
aux  trois  plans  ainsi  obtenus  est  la  conique  focale  de  la 
conique  de  foyer  D  qui  est  inscrite  au  triangle  ABC. 

(G.  F.) 

SOLUTION 
Par  M'-'  Rita  Murkge. 

Appelons  S  la  sphère  variable  tangente  en  D  au  plan  ABC. 
Le  cône  de  sommet  M  et  circonscrit  à  S  est  un  cône  de  ré- 
volution inscrit  au  tétraèdre  MABC  et,  à  cause  du  théorème 
de  Dandeiin,  il  coupe  le  plan  ABC  suivant  la  conique  de 
foyer  D  inscrite  au  triangle  ABC,  conique  qui  est  fixe.  On  re- 
trouve, dès  lors,  un  théorème  connu  :  «  Le  lieu  des  sommets 
des  cônes  de  révolution  passant  par  une  conique  donnée  est 
la  conique  focale  de  cette  conique  ». 

Aiitreià  solutions  par  M.AL  Bouvaist,  Klug,  Lemaire  et  Parrod. 


2139. 

(  1909,  p.  384. 

Soient  (E)  et  (H)  une  ellipse  et  une  hyperbole  dont  cha- 
cune est  la  focale  de  l'autre.  Si  S  est  un  point  du  plan  de 
l'hyperbole  (H)  par  exemple,  le  cône  de  sommet  S  qui 
contient  l'ellipse  (E)  admet  comme  lignes  focales  les  tan- 
gentes menées  du  point  S  à  l'hyperbole  (H). 

(CF.). 

SOLUTION 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Son  T  le  point  de  contact  d'une  tangente  à  (  H  )  issue  de  S  ; 
le  cône  de  sommet  T  et  de  base  (  E)  est  un  cône  de  révolution 
d'axe  TS  ;  les  plans  tangents  menés  par   TS  à    ce  cône  sont 
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tangents  au  cône  de  sommet  S  et  de  base  (E).  Ces  plans  sont 
tangents  au  cercle  de  l'infini,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Autres  solutions  par  M"»  Rila  Muhège,  MM.  Klug  et  Parrod. 

M.  Klug  fait  observer  qu'il  a  déjà  publié  le  même  théorème  dans 
Mathemalische  und  Naturwissenscha/tliche  Bericfite  ans  Ungai-n 
(1905,  p.  1.37). 


QUESTIONS 


2163.  Étant  donnés  un  tétraèdre  et  une  droite,  si  les  coor- 
données de  la  droite  rapportées  au  tétraèdre  sont/?,  q,  r,  s, 
t,  u,  il  existe  deux  systèmes  de  quatre  droites  ayant  pour 
coordonnées 


(d) 

P 

q 

(a) 

—  P 

<i 

(6) 

P 

~q 

(0) 

P 

^ 

(S)- 

P 

q 

(«) 

—  P 

1 

(P) 

P 

—  H 

(Y) 

P 

q 

u, 

—  u\ 

—  "1 

—  II. 

—  M, 
U. 


Chacune  des  droites  du  premier  système  rencontre  ciiacune 
des  droites  du  second  système,  et  les  rapports  anliarmo- 
niques  des  deux  systèmes  sont  égaux;  on  a,  par  exemple, 


Réciproquement,  si  deux  systèmes  de  quatre  droites  sont 
tels  que  chaque  droite  du   premier  système  rencontre  chaque 
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droite  du  second  système,  les  rapports  anharmoniques  des 
deux  systèmes  étant  égaux,  ces  deux  systèmes  dérivent  d'un 
tétraèdre  de  la  manière  indiquée  ci-dessus. 

(G.   FONTENÉ.) 

2164.  Les  quadriques  I.'  en  nombre  doublement  infini,  qui 
sont  conjuguées  par  rapport  à  un  tétraèdre  donné  et  qui  sont 
tangentes  à  une  droite  donnée  c?,  sont  tangentes  à  deux  sys- 
tèmes de  quatre  droites  (d,  a,  b,  c)  et  (o,  a,  (3,  vj;  l'une  de 
ces  quadriques,  Sq,  contient  les  huit  droites.  Les  quadriques 
du  faisceau  ponctuel  défini  par  la  quadrique  S^  et  l'une  des 
quadriques  du  système  font  partie  du  système;  il  en  est  de 
même  des  quadriques  du  faisceau  tangentiel  défini  par  la 
quadrique  So  et  lune  des  quadriques  du  système;  les  fais- 
ceaux ponctuels  sont  en  nombre  simplement  infini,  il  en  est 
de  même  des  faisceaux  tangentiels,  et  chaque  quadrique  X 
est  déterminée  par  le  faisceau  ponctuel  et  par  le  faisceau 
tangentiel  dont  elle  l'ait  partie.  L'enveloppe  des  plans  polaiies 
d'un  point  P  par  rapport  aux  quadriques  £  est  une  conique 
dont  le  plan  est  le  plan  polaire  du  point  P  par  rapport  à  la 
quadrique  So,  et  qui  est  inscrite  au  tétraèdre;  le  lieu  des 
pôles  d'un  plan  p  par  rapport  aux  quadriques  ^  est  un  cône 
dont  le  sommet  est  le  pôle  du  pian  p  par  rapport  à  la  qua- 
drique So;  et  qui  c^l  circonscrit  au  tétraèdre. 

(G.    FONTENÉ.) 
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[D6d] 

THÉORIE  DES  FO\CTIO>\S  HYPERBOLIQIES; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


Celle  Noie  renferme  un  exposé  assez  cornpiel  d'une 
théorie  donl  on  ne  donne  le  plus  souvent  que  le  strict 
nécessaire;  j'ai  apporté  un  soin  extrême  à  la  rédaction, 
recherchant,  à  défaut  d'autre  mérite,  celui  de  la  netteté. 

I.  —  Fonctions   hyperboliques  diuectes. 

1.   On  connaît  la  formule  d'Euler 

e^'  =^  cosa:  -4-  i  sina;, 

dans  laquelle  cosa;  est  une  fonction  paire  et  sinar 
une  fonction  impaire.  On  écrit  par  analogie 

e«    =  ch  u  -+-  sh  u, 
,  g""  =  ch  u  —  sh  u. 

I  -I-  ih  u 

g-iii  ^^  , 

I  —  ih  u 

et   l'on  définit  ainsi   trois   fonctions  d'une   variable  u 
liées  par  les  relations 

/  ch*a  —  sh-  u  =  1 
(■i)  ,     ,  shit  (cha>o;; 

[  chu 

en  réalité,  c'est  celle  dernière  relation  qy\\  sert  de  défi- 
nition à  la  fonction  ih  u  ;  si  l'on  observe  (^voir  plus 
loin)  que  chu  esl  toujours  positif,  il  résulte  des  for- 
mules (2)  que  ch  «  et  shu  s'expriment  en  fonclion  de 
Ann.  de  Mathémat.,  4"  série,  l.  X.  (Novembie  lyio.)  3'2 
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llu/  par  les  formules 

(3) 


ch  M  = 
sh  u  = 


y/i  —  ih-  u 
y/i—  ih^a 


Les  nolalions  cli,  sh,  ih  se  lisent  respeclivemenl 
cosinus  hyperbolique,  sinus  hyperbolique,  tangente 
hyperbolique,  el  ces  dénominations  seront  jiistifîées('). 
La  variable  u  d'une  fonction  hyperbolique  prend  le 
nom  à' argument. 


2.   On  a  donc 


4) 


ch  u  = 


sh  u 


ihu 


•  u  _u   p—U 


711  f>  —  ll 


!JM  P  —  U 


■>  u  _L.  p—U 


3.  La  fonction  chu  est,  comme  on  l'a  dit,  une  fonc- 
tion paire  ;  elle  est  essentiellement  positive.  La  fonction 
sh«  est  une  fonction  impaire,  ayant  le  signe  de  u,  et  il 
en  est  de  même  de  la  fonction  thw,  La  variation  de  ces 
fonctions  est  résumée  par  le  Tableau  suivant  : 


u 

—  zr. 

() 

-!-  oc 

ch 

-+-  oc 

dccioit 

I 

croit 

—  X 

si. 

—  oc 

croît 

o 

croit 

-+-  oc 

Ih 

—  1 

croît 

G 

croit 

-f-  I 

(')  L'ordre  ydnpté  ici  pour  rexpusilion  analytique  cadre  bien 
avec  celui  de  l'exposition  géouiétrique,  pour  laquelle  on  établit 
.d'abord  (§  IV)  la  formule  de  Mercator 


M  =  L  (  ^  4-  ^' 


Un  cosinus  livperholique  o.sl  l'inverse  du  cosinus  circu- 
laire d'un  arc  compris  enire  — -  el  + -»  et  l'on   peut 

choisir  l'arc  qui  a  même  signe  que  l'argument  si  celui- 
ci  est  donné.  Un  sinus  hyperbolique  est  une  tangente 
circulaire,  une  tangente  hyperbolique  est  un  sinus  cir- 
culaire, et  Ion    peut  prendre  l'arc  entre  — --et  -h— • 

Nous  reviendrons  sur  ce  point,  en  considérant  l'angle t 
qui  est  rain|)litude  hyperbolique  de  l'argument  u. 

On  a  les  courbes  suivantes,  dont  la  première  est  une 
chaînette  : 

Fig.  I. 


y  —  ihu. 


gll-t-V+.. 


«"xe^x.  . 


(5)  cIi(m-}- f -(-.  .  .  )  4- sh(M -f- p -i-..  .  ) 

=  (chu  -i-  sli  f^)(chr  —  shf  1.  .  .. 

Cette  relation,  joinle  à  celle  que  l'on  obtient  en  cliiu)- 
geant  les  signes  des  argumerits.  donne  les  foirnuics 
d'addition    dos   fonclions    li vp('ib()lii|ii<>s.    On    a     pour 
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doux  ariîurMents 


(6) 


ch(«  -T-  t')  =  rli  ;/  ch  f  -i-  sh  ;<  sht', 
sh  (  a  -h  v)  ^=  sh  u  chi?  -f-  ch  u  sh  v, 

th  u  -+-  th  V 

ih  (  ;<  -h  i'  )  = 


1  +  ih  u  th  ^" 
On  a  en  particulier 

I    ch  1  u  =  ch-  u  -+-  *h-  II. 
]  sh  9.11  =  ash  «<  ch  «. 


hii     =ch2-— sh2-, 

•2  1 


7) 


t  h  ■/  // 


■2tii  a 
I  —  \.\\-ii 


1    ÛMl 

i 

th  ;/ 

=  2sh  —  ch  — , 
1         -x 

2  ih  - 

2 

1  — th2- 

2 

on  en  déduit 

'h  w  +  I   =2  ch'^  —  j 


(8;         'du/  —  1   =  >  sh-  —  ) 

ch  u  —  I  ,  „  u 

en  it  -V-  I  2 


chu  —  I 
s  h  « 

cil  u  -T-  1 
sh  M 


1    "" 
^  th  -  , 

2 

=  col  11  - 


la  fonction  coth  étant  l'inverse  de  la  fonction  th. 
On  a  encore 


(9) 


<    sh  u 


th  u 


I  —  -2 


th  -  —  z. 

2 


On  transformerait  facilement  en  produits  les  quan- 
tités ch/?  zb  cli^,  sh/>4-sh^. 


o.    La  (Klinilic^n  des  fonctions  iijperboliques  donne 


(  4«5  ) 
iinmédlalemenl 
(lo)     (chH)'=sh«,         (sli  m)' ^  cil  «,         (ihu)' 


IF.   —  Fonctions  hypekboliques  inverses. 

0.  La  (jiianlité  arg  ch  J?  a  deux  valeurs  opposées 
pour  une  inênie  valeur  de  .r  ;  chacune  des  quantités 
arg  sh.r,  arg  thic  est  bien  déterminée  si  l'on  se  donne  x. 

De  même  que  les  fonctions  hyperboliques  directes 
s'expriment  au  moyen  de  la  fonction  exponentielle,  les 
fonctions  hyperboliques  inverses  s'expriment  au  moyen 
de  la  fonction  Inverse  de  l'exponentielle,  c'est-à-dire 
au  moyen  du  logarithme.  On  pourrait  partir  des  rela- 
tions (4),  multiplier  les  deux  termes  de  chacun  des 
seconds  membres  par  e",  résoudre  par  rapport  à  e".  ...; 
mais  cette  résolution  est  toute  faite  par  les  formules  (i  ), 
en  tenant  compte  de  la  pi-emière  des  relations  (2).  On 
a  ainsi,  en  remplaçant  par  exemple  chu  par  x,  et  u  par 
argch.r, 

arg  ch  J"  =  L{x  -■-  t  /a-- —  1  ),         j:'>Ii 


(•I) 


i  étant  le  signe  de  l'argument, 

arg  shx  =  L( X  -T-  y/x-  -h  i  ), 

I        I  — ^  X 

arg  ih.r  =  -  L  — ,  —  i  <  .r 

21  —  X 


les  deux  nombres  xzt.\,^x- —  1  sont  inverses,  et  leurs 
logarithmes  sont  bien  deux  nombres  opposés. 

7.   Voici  les  dérivées  de  ces  fonctions  : 

1    (argcliJ-)'     ou     [L(r  4- £  v/r"'' — '  )j  =  ==- ' 


(il 


t  étant  le  signe  de  l'argument, 

(argsh.r)'     ou     [\Ax  -^  /./■*  -;-  1  >]'  —  

\'x--i-i 


(  a  ru  th.r  )'     ou 
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dans   cette    dernièie   foniuih;    x  est    supposé    compris 
entre  —  i  et  +  i ,   mais   on    a   encore,  en  introduisant 
la  fonction  colh,  inverse  de  la  (onction  tli, 


(ai 


g  colh  j")      ou        -L = 

^  '  [u      .i-  —  1  J  I  ~  .r2 


pour  x-  >>  I . 

On  a  donc  les  intégrales  indélinies  suivantes 


,/  -v/ 


dx 


rgch^r    ou    L\x  ^z\^x- — i)     (^^Oj 


y/a--  —  1 
argument  ayant  le  signe  z, 


;i3)/  j 


,Ij 


/•    dx 

J    I  —  X- 

l"     dx 
.1    i  —  X- 


=  argshj7     ou     L{x  -h  \/x-  -i-  i  ), 


1  '  f    ' 

=  arg  Ih.r     on       -  L  — 


argcnili^     ou     —  Iv- 


^,.r<— I  / 


et  l'on  peut  écrire  dans  tous  les  cas 
dx 


J 


=  -L 


au  j)oint  de  vue  de  l'intégrale  définie,  celle  dernière 
formule  suppose  que  la  variable  ne  traverse  aucune 
des  deux  valeurs  i  et  —  i  ;  au  même  point  de  vue, 
pour  la  première  des  intégrales  (i3),  z  peut  changer 
d'une    limite    de    1  intégration    à    l'autre    :    on    consi- 

dère    /      — ?  (juand  lepoint  (a;,  y)  se  déplace  de  A  en  B 

sur  la  branche  de  l'hvperbole  équilatère  x-  —  7-=  i 
qui  correspond  à  x  positif. 


III. 


Aï 


MPLrrUUE    HYPERBOLIQUE. 


8.    On  a  \u  qu'un  cosinus  hyperbolique  est  l'inverse 
d'un  cosinus  circulaire  positif,  —  La  comparaison  des 
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formules 


ch-  U  S\\-  U  =:  l, 


lang^x  =  I 


conduit   à   définir  pour  chaque  argiiineoL  u  un  angle 
correspondant  t  par  les  formules  concordantes 

(     Chtt  COST  =    I, 

(i4  )  <  sha  =  langx 

(  th  M  =  sinx, 


<-<  - 

■2  1 


et  l'on  dit  que  l'angle  t  est  X amplitude  hyperbolique 
de  l'argument  m;  on  a  ce  Tableau  : 


croît 
croît 


On  peut  remarquer  que  la  relation  entre  u  et  -  est 
traduite  graphiquement  par  ce  fait  :  la  tangente  au 
point  u  de  la  chaînette  {^fig.  i)  fait  avec  l'axe  des  u 
un  angle  égal  à  t;  la  relation  y  =  chM  donne  en  effet 
y'^  =  sha=  tangT.  (La  relation  JK= z  donne  la  pro- 
priété   de   la   tractrice. 

9.   Si  l'on  écrit 


langT  = 


i-r2 

I-+-^2 

it 

\-^f^ 

it 

tang 


la  comparaison  de  ces  formules  avec  les  formules  (9) 
montre  que  l'on  aura  chw.  cost=i,  sh«=:  tangT, 
th/^  =  sinx,  en  faisant  3  =  ^;  on  arrive  ainsi  d'une 
manière  naturelle  à  la  relation 


(i5) 


th  —  =  tane  - 
•2  2 


(  488  ) 
due,  je  crois,  à  M.  Laisant,  et  qui  suffit  à   déterminer 
complètement  l'angle  -:  en  fonction  de  u. 

On  se  rend  bien  compte  de  cette  formule  en  écri- 
vant, d'après  les  relations  (i4)- 

-:         I  —  cos-:        ch  M  —  i  u 

tan  g  -  =  : =  ; =  ih  —  • 

^  2  «iriT  sh  u  •). 

10.  Pour  introduire  l'exponentielle  e"  dans  la  défini- 
lion  deT,  il  suffit  d'appliquer  la  dernièredes  formiiles(i) 

à  l'argument  ->  et  de  remplacer  th-   par  tang--  On  a 
ainsi 

(,6)  e"=tan-(|^^^j, 

l   u  Log  tang  (  -7  -t- 

(.7)  ^^ 

I    T.  1 

\  — -t —  =  arctange"; 

T     ,  .  T.  t:       T.  - 

-  étant  compris  entre  —  —  et  -7»    t  H —  est    compris 

1  ^  4442  f 

entre  o  et -• 

1 

On  voit  qu'une  Table  donnant  les  valeurs  de  sinr, 
COST,  tangT  peut  donner  -en  même  temps  les  valeurs 
de  th  M,  ch  M,  sh  M.  (Voir  J.  Houel,  Recueil  de  for- 
mules et  de  Tables  numériques.^ 

IV.  —   Interprktatioiv   géométrique. 

Les  formules  (1  '),  (2'),  .  . .  données  ici  correspondent 
aux  formules  (i),  (2),  ...  données  précédemment. 

11.  Lorsqu'il  s'agit  des  fonctions  circulaires,  le 
nombre  qui  mesure  l'arc  évalué  en  parties  du  rayon 
mesure  en  même  temps  le  double  de  l'aire  du  secteur 


(  489  ) 
circulaire     correspondant,     (lonsidérons    (  fig-  2)    la 
branche  d'hyperbole  équilalère 

x"- —  y"- ^  \ ,         x>n, 

et  soit  n  le  double  de  l'aire  du  secteur  hyperbolique 
AOM,  les  coordonnées  du  point   M  étant  x  et  y.  On  a 

du  =  X  dy  —  y  dx, 
o  =  ar  dx  —  y  dy, 
et,  en  ajoutant, 

d  {    .V        ;  Y    ) 

du  =  {x  —  y }  {dx  -^  dy  )  —  — '      '    ' —  ^  d\^{x  -^  y)^ 
u  =  \Ax  -f-  y)\ 

cette  formule  est  due  à  Mevcalov  (Logarilhmotechnia^ 
1668). 

On  a  donc 


[       " 

= 

L(x^y), 

1'   e"    =  X  -^ y, 

('') 

)  ""  " 

= 

L(x-y), 

ou 

JLU 

= 

\  —  m 

L , 

1  —  m 

1       „  •)  n 

l                 1  —  m 

avec 

\  .T^-^-- 

t, 

x>o, 

(->.') 

^"'  =  i-- 

et  l'on  voit  que,  la  letlre  u  dési^/ia/tt  le  double  de 
Vaire  du  secteur  hyperbolique  AOM,  les  coordon- 
nées X  et  y  du  point  M  sont  ch  u  et  sh  w,  le  coefficient 
angulaire  m  de  la  droite  OM  est  ih  //. 

Ainsi  s'explique  le  nom  de  fonctions  hyperboliques 
donné  aux  expressions  ch^^,  shw,  [\\u.  La  branche 
d'hyperbole  équilalère  considérée  est  en  même  temps 
la  meilleure  courbe  représentati\e  de  la  variation  de 
ces  fonctions. 

La  dernière  des  formules  (i')  peut  s'écrire,  en  dési- 


(  490  ) 
gnanl  par  tx  l'angle  .rOM, 

I  -!-  m  - 

e'-'^  =  =  tang     -  -^ 

•  —  "'  \  4 

12.    Si  l'on  a  entre  des  aires  AOM,  AOMj ,  AOM,, 
la  relation 

i/  =  M,  -+-  H., -(-  . . . , 

on  a,  d'après  la  formule  de  Mercator, 


(5') 


ta 


X  —  y  =  (xi—  yi){x^_—  y^).... 


Moivre  s'est  occupé  le  premier  de  la  multiplication 
du  secteur  hyperbolique  par  un  nombre  entier  et  a 
obtenu,  pour  u=inUi, 

x^  y  =  (xi-{-  yi)" 

{Miscellanea  analytica  de  seriebus  et  qaadraturis, 
i;3o);  c'est  ainsi  f|u'il  a  été  conduit,  en  passant  de 
l'hyperbole  équilalère  au  cercle,  à  la  célèbre  formule 
qui  porte  son  nom  (  *  ). 

13.  Si  l'on  définit  ch  a  et  sh  11  comme  étant  les  coor- 
données du  point  M,  avec  11=^  2  sect.  hyp.  AOM,  il  est 
facile  d'établir  géométriquement  les  formules  d'addi- 
tion des  fonctions  hyperboliques,  comme  je  l'ai  montré 
ailleurs  (Mathesis,  igoo,  p.  24')-  ^^  démonstration 
classique  des  formules  d'addition  des  fonctions  circu- 
laires, que  Ton   se  propose  d'imiter,    repose  en    effet 

(')  Les  quelques    renseignements    historiques    donnés    ici    sont 
empruntés  à  un  article  de  Hoiiel  {Nouvelles  Annales,  1864,  p.  4'7)- 


(  19'  ) 
iiiii(|ii('inciil  siif  1;)  possibilité  de  déplacer  l'origine  des 
arcs;  or  le  déplacemenl  analogue  dans  le  cas  des  fonc- 
tions hyperboliques  est  parfaitement  réalisable,  en  con- 
sidérant deux  diamètres  conjugués  au  lieu  de  considérer 
les  axes.  Je  me  bornerai  sur  ce  sujet  à  cette  sim|de 
indication. 

Lorsqu'on  procède  ainsi,  les  dérivées  des  fonctions 
lijpeiboliques  s'obtiennent  comme  celles  des  fonctions 
circulaires. 

14.  En  (-e  (]ui  concerne  les  fonctions  hyi^erboliques 
inverses,  on  a  ceci  :  Dans  la  formule  de  Mercatoi', 

u^^L{x-\-y)         ix"^ — j/2=i,a?>o), 

X  et  y  sont  chu  et  slw/,  de  sorte  que  a  est  l'arguinenl 
qui  correspond  à  un  cosinus  hvperboli(|ue  égal  à  x^  à 
un  sinus  hyperbolique  égal  k  y^  on  a  ainsi,  en  dési- 
gnant pars  le  signe  dcj^, 

',    K  =  arj;  ch  a-   =  \,{x  -\r  y )  ^=  L{x  -^  t  \J x''-  —  i  ), 
«  =  argshjK   =  L(ar-f-7-)  =  L(7--f-     /pTl)) 

1  •     r     /  I  "-   '"     \ 

u  —  AV"  ih  m  =  -  L     (  1  ). 

•;>.      \  :  —  m  / 


(II') 


On  a 


du          I 
dx         y 

du           1 
dy          X 

du               : 

1 

dm         1  — 

ni- 

,     ,.  '  «'Z"  '  r  dx  r  dy 

(12  )  '-—=-,  "  =    /     ==    /     -^' 

dy  X  J     y        i'      ^ 


(')  Bien  eiilciidu,  en  ce  qui  concerne  la  formule  de  Mercalor,  on 
aurait  pu  exprimer  du  en  fonction  de  x  seul  ou  de  y  seul,  et 
obleiiir    u  =^  h\x -r  c\^' x- — i) en   supposant    connue    l'inlé- 

gralc     /  • 


V^-  .    /. 


(  49'->-  ) 

comme  on  le  voit  immédialemeiiL  |jar  les  relations 
édiles  au  début  du  n°  11. 

13.  Le  point  M  de  l'hvperbole  correspond  à  l'argu- 
ment u,  et  le  point  M'  du  cercle  à  Tamplilude  t,  de 
sorte  qu'on  a 

u  =  i  secl.  Iiyp.  AOM,         -  =  -».  sect.  ciicul.  AOM  ; 

la  formule  ch  u.  cost^  i  donne  d'abord  OP.  OP'=:OA, 
de  sorte  que  P  et  P'  sont  conjugués  par  rapport  à  lliv- 
perbole  et  par  rapport  au  cercle  :  MP'  est  la  tangente  à 
l'hjperbole,  M' P  est  la  tangente  au  cercle.  Les  for- 
mules sliw  =  tgT,  sin':=thf<,  donnent  PM  =  AT', 
P'M'  =  AT. 

Les  points  A',  M',  ^Isont  en  ligne  droite^  car  la  con- 

,.  .  ,.,  ...         ".    P'M'       PM     ,     . 

dition  pourqu  il  en  soit  ainsi,  savoir  -p-rrr  =  Fm'  devient 
'  *  FA  r A 

successivement,  par  élévation  au  carré, 

P'A.P'A'        PA.PA'  P'A  PA 


P  A'  PA'  ^  ^  ^^ 


7  > 


ce  qui  a  lieu;   ce  fait  donne  une  construction   très 
simple  du  point  M'  d'après  le  point  M. 

La  polaire  du  point  A'  par  rapport  au  système  des 
deux  droites  P'M',  PM  est  la  tangente  en  A  ;  les  tan- 
gentes MP'  et  M'P  se  coupent  donc  en  un  point  I  situé 


sur  la  tangente  en  A. 


La  relation  th  -  =  tan"  -  s'interprète  comme  il  suit  : 

Le  point  M  de  l'hyperbole  et  le  point  M'  du  cercle  se 
rapportant  respectivement  à  un  argument  u  et  à  l'am- 
plitude correspondante  t,  la  droite  ON  qui  se  rap- 
porte à  l'argument- se  confond  avec  la  bissectrice 
de   Van^le  AOM';    cette  bissectrice   est    d'ailleurs    la 


(  49^  ) 
droite  01;  elle  esl  parallèle  à  la  droite  A'M,  et  ce  (ait 
se  reiroiivera   plus  loin    (n"    18)  :    il   en   résulte   (|ue, 
lorsqu'on  pose 

Ih  —  ^  lang      =  /, 
■2  "2         ' 

t  esl  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  A'M'M  (para- 
mètre unicursal  pour  riijperbole  et  pour  le  cercle). 
La  transformation  (pu  donne  la  formule  (i") 

I  -t-  m 
e-"-  —  -=  tanj 


a  été  applicpiée  précédemment  au  point  N,  dont  Targu- 
ment  est-  et  pour  lequel  [j.  a  la  valeur  -;  c'est  ainsi  que 
l'on  a  obtenu  au  n"  10 


«=Li^  =  Ltang(^-^;;): 


I  ■+■  t 

e"  =  =  tang  , 

i-t  ^  \.i 


L'accord  des  formules 

■).u  —  L  lang  i'j  —  u  ) , 

exige  naluiellemenl  (pTon  ait 

'"""(r  •')=■•  """(i-^ à)' 

celle  relalion    résulle  de  l'C  qu'on  a   \m   au  n"    1^.   Tmi- 
g'umenl  tlii    point   I\î  élanl  double  de  (^elui   du  |)oinl  \, 

et  les  valeurs  des    angles   .z"  OM  el  ./■  0.\   élanl  ;jl  cl  -; 


(  4çM  ) 

cette  même  relation  équivaut  d'ailltars  à  la  rela- 
lion  tang  a  =  sinT,  le  second  membre  ayant  pour  va- 
,  1  —  sin  T 


leur 


V.    —   L'hyperbole  équilatère  rapportée   a  ses 

ASYMPTOTES. 

16.  Soient  OX,  OY  les  asymptotes  de  l'hyperbole 
équilatère,  et  désignons  par  X  et  Y  les  coordonnées  d'un 
point  M  de  la  courbe  par  rapport  à  ce  système  d'arcs. 
On  a  les  formules  de  transformation 

et  l'équation  de  la  courbe  est 

XY  =  -. 

Les  formules  (i'),  (i")  donnent,  pour    la    brandie     de 
courbe  qui  correspond  à  Xet  Y  positifs, 

M  =  L(Y/â),  I      e"  =  Y/^., 

-    ii  =  L(x/ï),  )   e-«  =  Xv/i, 


2?<  =  L  tangXOM,  (     e2«  =  tangX0M; 

la  démonstration  directe  de  ces  formules  serait  d'ailleurs 
très  simple. 

17.   Pour  l'addition  des  arguments,  on  a  ici 

1    VYo=  Y,Y,. 
Il  =  11^-^  ,/,  ,  -^^0=  X,X,, 

tangXOSl  r=:  tan- XOiM,  tans ^^O^I.,, 


(  49^  ) 
Xq  et  Yq  étant  les  coordonnées  (  —j=.-,—p  )  du   point   A. 

\sj-x     yj;.) 

Par  exemple,  Taire  AOM  étant  double  de  l'aire  AON, 
on  a  {fig.  2) 

tangXOM  =  tang^  XON  =  lang^O. 
Fig.  2. 

T' 


18.    Soient  A  et  B  les  coordonnées  d'un  point  C  pris 
sur  la  courbe  (,//i?.  3).  On  écrit,  comme  si  Ton  voulait 

■    •       ,                  ,              •            ,    V  —  Pi 
iiilrodiiire  le   païamctre   unicursal  ^^ , 

Y  —  I?        A  —  X 


d'où 


Y        A 
B  -  \' 

lang(X'X,  CM) 


1; 
Y  —  B 


et,  par  suile, 


lang2(X'X,  CM)  =-lang(OX,  OM). 
A 

On  a  donc,  en  considérant  un  second  point  Mo, 

lang2(X'X,  CM)   __   tang(OX,  OM) 
tang2(X'X,  CMo,)  ~  t;ing(OX,  0M„)' 


(  496  ) 

de  sorte  que,  Mo  et  M  étant  donnés,  la  valeur  du  rap- 

tan»(X'X.  CM)         .     i         *  i  -,  i 

port v>  X-   .,,.     reste  la  même  quel  que  soit  le  point 

'  tang(X\,  CMo)  ^         ^  ' 


ri«.  3. 


C  pris  sur  la  courbe,  et  égale   à  la  rticine  carrée  de  la 

,          j                        tangfOX,OM) 
valeur  du  rapport , ,, ,.   ,,  .,   / 

^  '  tan  g  (O  X,  ()  Mo) 

Pourchaque  position  du  point  C,  menons  OPq  etOP 
parallèles  à  GMq  et  CM,  de  manière  qu'on  a 


lang(OX,  OPj    _      /taiigiOX,  OM)  . 
lang(OX,  OPu)  ~  V     ta"g(OX,  OMo)' 

d'après  la  dernière  formule  du  n"  16,  celte  relation 
peut  s'interpréter  ainsi  :  Le  point  C  variant  sur  la 
courbe,  l'aire  du  secteur  variable  (OPo,  OP)  reste 
constante  et  égale  à  la  moitié  de  l'aire  du  secteur 
i/H'ariable  (OM,,,  OM). 

Si  l'on  prend   le  point  C  en   V,  Tiiire  AON  (/ig-  '-i) 
est  moitié   de  l'aire  AO-M,  OX    étant    parallèle  à  A'M, 


(  1;>7  ) 

comme  on  la  déjà  vu  à  propos  de  la  formule 

lli  -  =  lang  -  • 

1  ^  ■}. 

Le  fait  analogue  pour  le  cercle  esl  une  traduction  du 
théorème  de  l'angle  inscrit;  ce  fait  se  conserve  par 
projection  pour  l'ellipse,  et  l'on  pourrait  conclure  de 
l'ellipse  à  rhv|)erl)ole  en  invoquant  le  princijx;  de 
continuité. 

\(3TJi;. 

La  question  suivante,  dont  j'emprunte  l'énoncé  au 
Cours  de  Mécanique  rédigé  par  M.  Appell  pour  les 
élèves  de  IMalliémati(|ues  spéciales,  constitue  un  exer- 
cice intéressant  sur  l'angle  amplitude. 

Suivant  quelle  loi  un  point  doit-il  décrin'  une 
circonférence  pour  que  son  accélération  soit  propor- 
tionnelle à  sa  vitesse? 

Si  l'on  désigne  par  m  la  vitesse  angulaire 

on  doit  avoir,  en  désignant   par  a  une  constante  (nie 
l'on  peut  supj)oser  positive, 


ou  encore 


R.„/.^R.  (^^y^^a^K^,,,, 


R2io.^R2ioî   (  ^  j'^  a2K2o)-2, 


c'est-à-dire 

flixi 

il  ) 

^=toMa^-.o^ 

ou  eiic<iie 

^/(tJ 

(3j 

-jn  =   t\  a'  — ../•;. 

(  498  ) 
La  relation  (2  )  a  lieu  eiilre  to  et  ^,  la  relation  (3)  a 
lieu  entre  10  et  ()  ;  on  peut  écrire,  -J  étant  le  signe  de  co, 


(•2') 


(3') 


•xdt  = 


dH  = 


(^) 


^^'\/^ 


c/- 


V'~S 


De  même  que  les  formules  p  =  — ,  ch'^^^(t'^lt  don- 
nent V  dv  =z'^[ds^  qui  conduit  au  théorème  de  la  puis- 
sauce  vive,    les    formules    co  = -7- >  Rf/co=v^<:/^  don- 
'                                          dt                      ' 

nen t  K co  r/(o  =  y^  a4  ;  on  a  ainsi  y^  =  K  -y-j  -'f  =  1»^ ^"^  ~m^ 
ce  qui  fournit  les  deux  expressions  de  y-  employées 
ici. 

Première  mp:thode.  —  On  peut  intégrer  séparément 
(2')  et  (3').  On  a  dabord,  en  plaçant  l'origine  des  dates 
à  l'instant  où  l'on  a  to  =  a, 

ai  =  arg  en  —  » 


l'ariiument,  c'esl-à-diie  y.t,  avant   le  signe  — ss';  on  a 
donc 


—  =  ch'xt 


ch  a  /  ' 


avec  /  jjositif,  si  t  augmente,    —  augmente,  et  il  faut 

bien   — tt' z=z -\-  dans  la  relation  (?-');   avec  t  négatif, 
il  faul  —  ££'  =  —, 


(  499  ) 
On  a  ensuite,  en  disposant  de  l'axe  polaire, 

(j  =:  arc  cos  —  > 

a 

l'arc,  c'est-à-dire  H,  a\ant  le  signe  — s;  on  a  donc 

—  =  cosi)  : 
a 

avec  H  positif",  si  H  augmente  de  o  à -»- diminue,  el  il 
faut  bien  e  =  — -  dans  la  relation  Ç.V )  ;  etc. 


On  a  doiK 


(4) 


=  cosO 


cil  -xt 

et  la  loi  du  mouvement  est  donnée  par  la   relation 

())  cosO  X  cil  af  =  I . 

Si  l'on  diftérentie  la  relation 

co«0  X  dix/  =  I, 


on  obtient 
on  en  déduit 


taiigO  =  lii  2/  ; 


sinOr=tl^a^         tanïO  =  slia/: 


les  formules  (5)  et  (6)  expriment  que  l'angle  0  est  ce 
qu'on  appelle  l'amplitude  de  V argnmenl  hypothé- 
lifjiie  y. t. 

On   a  ce  Tal)U;au  : 


AiiTisK  MF.iHOUK.    —   Après  avoir  intégré   ré(pialion 


(   ooo  ) 
(2'),  ce  qui  donne 


a        cïioct 
on  peut  avoir  recours  à  la  relation  d):  on  a  ainsi 


et,  par  suite, 


c\\xt 
=  2  arc  tang  (  tli  —  1, 


("■Tj^ 


OU 


0  a< 

(71  taiig  —  =:  th  —  ; 


2  2 


c'est  la  formule  de  M.  I^aisant  pour  l'angle  amplitude. 
De  même,  après  avoir  intégré  l'équation  (3'),  ce  qui 
donne 

^  A 

—   =  COSO, 

a 
on  peut  avoir  recours  à  la  relation  (1^;  on  a  ainsi 

dO 

■xdt^  S 

cos6 

et,  par  suite, 

2/=  Logtang(^---  ^j; 

c'est  la  relation  {-')  résolue  cette  fois  par  rapport  à  t. 

Remarque.  —  Les  valeurs  de  l'accélération  tangen- 
tielle  et  de  l'accélération  normale  sont  respectivement 

_  ûfiu         —  R  a^  sh  a  f  „    .     •    r,         ,. 

R__  =  _ ^_  Ra!  sinÔ  cosO. 

dt  cn^a^ 

R  "ï"' 
Raj2=.      — 1  =  Ra^cos^e-. 

si  A    désigne  l'angle   du   vecteur  MO   avec  le   vecteur 
accélération,  on  a  donc 

tangX  =  langô,         À  =  6; 


(  '^f"  ) 

en  désifi;nant  par  I  le  point  où  la  direction  du  vecteur 
accélération  rencontre  Taxe  polaire,  le  triangle  OIM  est 
isoscèle. 

On  a  ce  Tableau  : 


t 

—  oc 

—  t' 

o 

4-  t' 

e 

}. 

"  4 

<) 

*1 

a/;^ 

a  /â 

•2 

2 

in 

o 

.Max. 

o 

Min. 
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SUR  L'ÉQUATIOX  Al]X  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
DES  SURFACES  RÉGLÉES; 

PAn  M.  V.  JAMET. 


M.  Bricard  ('),  citant  un  travail  du  regretté  profes- 
seur Raft'j  au  sujet  d'une  certaine  catégorie  de  surfaces, 
lait  allusion  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  des 
surfaces  réglées.  Parmi  les  jeunes  gens  qui  lisent  cette 
publication,  il  en  est  peut-être  qui  trouveront  quel([ue 
intérêt  à  savoir  comment  on  peut  établir  celte  équa- 
tion, et  comment  on  peut  l'intégrer. 

i"  Soient 

X  =  az  -r  a, 

y  =  bz  ->r  '^ 

les  équations  d'une  droite,  mobile  sur  la  surface,  a,  6, 
a,  1^,  désignant  des  fonctions  d'un  même  paramèlie  u. 


(')  Nouvelles  Annales,  ']\x\\\it\.  1910. 
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Si  l'on  désigne  les  dérisées  de  ces  fondions  par  a',  6', 
a',  p'  el  si  l'on  différenlie  la  première  d'entre  elles  par 
rapport  à  x^  puis  par  rapport  à  y\  enfin  si  l'on  élimine 
a' z -\- ^x'  entre  les  deux  équations  obtenues,  on  trouve 

du  dz 

-—         I  —  a^- 
dx  dx 


du  dz 

dy  dy 

En  traitant  de  la  même  manière  la  deuxième  de  nos 
équations,  on  trouve 

du  .  dz 

ày  ^  d_y^ 

du  dz 

dx  dx 

De  ces  deux  dernières  équations  résultent  celles-ci  : 

/     ^  àz         ,dz 

(a)  a- o —  =1 

^  dx  dy 

et 

du 

du  a 

DifFérentions  encore  l'équation  («)  par  rapport  à  :r  et 

.  1 •      •                 I  à^  1 1  dz  11 

a  y;  eJiminons  a h  w  t-  entre  les  deux  équations 

•^  dx  dy  T 

obtenues,   et  tenons  compte   de  l'équation  (b)  ;   nous 
trouvons 


ou  bien 


d^z        ,     d^z 
dx*            dx  dy 

= 

b 

d^z             d^z 
dx  dy           dy^ 

a 

d^z             ,     d'-z 
dx^                ox  dy 

b^ 

d*z 
dy^='' 

(  5o3  ) 
Traitons  celle    dernièie    écjiiatiou    (c)    de   la  même 
manière.  Nous  en  clLcIiiisons 


^  dx-*  Ox-  i)f 


ia/y 


0^. 


f)x  Of'^ 


b^ =  o. 


Enfin  l'élimination  de  -  entre  les  équations  (c),  (d) 
nous  fait  connaître  Téquation  cherchée  sous  la  forme 


(A) 


d- z  à'^  z  0' z 

dx'^       "  dx  Oy  dy'^ 

d-z  d-z 

o  T-r  2- 

ox^  ox  Oy 

ôiz 
o  o  -^ — - 

ox- 

0-iz      „     d'^z        .,     d'^z 
i)x^         âx'^  ây        Ox  ày'' 

d^z  ^  _à^J_      ,  

dx^  ôx-  Oy        Ox  Oy-     Oy-* 


1°  Pro|)Osons-nous  maintenant  d'intégrer  celle  équa- 
tion, comme  si  nous  ne  savions  rien  sur  sa  provenance. 
Si  elle  est  vérifiée,  il  J  a  une  solution  commune  aux 
deux  équations  suivantes 


O'-z 

o 

O-^z        O^z 
Ox  Oy      ày- 
O^z 
ôy^ 

O^z        O^z 


(e) 


Ox-         '    Ox  Oy 


A2 .    =    O, 


(/)        ^..3), -4^ 

^•^  ^  Ox-*  Ox-^  Oy 


3  Xî 


O'^z 
Ox  Oy^ 


où  l'inconnue  est  désignée  par  X.  En    différentiant  la 
première,  par  rapporta  x  et  par  rapport  ày,  on  trouve 


O^z  .      0-*z 

Ox^  dx- Oy 

d^z 


/2 


0-i  Z 

ity-  dx 


\px  Oy 


.    <y2  Z  \   Ok 

dy^-)0x 


.     O^z  ^.,0*z  /  O^z  'f^--=^\^_ 

dx'^  oy    '        'dxOy^  Oy-  \0x  Oy  Oy*  /  Oy 

En  ajoutant  membre  à  membre   ces   deux  dernières 
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éqnalioiis,  après  avoir  multiplié  tous  les  termes  de  lii 
deuxième  par  A,  et  en  tenant  compte  de  i'érpiation  (  /  ), 
on  trouve  encore 

4-  A-— -  —  -I-  A—  1    =   (). 


Ox  Oy  dy-  J  \àx  ôy 

De  là  deux  hypothèses  à  examiner,  suivant  que  l'un 
ou  l'autre  des  deux  facteurs  ci-dessus  est  nul. 

Si  l'on  a 

iï^z         ,  o^z 

A-^  =  o, 


dx  dy  dy- 

l'équation   (e)   admet    une   racine    double,   et  l'on    en 

conclut 

d-^z    V       à'-z  d^z 


dx  dy  /  dx-  dy- 

el  l'intégrale  qui  s'ensuit  est  l'équation  d'une  surface 
développable. 
Si,  au  contraire, 

d\       .  dl 

(e)  r-  A  —  =  o, 

■    *^  dx  oy 

l'intégration    de    celte    équation    linéaire    conduit   au 
résultat  suivant 

y  =  >-^^ /(>'), 

^désignant  une  fonction  arbitraire. 
Soit  encore 

(  h\  —')  —  —  ,■ 

dx  dy        ' 

on  trouvera,  par  dilTérenlialiou, 


d^z 
dx-' 

.     d^z 

A 

dx  Oy 

àz  dl 
^  dy  dx 

dx 

d^z 

.  d-iz 

dz   Oh 

dix 

dx  dy 

'     <J.r- 

dy  oy 

-  oy 

(  ju5  ) 
puis,  en  veilii  des  (•(jtiation.s  (e)  et  {g)- 

du.       -  f)]x 
ox  ay 

La  comparaison  de  celle  équation  avec  l'équation  [g) 
montre  que  le  déterminant  fonctionnel  de /.et  de  a  doit 
être  nul.  On  en  conclut 

'i  désignant  encore  une  fonction  aibitraire. 

t  o 

Soit  enfin 

et  par  conséquent 

ôz  ,  ,  .    0\        fh 

=   C5  (  /.  )    —  ^  O   (  /.  I -—  > 

Ox  '  (Jx        (Jx 

ôz  ,  , ,  ,  àK         &j 

ày  ày        dy 

On  en  déduit,  en  tenant  compte  des   équations  (g), 

O  = -A  > 

éx  (Jy 

puis,  en  comparant  cette  dernière  équation  avec  (g), 
V  =  ■!/(>.), 

•b  désignant   une   fonction  arbitraire.  Donc  l'équation 
(^g)  devient 

et  l'intégrale   cherchée  résultera  de  l'élimination  de  A 
entre  celte  tiernière  équation  et  l'équation 

y  =  lx^fil), 
trouvée  antérieurement.  Donc  enfin  l'équation  aux  dé- 


(  5o6  ) 
rivées    partielles    (A)     ne     convienl    qu'aux    surfaces 
réglées. 


[R5a] 

m  CAS  PARTICULIER  D'ATTRACTIO\  D'll\  CORPS 
SLR  m  POI^T  ÉLOIGNÉ; 

Par  m.  Emile  TURRIÈRE, 

Professeur  au   Lycée  d'AIençon. 


Soit 


Ax^-r-  Bj2_,_c^2— I  =  o 


l'équation,  par  rapport  à  ses  axes  de  symétrie  Gxyz,  de 
l'ellipsoïde  central  d'inertie  d'un  corps  de  forme  quel- 
conque et  de  masse  M  ;  un  point  de  coordonnées  X,  y,  s 
et  situé  à  une  grande  dislance  /•  du  centre  de  gravité  G, 
étant  attiré  par  chaque  point  du  corps  suivant  la  loi  de 
Newton,  la  résultante  de  ces  attractions  sur  le  point 
est  la  force  qui  dérive  du  potentiel 

\  =  —  -+.J—[(B-hG  —  -2A)x'--h{C-i-A  —  2B)y^ 

Il  résulte  de  cette  formule  connue  que   le  potentiel 

,j    .  .   ,  .        M      ,  ,  . 

se  réduit  au  potentiel  newtonien  —  .    lorsque  le  point 

attiré  est  sur  une  génératrice  du  cône  équilatère  du 
second  ordre 

(B4-G  — 2A)a^2_i_(G  4- A  — 2B)x-+(A-H-  B  — 2C)52  =  o. 

Ce  cône  ne  se  décompose  en  deux  plans  réels  que  si 
l'on  a  entre  les  moments  principaux  la  relation 

G-+-A  — 2B  =  o, 
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désignant  le  monienl  moyen.  Cette  relation  carac- 
térise les  ellipsoïdes  à  plans  cycli'/ues  orthogonaux; 
les  plans  cycliques  centraux  ont  pour  équations 


ce±  z  —  o\ 


ce  sont,  par  conséquent,  les  plans  bissecteurs  des 
plans  principaux  qui  se  croisent  suivant  l'axe  moyen 
de  l'ellipsoïde  d'inertie. 

Qu'il  existe  des  ellipsoïdes  d'inertie  satisfaisant  à  la 
condition  géométrique  d'avoir  leurs  plans  cycliques 
réels  orthogonaux,  cela  est  presque  évident:  en  intro- 
duisant une  représentation  géométrique  analogue  à 
ceUe  qui  se  trouve  dans  la  Mécanique  de  Gollignon 
(t.  III,  p.  465),  l'existence  de  tels  ellipsoïdes  d'inertie 
est  liée  à  celle  de  triangles  dont  un  côté  est  la 
moyenne  arithmétique  des  deux  autres  côtés,  c'est- 
à-dire  de  triangles  tels  que  la  droite  qui  joint  le 
centre  du  cercle  inscrit  au  centre  de  granité  est  pa- 
rallèle au  côté  moyen.  Des  triangles  de  cette  nature 
existent  réellement  et  ont  des  propriétés  faciles  à  dé- 
couvrir ;  on  peut  obtenir  ces  triangles,  d'une  façon  con- 
tinue, en  joignant,  entre  eux  et  à  un  point  quelconque 
de  la  courbe,  les  foyers  d'une  ellipse  d'excentricité  -  • 

Revenons  à  la  question  de  Mécanique,  en  supposant 
que  l'ellipsoïde  d'inertie  du  corps  attirant  est  à  plans 
cycliques  orthogonaux  et  en  remarquant  que  c'est  pré- 
cisément en  les  deux  plans  cycliques  centraux  que  se 
décompose  le  cùne  équilatère.  Si  le  |)oint  matériel 
attiré  est  assujetti,  par  une  liaison  bilatérale  et  sans  frot- 
tement, à  rester  dans  l'un  quelconque  de  ces  deux  plans, 
et  sur  une  droite  passant  par  G,  le  potentiel  se  réduit 
au  potentiel  newlonien  ;  le  point  est  donc  soumis,  en 
outre  d'une  force  normale  qui  est  détruite  par  la  réac- 
tion de  cette  droite,  à  l'attraction  qu'exercerait  la  masse 
totale  M  concentrée  en  G. 
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Nous  obtenons  ainsi  le  théorème  suivant  :  Etant 
donné  un  corps  dont  L'ellipsoïde  d'inertie  a  ses  plans 
cycliques  centraux  orthogonaux,  on  assujettit  un 
point  matériel  éloigné  à  rester  sur  une  droite  pas- 
sant par  G  et  située  dans  C un  quelconque  de  ces 
deux  plans,  ce  point  étant  uniquement  soumis  aux 
forces  atlractiKes  qui  émanent  des  divers  points  du 
corps;  dans  ces  conditions,  ce  point  matériel  décrira 
la  droite  comme  s'il  était  libre  el  attiré  par  le 
point  G. 

Voici  une  application  numérique,  dont  j'emprunte 
une  partie  des  calculs  au  Ijcau  problème  de  Mécanique 
lationnelle  qui  lit  l'objet  d'une  composition  pour  le 
concours  de  1890  de  TAgréj^ation  des  Sciences  mathé- 
matiques. 

Le  corps  attirant  est  un  tétraèdre  homogène  OABC 
trirectangle  en  O  et  dont  les  arêtes  ont  respectivement 
pour  longueurs 

0Â  =  v/2,         OB  =  i,        0C  =  /3; 

la  masse  étant  prise  égale  à  80,  afin  de  simplifier  les 
coefficients,  l'équalion  de  l'ellipsoïde  central  d'inertie 
du  tétraèdre  est 

12^:^4-  iby--  -  9-3--i-  is/'ixy  -^  i^^yz  -i-  •2\/6^J7  =  i, 

par  rapport  à  des  axes  (j{x,y,  z)  parallèles  aux  arêtes 
OA,  OB,  OC;   l'équation  en  S  est 

Sî_36S2+4i2S  —  i488  =  o, 

et  elle  admet  pour  racines 

A  =2(6-/5),         B  =  i2,         0  =  2(04-/5). 

On  a  donc  A  4- C  —  28=0,  et  les  plans  cycliques 
réels  centraux  sont  orthogonaux;  ces  plans  ont  pour 


(  •■>«9  ) 
éqiialions 

ly/f.T  -+-  "iy  —  y'^3  2  =  o. 

Pour  terminer,  jajoiiLerai  que  j'ai  rencontré  les  ellip- 
soïdes à  plans  cjclicpies  orlhogonau\  dans  deux  ques- 
tions de  Géométrie  rôglée  relatives  au  complexe  létraé- 
dral  et  au  complexe  de  M.  G.  Humbert.  Ces  mêmes 
ellipsoïdes  se  présentent  en  Optique,  au  titre  d'ellip- 
soïdes des  indices  pour  lesquels  les  axes  de  réfraction 
conique  intérieure  sont  orthogonaux  ;  ces  axes  sont  alors 
les  bissectrices  des  axes  extrêmes.  Il  existe  des  corps 
qui  sont  positifs  pour  certaines  radiations,  négatifs  pour 
d'autres  ;  en  adoptant  la  formule  de  dispersion  de 
Cauclij,  on  calcule  facilement  une  longueur  d'onde 
pour  laquelle  les  axes  de  réfraction  coni(|ue  intérieure 
sont  orthogonaux.  Ces  considéralions  ont  été  déve- 
loppées, par  M.  Ulysse  Lala,  dans  une  Note,  Impor- 
tance physique  des  ellipsoïdes  à  plans  cycliques 
orthogonaux^  présentée  à  la  session  d'août  1910 
(Toulouse)  de  l'Association  française  pour  l'avance- 
ment des  Sciences. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Les  Mathématiques  en  Portugal,  par  M.  Rodolphe 
Guiniaraès  (2*  édition),  i  volumç  iii-4",  '909; 
Coïmbrc,  Imprimerie  de  l'Université  ;^  Paris, 
(Taulliier-\  illars. 

La  première  édition  de  cet  Ouvrage  a  été  publiée  en  lyoo. 
lors  de  l'Exposition  univeri^elle  de  Paris,  et  fut  l'objet  d'appré- 
ciations ilalteuses  et  bien  méritées. 
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Cette  édition  nouvelle  est  très  soignée  au  point  de  vue 
typographique,  et  forme  un  gros  volume  dans  lequel  se 
trouvent  des  compléments  d'un  réel  intérêt. 

L'auteur  y  présente  d'abord  à  grands  traits  l'histoire  des 
Mathématiques  en  Portugal  depuis  les  premiers  temps  de  la 
monarchie  portugaise  jusqu'à  nos  jours.  Dans  ces  102  premières 
pages,  se  trouve  mise  en  pleine  lumière,  et  à  juste  titre,  la 
figure  du  célèbre  mathématicien  Pedro  Nunez  ;  M.  Guimaraès 
fait  ensuite  remarquer  les  progrès  dus  aux  efforts  successifs 
deMonteiro  de  Rocha,  Anastasio  da  Gunha,  Valente  de  Conto. 
Filippe  Falque,  Daniel  de  Silva.  pour  ne  citer  qu'un  petit 
nombre  des  géomètres  qui  contribuèrent  au  développement 
des  sciences  mathématiques  en  Portugal  et  leur  donnèrent  un 
brillant  essor.  Enfin,  un  respectueux  hommage,  et  bien  équi- 
table, est  rendu  au  premier  des  mathématiciens  portugais 
contemporains,  nous  avons  nommé  M.  Gomes  Teixeira. 

La  seconde  partie  de  l'Ouvrage  a  trait  à  la  bibliographie 
mathématique  portugaise  proprement  dite; cette  bibliographie 
constitue  un  véritable  catalogue  systématique  renfermant  la 
mention  d'environ  3ooo  Mémoires,  Notes,  Volumes  ou  bro- 
cliures.  Tous  ces  travaux  sont  classés  d'après  V Index  du 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques. 

M.  Guimaraès  ne  se  contente  pas  ici  de  transcrire  simplement 
les  travaux  mentionnés  ;  il  en  donne,  en  outre,  une  sorte  d'ana- 
lyse, permettant  de  se  faire  une  idée  exacte  du  contenu  de  la 
plupart  d'entre  eux.  11  résume  les  résultats,  et  parfois  ne 
recule  pas  devant  de  judicieuses  critiques,  qui  augmentent 
l'intérêt  de  l'Ouvrage  et  font  disparaître  la  sécheresse  que 
pourrait  présenter  une  simple  liste,  quand  même  elle  serait 
très  exacte  et  très  complète. 

Un  supplément  contient  la  mention  d'un  petit  nombre 
d'œuvres  omises  dans  l'édition  précédente.  Quelques  Notes 
sont  destinées  à  compléter  certaines  analyses.  Enfin,  dans  un 
Appendice  figurent  les  Œuvres  mathématiques  publiées  au 
cours  de  la  période  1906-1908. 

Telle  est  la  substance  du  nouveau  Volume  que  nous  a  donné 
M.  Guimaraès.  Nous  disons  à  dessein  «  nouveau  »,  car  les 
additions  introduites  en  augmentent  de  beaucoup  l'importance. 

Il  y  a  là  une  œuvre  profondément  utile,  un  service  rendu 
par  l'auteur  à  son  pays  et  en  même  temps  aux  mathéma- 
ticiens de  toutes  les  nations.  Gela  représente  une  somme  de 
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travail  et  une  patience  telles  que  beaucoup  auraient  reculé 
devant  la  tâche;  mais  il  y  fallait  aussi  une  grande  érudition, 
un  esprit  mathématique  très  large  et  très  compréhensif  et,  en 
outre  d'une  grande  indépendance,  mettant  le  culte  de  la  vérité 
au-dessus  de  toute  autre  considération. 

Depuis  longtemps  nous  aurions  voulu  rendre  compte,  dans 
les  Nouvelles  Annales,  de  l'œuvre  de  AI.  Guimaraès,  et  en 
dire  tout  le  bien  que  nous  en  pensons.  Diverses  circonstances 
ne  nous  l'ont  pas  permis,  à  notre  regret.  Mais  ce  retard  est 
plus  apparent  que  réel,  car  il  s'agit  d'un  Ouvrage  qui  n'e«t  pas 
éphémère,  dont  l'utilité  subsistera   pendant  bien   des  années. 

L'importance  scientifique  du  l'ortugal  est  reconnue  depuis 
longtemps;  en  matière  mathématique,  on  peut  dire  qu'elle 
est  considérable,  relativement  à  l'étendue  et  à  la  population 
du  pays.  En  prédisant  que  l'avenir  sera  digne  du  présent  et  du 
passé,  nous  sommes  certain  de  ne  pas  être  mauvais  prophète. 
Et  lorsqu'un  successeur  de  M.  Guimaraès  fera  le  tableau  des 
Mathématiques  en  Portugal  dans  un  demi-siècle  d'ici,  il  lui 
suffira  de  s'inspirer  de  son  modèle  pour  recevoir  de  nos 
neveux  l'hommage  d'une  approbation  pareille  à  celle  que  nous 
apportons  ici  sans  réserves. 

G.  A.  L. 


CEKTIFICAT  DE  MATIIÉMATIOllES  tiÉNÉRALES. 


Grenoble. 


Éprel'vk  'riiÉouiQUK.  —  On  donne  deux  axes  de  coor- 
données Ox,  OjK  rectangulaires  et  une  ellipse  dont  deux 
sommets  sont  le  point  G  et  un  point  A  situé  sur  O.r,  et  dont 
Ox  est  un  axe.  Calculer  l'intégrale 


I 


X-  dy  — y^dx. 


étendue  à  la  portion  d'ellipse  située  au-dessous  de  l'axe 
des  X,  depuis  le  point  O  jusqu'au  point  A. 

Variations  de  cette  intégrale  quand,  le  point  A  restant 
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fixe,  l'ellipse  varie:  on  prendra  pour  variable  V excen- 
tricité de  l'ellipse. 

On  considère  le  mobile  dont  les  deux  coordonnées  sont 
en  fonction  du  temps 

X  =  t\ 

y  =  t-—t. 

Trajectoire.  —  Construire  le  dia^'ramme  des  espaces, 
celui  des  vitesses.  Rayon  de  courbure  en  un  point  de  la 
trajectoire. 

Epreuve  pratique.  —  On  donne  l'équation 
x^y"  ■+-  3  xy'  -^  y  =  x-  -y  \, 

démontrer  qu'elle  a  des  solutions  entières  en  x  et  du 
second  degré. 

Démontrer  que  l'équation  sans  second  membre  a  des 
solutions  de  la  forme  x'"^  et  de  la  forme  a""'log.r. 

En  déduire  l'intégrale  générale  de  l'équation.  Déter- 

Fis.   I. 


miner  la  constante  de  façon  que  cette  intégrale  ne  con- 
tienne pas  de  terme  logarithmique.   Construire  celle  des 
courbes  trompées  qui  coupe  l'axe  des  x  au  point  x  ^=  \ . 
Calculer  l'intégrale  double 


fl 


(X-      y-  )dxdy 


(  "^''^  ) 

elendue  à  l\iire  ci-conlre 

AOB  =  (30», 
OA  =  1, 
^C  parallèle  à  Ox.  (Novembre  1909.) 

Lille. 

Première  épuklve.  —  1.  Etant  donnés  dans  un  plan 
deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  trouver  dans 
ce  plan  une  courbe  telle  que  la  sous-tangente  soit  égale 
à  Ka:,  K  désignant  un  nombre  constant  et  x  l'abscisse  du 
point  de  contact;  montrer  qu'à  certaines  valeurs  simples 
de  K  correspondent  des  courbes  connues. 

H,  i"  Etant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires Ox,  Oy,  Oz,  construire  la  courbe  (C)  représentée 
par  les  équations 

a"  =  ■.>.«  si  n-tp  ces  20,  K  = '^rt  cus'^tp  siii-2cp,         ^  =  0; 

x,y,  z  désignent  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe, 
a  est  une  longueur  donnée  et  ç  un  paramètre  variable. 

a"  Rectifier  la  courbe  (G). 

3"  Trouver  le  lieu  (F)  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  de  l'origine  sur  les  tangentes  à  (G),  construire 
la  courbe  (F). 

4°  Calculer  le  volume  de  la  portion  de  l'espace  limitée 
par  le  plan  xOy,  le  cylindre  droit  dont  la  base  est  (F)  et 
la  surface  engendrée  par  la  rotation  autour  de  O z  de  la 
parabole 

x'^=  xaz,         y  =  o . 

N,  B.  —  Les  candidats  au  diplôme  d'ingénieur  électriricn 
ne  feront  pas  la  dernière  partie  de  la  question  II. 

DEUXiÈMii  ÉPREUVE.  —  I.  Calculer  la  fonction  de  forces  U, 
(ou  le  potentiel  V),  dans  les  cas  suivants  : 

1°  Force  centrale  fonction  de  la  distance  au  centre; 

•}°  Champs  newtoniens ; 

3"  Actions  mutuelles  de  deux  points. 

II.    Une  plaque  rectangulaire  très  mince  XBCD,  pesante 
Ann.  de  Mathemat..  .'("  série,  t.  \.  (Novembre  niio.)  i\ 


(  ^'1  ) 

et  homogène^  mobile  sans  frottement  autour  de  son  arête 
AD  supposée  fixe  et  horizontale,  est  maintenue  en  équi- 
libre dans  une  position  horizontale^  à  Vaide  d'un  fil 
élastique  OE  placé  verticalement  et  ayant  son  extrémité  O 
fixe. 

On  demande   d'étudier  les  petites  oscillations  de  cette 
plaque  autour  de   sa  position  d'équilibre,  en   admettant 


que  le  fil  OE  soit  parfaitement  élastique,  que  sa  masse 
soit  négligeable,  et  que  l'angle  d'oscillation  soit  assez 
petit  pour  qu'on  puisse  confondre  l'arc  de  ce  cercle  décrit 
par  le  point  E  avec  une  portion  de  droite  verticale. 

Données  :  k^  =  a  =  io"";  AD  =  6  =  15°'°;  distance  du 
point  E  à  l'arête  AD,  EK  =  l  =  \5"";  poids  de  la  plaque  : 
p  =  I20';  allongement  spécifique  du  fil  OE  :  À  ;=  xo"™  pour 
un  poids  de  loo?.  (Novembre  1908.) 

Problèmes.  —  \.a  étant  une  longueur  donnée,  construire 
la  courbe  (T )  représentée  en  coordonnées  polaires  par 
l'équation 

/        ^ 

V 

Calculer  le  volume  de  la  portion  de  l'espace  limitée  par 
la  sphère  de  rayon  a  dont  le  centre  est  au  pôle  et  le 
cylindre  droit  qui  a  pour  base  la  courbe  (F). 

Former  et  intégrer  l'équation  différentielle  des  trajec- 
toires orthogonales  des  courbes  (F)  quand  le  paramètre  a 
varie. 


(  5i5  ) 

[I.  i"  a  étant  une  longueur  donnée^  construire  dans 
un  plan  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  la  courbe  (G) 
décrite^  quand  le  paramètre  t  varie,  par  le  point  de 
coordonnées 

X  =  a(2  cos^  -h  cos2^  ),        /  =  «(2  sin^  —  sina/;. 

2°  Former  l'équation  de  la  tangente  à  la  courbe  (G)  en 
un  point  M  correspondant  à  une  certaine  valeur  /„  du 
paramètre  ;  calculer  le  coefficient  angulaire  m  de  cette 
tangente  et  remplacer  dans  son  équation  t^  par  son  expres- 
sion en  /onction  de  m. 

3°  Montrer  qu'il  est  en  général  possible  de  mener  d'un 
point  P  du  plan  trois  tangentes  à  la  courbe  (G);  trouver 
le  lieu  que  doit  décrire  le  point  P  pour  que  deux  de  ces 
tangentes  soient  rectangulaires . 

Question  de  cours.  —  Travail  des  forces  appliquées  à 
un  système  indéformable  (translation  élémentaire,  rota- 
tion élémentaire,  cas  général). 

Epreuve  pratique.  —  I.  On  considère  dans  un  plan 
deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy  et  tes 
courbes  (G),  (G')  représentées  par  les  équations 

(G)  yi=i;^x, 

(G')  jK^=  36(37--  3)3  : 

i"  Tracer  ces  courbes  et  déterminer  les  coordonnées  de 
leurs  points  communs  A  et  B. 

2"  Calculer  l'aire  de  la  région  du  plan  limitée  par  la 
portion..  AOB  de  la  courbe  G  et  la  portion  AB  de  la  courbe  G'. 

Evaluer  la  longueur  du  contour  qui  limite  cette  aire. 

(  On  calculera  les  résultais  avec  trois  décimales.  ) 

II.  Sur  la  base  B  d'un  parallélépipède  rectangle  on 
pose  une  sphère  qui  a  son  point  de  contact  au  centre  de 
cette  base.  Déterminer  l'ellipsoïde  d'inertie  du  système  des 
deux  corps  par  rapport  au  point  de  contact. 

La  sphère,  en  cuivre,  a  o"',20  de  rayon;  son  poids  spé- 
cifique est  8,85. 

Le  parallélépipède,  en  fer,  a  pour  hauteur  o"',  y  i)  et  pou/- 


(  5.6) 

côtés  de  base  o^jSS  et  o'",25;  son  poids  spécifique  est  7,8. 

(Juillet  1909.  ) 

Epreuve  théoriqle.  —  I.  Etant  donnés  dans  un  plan 
deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires ,  trouver  toutes 
les  courbes  telles  que  le  carré  de  la  sous-tangente  relative 
à  un  point  quelconque  soit  égal  au  produit  de  l'abscisse 
et  de  l'ordonnée  de  ce  point. 

II.  i"  Construire  dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  Oa™,  Oy  la  courbe  (F)  repré- 
sentée par  l'équation 

x-(x--\-  y-)  -\~  {b^  —  a-)x^  -\-  b-y'^  =  o, 

où  a  et  b  désignent  deux  longueurs  données  (b<_a); 
chercher  l'équation  de  cette  courbe  en  coordonnées 
polaires,  O  étant  le  pôle  et  Ox  l'axe  polaire. 

•2"  Chaque  point  de  cette  courbe  est  le  milieu  d'une 
corde  du  cercle 

(c)  x-  ^ y-  =  a-  \ 

montrer  que  cette  corde  se  projette  orthogonalement 
sur  Oy  suii'ant  un  segment  de  longueur  b. 

3°  Calculer  l'aire  de  la  portion  du  plan  limitée  par  {Y). 

4°  Calculer  le  volume  de  la  portion  de  l'espace  limitée 
par  le  cylindre  droit  qui  a  pour  base  (V )  et  la  sphère 
dont  (G)  est  un  grand  cercle. 

Question  de  cours.  —  I.  Déviation  élémentaire  d'un 
point. 

II.  Propriétés  des  surfaces  de  niveau. 

Epreuve  pratique.  —  Première  question.  —  Exemple 
numérique  de  la  réduction  d'un  système  de  vecteurs. 
Positions  respectives  des  vecteurs  donnés  par  rapport  au 
trièdre  trirectangle  Oxyz  : 

Le  vecteur  OA  est  situé  dans  le  plan  xOy  et  fait  avec  Ox 
un  angle  de  30°. 

Le  vecteur  OB  est  situé  dans  le  plan  xOz  et  fait  avec  Ox 
un  angle  de  60". 


(  -^'7  ) 

Le  vecteur  BG  est  situé  dans  le  plan  xOz  et  perpendi- 
culaire à  OB. 

Les  vecteurs  A.D  et  liE  sont  parallèles  respectivement 
à  Oz  et  à  Oy. 

Le  vecteur  OF  est  situé  dans  le  plan  AO  z  et  fait  avec  OA 
un  angle  de  60". 

Le  vecteur  FG  est  parallèle  à  Ox. 

Fig.  3. 


Grandeurs  respectives  des  vecteurs  donnés  : 

OA  =  2"'  ;  OB  =  3"'  ;  BG  =  a"",  5  ;  AD  =  2"',  5  ;  BE  =  3"',  5  ; 
OF  =  S™;  FG  =  2'». 

Deuxième  question. —  On  donne  (rois  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  et  l'on  considère  la  courbe  définie  par  les 
équations 


(c) 


X  =  <-,        y  =  /', 


t'. 


\°  Calculer  la  longueur  de  l'axe  O.M,  M  étant  le  point 
qui  correspond  à  la  valeur  t  =  i. 

■1"  Par  le  point  A(.r=  — 1,^  =  ^1,  ;;z=o)  passe  un 
plan  osculateur  à  la  courbe  G. 

Calculer  avec  deux  décimales  le  t  du  point  de  contact. 

(Novembre  1909.) 

Marseille. 


Composition  écrite.  —   i"  Expliquer  pourquoi  toutes  les 
coniques  représentées  en  coordonnées  rectangulaires  pa^- 


(  5i8) 

une  équation  de  la  forme 

Xx^^-  Cy'^  -(-  2  D  ar  —-  2  ^y  -i-  F  =  o 

ont.  quels  que  soient  leurs  coefficients,   leurs  axes  paral- 
lèles aux  axes  de  coordonnées. 

i"  Déterminer  X  de  sorte  que  l'équation 

kx'^—  Cy-  ^-X(  y^  —  m^x^  )  ^-  o.i  y  —  mx)  =  o 

représente  un  cercle  quand  on  connaît  déjà  A.  C  et  m. 

3°  Démontrer  que  ce  cercle  se  confond  avec  le  cercle 
osculateur  à  l'origine  dans  la  conique  représentée  par 

Kx-  -r-  Cj>'--f-  •!( y  —  nix )  =  o. 

4"  Démontrer  que  le  cercle  et  la  conique  ont  tous  leurs 
points  communs  situés  su/-  les  deux  droites  représentées 
ensemble  par  l'équation 

y- —  m^x-  =  o 

et  qui  sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  coordonnées. 

5"  5e  servir  de  ce  résultat  pour  trouver  le  quatrième 
point  dintersection  d'une  ellipse  et  du  cercle  osculateur 
en  l'un  de  ses  points.  On  définira  un  point  de  l'ellipse 
au  moyen  du  paramètre  o  tel  que.,  par  rapport  aux  axes 
de  la  conique,  on  ait  x  =  a  cos(f,  y  :=  b  sintf.  Soit  <p'  le 
paramètre  du  quatrième  point  demandé,  on  devra 
trouver  cp'  =  2~  —  3o. 

6"  Tirer  de  là  une  construction  du  centre  de  courbure 
dans  une  ellipse. 

Epreuve  PhATiQtiË;  —  On  considère  le  mouvement  recti- 
ligne  d'un  mobile  dans  lequel  l'espace  parcouru  x  est 
donné  en  fonction  du  temps  par  la  formule 


vT  =  3e    '"sin  — <         (e  =  2,71828), 
12 

i  étant  exprimé  en  secondes  et  x  en  centimètres  : 

1°  Indiquer  l'allure  générale  du  diagramme  des  espaces 
et  en  conclure  les  principales  circonstances  du  mouvement; 


(  5i9  ) 

■i"  Calculer  avec  la  précision  que  comportent  les  données 
la  position  du  mobile  à  l'époque  t  =  5  secondes. 

3°  Calculer  les  valeurs  successives  de  t  pour  lesquelles 
iF  =  o; 

4°  Calculer  les  valeurs  niaxima  de  x  et  montrer  qu'elles 
forment  une  progression  géométrique  décroissante  dont 
on  donnera  la  raison; 

5"  Calculer  l'aire  du  premier  arceau  du  diagramme  des 
espaces  qui  s'étend  de  t  =  o  à  t  =  \2.. 

Les  calculs  doivent  être  achevés  et  les  résultats  obtenus 
doivent  être  exprimés  en  nombres  décimaux.  L'usage  de 
toute   Table  est  autorisé. 

Solution. 
2-  log3 G, 477 

cologe    '- ^,^19 

log  sin75" î,985 

S o,28r 

3.  /  =  G,        li,       2/1,       .  .  .  . 

4.  t  =  4%  82  -h  n.'il,         .  . ., 

raison  =  e~^  =  o,'iy. 

-  12    I  -f-  e-i         .,       , 
D.  3 =  r>/"'  ,111. 

U      1    -h   •71-" 

fJnin    1909.) 

CoMPOsniOiN  ÉCRITE.  —  i"  Les  équations 

X-  -^  y^  —  2  ax  —  II-  =  G, 
x--\-y-  —  V.  by  -+-  h-  =  G, 

représentant  deux  familles  de  cercles  lorsque  les  lettres  a 
et  b  représentent  deux  paramètres  arbitraires,  démontrer 
qu'un  cercle  quelconque  de  la  première  famille  rencontre 
un  cercle  q uelconque  de  la  seconde  orthogonalenient. 
2°  Intégrer  l'équation  différentielle 

dy 
y-  —  X- —  xx  -j-  —  /i»  =  G 


(     OO.Q     ) 

m  prenant  pour  notnelle  functinn. 
■211  =  T--r-  y- 

et  en  gardant  la  variable  indépendante  t.  On  est  ramené 
à  une  équation  linéaire. 

3"  L'équation  de  la  première  famille  de  cercles  est  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  différentielle.  Former 
l'équation  différentielle  qui  convient  à  la  seconde  famille. 

4°  Calculer  l'aire  commune  à  deux  cercles  de  la  pre- 
mière famille,  ces  deux  cercles  correspondant  l'un  à  une 
valeur  positive  du  paramètre  a,  l'autre  à  une  valeur 
négative  de  ce  paramètre. 

Épreuve  pratique.  —  Un  volant  mobile  autour  d'un  axe 
horizontal  est  mû  par  un  poids  attaché  à  l'extrémité 
d'une  corde  enroulée  autour  de  l'axe.  De  plus,  un  décro- 
chage automatique  de  l'extrémité  de  la  corde  fixée  à 
l'axe  se  produit  sitôt  que  le  poids  moteur  arrive  au  sol, 
de  sorte  que  le  volant  continue  alors  à  tourner  librement 
en  vertu  de  la  vitesse  acquise. 

On  donne  : 

Le  poids  moteur.  W  =  loo''*^,  5; 

La  hauteur  de  chute  du  poids,  H  =  20'",  33; 

Le  nombre  de  tours  du  volant  pendant  la  chute  du 
poids,  n  =  7J; 

Le  nombre  total  de  tours  du  volant  depuis  la  mise  en 
marche  jusqu'au  repos,  n'=  200; 

Le  temps  de  chute  du  poids,  t  =  -5  secondes. 

Le  volant  part  du  repos  et  l'on  demande  de  calculer 
avec  la  précision  que  comportent  les  données  : 

1°  L'énergie  potentielle  du  poids  moteur; 

1"  La  vitesse  de  ce  poids  au  moment  où  il  atteint  le  sol  : 

3"  L'énergie  cinétique  du  poids  moteur  au  même  instant; 

4°  L'énergie  cinétique  du  volant,  abstraction  faite  des 
frottements,  au  même  instant: 

5°  La  vitesse  en  tours  par  minute  du  volant; 

6"  L'énergie  cinétique  du  volant  pour  une  révolution 
par  minute  : 

7"  L'énergie  absorbée  par  les  frottements  de  l'axe  sur 
les  paliers  pendant  la  durée  de  la  chute  du  poids. 

On  prendra  jmur  l'accélération  de  la  pesanteur  g  =  10. 


(  ^21    ) 
Soi.inroN. 

i"  \VH  r=  ao^'i  IvilogramriM'tres  ; 

•>:    V  =  — —  =  o™,  5î  a  la  seconde 

•...  ^Vr^  ^  ,  ., 

o    =1,4  Kiloffrainnielic  ; 

W  r- 
4"  WH =  2o4o.  kilogrammètres  ; 

5"  N  =  — — -  =  i2of,         N2=  14400; 
WH  - 


6"  Ole  =  — =  0,1 4:*  kilogrammètre  ; 

/    ,           Wf2\  n 
7"  (  WH )  —  =  766  kilogrammètres. 

\  -i-.K   /  n 

(Les  démonstrations  de  ces  formules  ne  comptent  pas,  elles 
sont  immédiates;  la  dernière  seule  est  un  peu  plus  délicate.) 

(Novembre  1909.) 


Montpellier. 

Epreuve  écrite.  —  Une  courbe  est  représentée  par  l'équa- 
tion 

Y  a"'  =  .x^  : 

1°  Par  un  point  A  de  la  courbe  on  mène  la  tangente^ 
qui  coupe  la  courbe  en  un  autre  point  B;  trouver  le  lieu 
du  point  G,  milieu  de  AB. 

•2"  Soit  A'  le  point  symétrique  de  k  par  rapport  à  l'ori- 
gine O.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  G  A'. 

3"  Déterminer  le  point  T  où  la  tangente  en  A  coupe 
l'axe  Oy,  et  calculer  l'aire  OAT,  comprise  entre  l'arc  OA 
de  la  courbe,  la  tangente  AT,  et  la  partie  TO  de  l'axe 
des  y. 

KpREUVE  PRATiQi  K.  —  Intégrer  l'équation  différentielle 

d'*  y  d^  Y        ,  d'y  dy 

dx^  dx^  dx^  dx  *^ 

(Juillt't    i>)o<|.i 


(    522    ) 

Composition  écrite.  —  On  donne  la  parabole 

La  tangente  au  point  M  coupe  les  axes  aux  points  A  et  B. 

1°   Trouver  la  courbe  G,  lieu  du  point  P  milieu  de  AB. 

■2"  Calculer  l'aire  comprise  entre  la  droite  MP,  la  para- 
bole et  la  courbe  C. 

3°  Trouver  l'enveloppe  de  la  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente MP,  menée  au  point  P,  et  construire  la  courbe 
obtenue. 

Epreuve  I'RAtiqie.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  le 
rectangle  construit  avec  la  sous-normale  et  un  segment 
constant  donné  de  longueur  i/c  ait  une  aire  égale  à  celle 
du  carré  construit  sur  le  rayon  vecteur. 

(Novembre  1908.) 

Nancy. 


Première  question.  —  Intégration  de  l'équation  deClai- 
raut.  Solution  générale  ;  solution  singulière. 

Deuxième    question.    —    1°    Intégrer    l'équation    diffé- 
rentielle 

cV-t  .fdty- 

dx- 


sin^-T— :  =  cos^l  -7-  1 


la  solution  générale  se  présente  sous  la  forme  x  z=f{t). 

1°  Construire  la  courbe  G  dont  les  coordonnées  rectan- 
gulaires sont  exprimées  en  fonction  du  paramètre  /,  l'une 
par  la  relation  précédente  x=f(t),  l'autre  par  y  =  as\nt, 
a  étant  une  constante  positive. 

3"  On  prend  sur  cette  courbe  G  deux  points  M]  et  Mo  cor- 
respondant aux  valeurs  t^  et  t-i  de  t  :  évaluer  l'aire  com- 
prise entre  l'axe  des  ar,  la  courbe  G  et  les  ordonnées  des 
points  Ml  et  M2. 

4"  On  considère  l'aire  illimitée  comprise  entre  la 
courbe  G  et  l'axe  des  x  :  calculer  le  volume  engendré  par 
cette  aire  en  tournant  autour  de  cet  axe. 
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GEOMETRIE    ET   MECANIQUE. 


On  considère  la  courbe  de  l'espace  représentée  en  coor- 
données rectangulaires  par  les  équations 

X  =  z^^         y  =  ~„z^  : 

i"  Trouver  le  lieu  des  traces  des  tangentes  à  cette  courbe 
sur  le  plan  xOy. 

■î"  Trouver  la  loi  du  mouvement  d' un  point  pesant  assu- 
jetti à  se  mouvoir  sur  cette  courbe  sans  frottement.  L'axe 
des  z  est  vertical;  on  suppose  qu'à  l'instant  initial  le 
mobile  est  placé  sans  vitesse  à  l'origine  des  coordonnées. 

(Juin   1908.) 

ANALYSE. 

I.  Exposer  la  théorie  de  l'intégration  des  équations 
différentielles  du  second  ordre  qui  ne  contiennent  pas 
explicitement  la  variable  indépendante.  Application  à 
l'équation 

•^  dx"-         \dx^ 

II.  On  considère  une  courbe  plane  (G)  rapportée  à 
deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox.,  Oy.  On 
désigne  par  M  un  quelconque  de  ses  points,  par  P  la  pro- 
jection de  M  sur  Ox,  par  T  l'intersection  de  la  tangente 
en  M  avec  Oy.,  par  N  l'intersection  de  la  normale  en  M 
avec  Ox.  Déterminer  la  courbe  (C)  par  la  condition  que 
l'aire  du  quadrilatère  OPMT  soit  équivalente  à  celle  du 
triangle  iVlPN;  examiner  les  différents  cas  de  figure. 

GÉOMÉTRIE    ET   MÉCAMQLE. 

Le  mouvement  d'un  point  mobile  est  défini  par  les 
équations 

x  =  acost.,        yir=ia^\nt,         z  =  bco?.it. 

a  et  b  étant  des  constantes  données.  On  demande  le  lieu  de 
l'extrémité  du  vecteur  accélération  et  le  lieu  de  sa  trace 


(  SM  ) 

sur  le  plan  des  xy.  Calculer  le  rayon  de  courbure  de  la 
trajectoire  en  un  de  ses  points.  (Octobre  1908.) 

Rennes. 
ÉpREiVE  ÉCRITE.  —  Intégrer  Véquation  différentielle 

dx  \x        x^-+-  a'^ 

Vérijier  que  l'intégrale  particulière  de  cette  équation, 
qui  s'annule  pour  3-  =  a,  est  la  fonction 


x^  /  a*  —  X-  \ 


Construire  la  courbe  (C)  qui  représente  la  variation  de 
cette  fonction. 

Calculer  l'aire  comprise  entre  la  courbe{C),  l'axe  desx 
et  les  droites  a:  =  o,  ^  =  a. 

Calculer  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  (C)  au 
point  ;r  =  o. 

Peut-on  déterminer  la  constante  k  de  façon  que  tous 
les  points  d'intersection  de  la  courbe  (C)  avec  la  parabole 

soient  réunis  à  l'origine? 

Epreuve  pratiqik.  —  D'un  point  O  on  lance  horizonta- 
lement, avec  la  vitesse  Cn,  un  mobile  pesant.  Déterminer  le 
point  \  où  ce  mobile  viendra  tomber  sur  un  plan  horizontal 
situé  à  une  profondeur  h  plus  bas  que  le  point  O.  Calculer 
la  durée  de  la  descente,  la  vitesse  du  mobile  au  moment 
de  la  chute,  la  composante  normale  de  l'accélération  au 
même  instant,  et  la  longueur  de  la  trajectoire  parcourue. 

Application  numérique  : 

fg  =  10  m  :  sec,  h  =  3o"'.         g  =  9'",  8 1 . 

e  =  2,7182818. 

(Novembre   1908.) 
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Epreuve  éciuti:. 

—  I"  1 

'ntégrer 

différentielles 

d^y 

dx 

df- 

~        dt 

d^x 
dt-^ 

dy 

~        dt 

a, 


où  a  désif^ne  une  constante  donnée. 

2"  Déterminer  les  constantes  arbitraires  de  façon  que ^ 
pour  t  =  o,  on  ait  à  la  fois 

dx 
a"  =  o,  — r-  —  la, 

'  dt 

dx 

3"  Calculer  l'arc  s  de  la  courbe 

X  ^=  a(t  -+-  sin<), 
y  =:  a{i  —  cost), 

cet  arc  étant  compté  à  partir  du  point  t  =  o,   et  vérifier 
qu'on  a  la  relation 

Déterminer,  pour  un  point  variable  de  la  courbe,  l'an^^le 
de  la  tangente  avec  Ox,  le  rayon  de  courbure,  les  coor- 
données du  centre  de  courbure. 

{Les  axes  de  coordonnées  sont  supposés  rectangulaires.) 

Epreuve  pratique.  —  Construire  la  courbe  définie  par 
l'équation  en  coordonnées  rectangulaires 

X 

Y  =  —  a  \oiL  eus  — 

.      .          «r    ,         a  T. 
quand  .r  varie  de  —  —  a  4- 

•>>  j. 

Calculer,  pour  un  point  quelconque  de  la  courbe,  l'angle 
de  la  tangente  avec  Ox,  le  rayon  de  courbure  et  la  lon- 
gueur d'arc,  comptée  à  partir  de  l'origine. 


(  526  ) 

Trouver  les  valeurs  numériques  de  ces  expressions  pour 


a  —  i,  X  =  —, 


avec  quatre  décimales  exactes. 
(  On  donne  e  =  u ,  7 1 828 .  ) 


(Juin   1909.) 


Toulouse. 

Épreuve  éckite.    —    1.    Soit   G    une   courbe   rapportée   à 
deux  axes  rectangulaires  O  x  et  Oy.  La  tangente  en  un 

Fig.  4. 


point  M  de  la  courbe  rencontre  l'axe  des  x  en  un  point  A. 
La  normale   en  M  rencontre  l'axe  des   y  en  un  point  B. 

Déterminer  la  courbe  C  de  façon  que   le  rapport  ^^  ait 

une  valeur  constante  k. 

Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  ainsi 
obtenues. 


II.  S  et  S' sont  deux  corps  solides.  Un  élément  du  corps  S 
et  un  élément  du  corps  S'  s^attirent  proportionnellement  à 
leurs  /nasses  m  et  m'  et  à  leur  distance  mutuelle  0  : 

i"  Montrer  que  les  deux  corps  s'attirent  comme  si  la 
masse  de  chacun  d'eux  était  concentrée  en  son  centre  de 
gravité. 

2"  Le  corps  S  peut  tourner  autour  d'un  axe  fixe  ver- 
tical Oz  et  glisser  le  long  de  cet  axe.  Le  corps  S'  peut 
seulement  tourner  autour  d'un  second  axe  fixe  vertical 
G'  z  passant  par  son  centre  de  gravité  G'. 

Trouver  le  mouvement  du  système. 


(     '^27    ) 

(On  néglige  les  frottements^  et  l'on  suppose  la  distance 
des  deux  axes  assez  grande  pour  que  les  deux  corps  ne  se 
heurtent  pas.  ) 

A  quelle  condition  les  petits  mouvements  du  corps  S 
seront-ils  périodiques  ? 

ÉpKEUVE  PRATIQUE.  —  Le  Tableau  suivant  donne  des 
couples  de  valeurs  correspondantes  pour  une  variable  x  et 
une  fonction  y  de  cette  variable  : 

X.  y. 

11  953i 

12  18232 
i3  26286 
i4  33647 
i5  40546 

16  47000 

17  53o63 

18  58779 

19  641 85 

1°  Calculer  la  valeur  de  y  qui  correspond  à  a?  =  i4  ,384. 

2"  Supposant  que  y  représente  l' intensité  d'une  force 
verticale  et  x  la  cote  de  son  point  d'application,  calculer 
approximativement  le  travail  de  cette  force  quand  x  varie 
de  II  à  19.  (Juillet   1908.; 


QUESTIONS 


2165.  Soit  ABCDEF  un  hexagone  inscrit  ou  circonscrit  à 
une  conique.  Soient  L,  M,  N  les  points  de  rencontre  respec- 
tifs des  couples  de  côtés  CD,  FA;  BG,  EF;  AB,  DE.  Démon- 
trer la  relation 

AL.DL  BN.EN    CM. T. M  _ 
FÏÏTCL  ÂNTÏÏÂ  BM.EM  ~' 

(Klug.) 


(  5.8  ) 

2166.  La  polaire  d'un  point  M  d'une  ellipse  par  rapport  à 
son  cercle  de  Monge  passe  par  le  symétrique  du  centre  de 
courbure  de  M  par  rapport  à  M.  (E.-N.  Barisien.) 

•2167.  Soient  dans  un  plan  cinq  droites  concourantes  en  un 
point  O  et  sur  chacune  d'elles  deux  points  (AiA^;,  (B1B2), 
(G,  G2),  (D,  Dj),  (E,  E,).  On  désigne  par  G^  la  cubique  pas- 
sant par  O  et  les  points  Bj,B2,  Gi,  Gj,  Di,  Do,  Ei,  Ej,  et  par  G^, 
Gc,  Grf,  Ce,  les  cubiques  analogues.  La  tangente  en  O  à  G^ 
coupe  cette  courbe  au  point  a;  soient  b,  c,  d,  e,  les  points 
analogues  des  cubiques  G^,  Ce,  G^/,  Cg. 

Montrer  que  : 

1°  Les  cinq  cubiques  considérées  ont,  en  dehors  de  O,  deux 
points  communs  P  et  Q, 

2"  Les  points  «,  6,  c,  d,  e  sont  situés  sur  la  droite  PQ. 

(Letierce.; 

2168.  m  et  p  étant  deux  entiers  quelconques  et  CP^  dési- 
gnant le  nombre  de  combinaisons  de  m  lettres  p  à  p,  on  a  : 
1° 

I  GL 


ni  -\-  p        m  -h  p  —  I 


m 


G  2  G'"  I        I 

^"'       +...+  (_ir  ^'  =  (-.r- 


•/>-^    ■■'    '        p  p  rz^,r 


2      si  m  i  p, 


p       p-\        p—>.  I 


=  (_,).-( \ _ ! -...^A)g/;. 

(Letierce.) 
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[M^7b] 

SUUFACES  PARTIELLEMEXr  CYLIi\DROIDKS  ('); 

Par  m.  K.   KERAVAL, 

Professeur  au  Lycée  Louis-le-Grand. 


Surfaces  à  plan  directeur. 

Il  s'est  glissé  une  erreur  dans  l'équation  de  ces  sui'- 
faces  qu'on  obtient  en  éliminant  t  entre 


et 


et  non  pas 


_  a/^-f-  6/2 -f-  cl 

~        I  -h  r^ 


Les  points  de  Cajiey  forment  un  cylindre  de  résolu- 
tion sur  lequel  est  tracée  Ja  courhe  nodale  de  la  sur- 
face ;  cette  couiiie  est  une  cubique  gauche.  En  étudiant 
la  (|ueslion  (|ui  est  facile,  j'ai  été  conduit  au  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Dans  un  plan  P  on  considère  deux 
paraboles  de  foyers  F,  F',  de  directrices  A,  A'.  Elles 
ont  à  distance  finie  trois  tangentes  communes  qui 
forment  un  triangle  ABC.  Le  cercle  circonscrit  de 
ce  triangle  reste  fixe  lorsqu'on  déplace  chacune  des 
directrices  parallèlement  èi  elle-même,  sans  loucher 
aux  foyers. 


(')   }oir  l'article  du   même  titre  {Nouvelles   Annales,   4*   série, 
t.  \,  1910,  p.  49). 

Ann.  de  Malhémat.,  \'  série,  t.  \.  (Décembre  1910.)  35 
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11  est  facile  de  voir  ce  que  devient  le  ihéorrme  si  A 
est  parallèle  à  A'. 

Je  reprends  maintenant  la  suite  de  mon  article  pré- 
cédent. 

Étude  des  surfaces  Se- 

Elles  proviennent  de  la  décomposition  des  Sg  en  un 
cjlindroïde  et  une  surface  du  sixième  degré.  La  caté- 
gorie la  plus  intéressanle  de  ces  surfaces  me  sera  fournie 
par  l'étude  d'une  congruence  que  je  vais  commencer  par 
définir  et  qui  est  liée  d'une  façon  étroile  à  la  famille  de 
Lamé  trouvée  par  M.  G.  Humbert  (^Systèmes  ortho- 
gonaux^ par  G.  Darboux,  p.   loo,  loi,  ,  .  .). 

Définition  d'une  congruence  A.  /.,  /. 

J'appelle  ainsi  une  congruence  définie  par  les  équa- 
tions 

(   ç,  =  /i\Z, 

(1)  p'  =  AZX, 

f."=/XY: 

h,  A",  /sont  Irois  nombres  choisis  ail)!lrairement  |ioui-vu 

q  u  e 

h^k^  I  =  (). 

Je  rappelle  les  notations  que  j'ai  ado|)tées.  Si  X,  Y,  Z, 
L,  M,  N  sont  les  six  coordonn(''es  de  la  droite,  j'ai  posé 

p  =  NY  —  i\]Z, 
p'  =  LZ  —  A'X, 
p"=  MX  — LY. 

Les   égalités   (i)    me  donnent  bien  comme  cela  doit 

être 

pX^p'Y-i-p"Z  =  o. 


(  ^■'•^'  ) 

Je  coinineiuH"  par  chercher  les  points  de  Cajiey  de 
celle  congriience,  c'esl-à-dire  un  \io\ul  xyz  tel  que  si  de 
ce  point  j'abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  droites 
de  la  congrueiiee  les  pieds  soient  dans  un  plan 

Px-h()y  +Rz-hS  =  o. 

En  appliquant  le  procédé  que  j'ai  déjà  indiqué,  on 
trouve,  pour  délerniiner  le  point  de  CzL\\ey  xyz  et  le 
plan  correspondant,  les  six  équations 

S  -f-  P:r  =  o, 

Sh-Qjk=o, 
S-t-  Rz  =  o, 

hP  -t-  Q  2  -^  \{y  =  o, 
/.Q  ^Hx+Vz  =o, 
/R  -hPy  -^Qx  =  o. 

Finalement  on  trouve  dix  points  de  Gayley  :  les 
quatre  sommets  A,  B,  G,  D  d'un  tétraèdre  et  les  milieux 
des  six  arêtes.  Les  arêtes  opposées  de  ce  tétraèdre  sont 
égales;  les  |)erpen(liculaiies  communes  à  deux  arêtes 
opposées  passent  par  les  milieux  de  ces  arêtes,  ce  sont 
les  axes  de  coordonnées.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on 
suppose  A  >  o, /■  <C  o,  /  <<  o,  ces  quatre  points  A,  B, 
C,  D  ont  pour  coordonnées 


(A) 

v/Â7, 

,^/_  la,    -  tV—  hk, 

(BJ 

s/Tl, 

—  'V  —  hl,      -+-  i\/~  /'^"i 

(G) 

-v/^, 

i^-hl,           i^-hk, 

(D) 

-  A/, 

-  i^/-hl,      —is/-  hk; 

les  droites  AH,  iA)  sont  réelles,  les  autres  arêtes  sont 
imaginaires. 

C^oiiiiMc  po'iiis  de  Ga\lcv   lée!:^,  i:.')us  troiixo    s: 
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I^e  [xiiiil 

(E) 

X  =  -h  v/A7, 

y  =  o, 

(Pe) 

J  ~ 

'S/I' 

et  le  poinl 

(F) 

x=  —  s/TI, 

j  =  o, 

(Pf) 

z 

y" 

-\/l- 

Ces  élémenls  r'eU  vonl  me  permeltre  de  donner  une 
définitiongéomélriqiielièssimpled'uuecoiigruence/iA/. 


Première  définition  géométrique  d  une  congruence  hkl 
et  de  sa  conjuguée. 


On  considère  deux  plans  sécants   Pjj,  Pp  et  sur  leur 
intersection  deux  points  E,  F. 

Autour  de  E  dans  P^  O"  ^^i'  tourner  EE'. 

Fig.  I. 


Autour  de  F  dans  P,   on  f;iil  louriier  FF',   la  perpen- 
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Jiciilaire    conumme  à   ces   deux  droites  (Jéciil  la  con- 
gruence. 

Pour  avoir  ce  que  j'appellerai  la  cons^ruence  conju- 
guée, on  associera  E  avec  l\.  et  F  avec  Pg. 

Nous  allons  retrouver  celle  congruence  hkl  d'une 
tout  autre  façon. 

Famille  de  Lamé  de  M.  G.  Humbert. 

{Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  1890.) 

En, cherchant  les  surfaces  réglées  qui  possèdent  des 
points  de  Cavley  formant  une  ligne  droite,  j'ai  trouvé 
que  ces  points  formaient  six  droites  p  )iir  chaque  sys- 
tème des  gén(''ralti(:es  d;ins  le  cas  des  hyperboloïdes. 
J'ai  alors  cherché  l'équation  générale  des  hjperboloïdes 
ayant  les  mêmes  droites  de  Gayley  et  j'ai  trouvé  l'ét|ua- 
tion  suivante  où  u  désigne  un  paramètre  variable  : 

3^2  y1  z- 

+   1   =   0. 


(ff -I- [i)  (m -f- y)        (« -h  y)  (« -4- aj        (/.< -f- a;(//. -f- ^1 

C'est  bien  la  famille  de  Lamé  de  M.  G.  Humbert.  Si 
l'on  su|)pose 

T  <  «  <  P. 

a,  ^i,  vêlant  positifs,  on  a  un  hvpcrboloïdt*  //  variani  de 
—  3  à  —  y.  Les  droites  de  Cavley  kéei.i.ks  sont  pour 
l'un  des  systèmes  de  "énéralrices 


X  ---  -f-  \\'p  —  a )  (  a 


z  V  * 


3 -a 
et 


X  =  —  /(  |i  —  a  j  (  a  —  Y  ), 
T  =  -*-  1/  ■ ' 


(   ^34   ) 
qui  nal  iiicllrmenl  ne  cli  iiij;ciit  pas  si  i  on  cliange  a.  3,  y 
en  a  +  A,  |j  -j-  A,  y  -^  A. 

Il  j  a  en  lout  six  droites  de  Cayley  qui  forment  les 
six  arêles  d'un  létraèdre  ABGJJ  analogue  à  celui  dont 
j'ai  parlé  plus  haut.  On  peut  définir  ces  six  droites  de 
la  façon  suivante  ; 

Ce  sont  les  perpendiculaires  communes  aux  géné- 
ratrices isotropes  ou  encore  les  perpendiculaires  aux 
plans  cycliques  menées  par  les  foyers  du  contour 
apparent  de  la  surface  sur  les  plans  cycliques  cen- 
traux. Les  quatre  sommets  ABCIJ  jouent  un  rôle  spé- 
cial :  si  par  1  un  d'eux  on  mène  des  perpendiculaires 
aux  génératrices,  les  pieds  sont  en  ligne  droite  pour 
chaque  hyperboloïde.  Pour  tout  autre  point  d'une 
droite  de  Gajles ,  les  pieds  sont  sur  un  cercle  de  la  qua- 
drique. 

Deuxième  définition  de  la  congruence  h  kl. 
J'appelle  H„  le>  hyperboloïdes  d  Humbert 


{u  -T-  j)  (:/  -+-  '{)    '    (  a  -i-  •;)  {u  -i-  a)        (u  -h  v.)  {u  -r-  'i)    ' 

D'après  ce  qui  précède  j'aurai  évidemment  une  con- 
gruence likl  en  envisageant  les  génératrices  d'un  même 
système  de  tous  ces  hyperholoïdes.  C'est  ce  que  je  vais 
vérifier  directement.  Je  pose  poiir  abréger 

(zf-4-fi)(«-t-Yj  =  A,      («-)-Yj(«<-l-a)  =  B,      («-ha)  (m-|-P)  =  G. 

Pour  que  la  droite  x  =^az  -\- p,  y  =  bz  -]-  (/  soit  sur 
la  surlace,  il  faut  trois  conditions  qui.  résolues  en  A, 
B,  C,  donnent 

r'iaq  —  hp)  g  (  aq  -  hp  )  pq 

b  —  a  au 
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d'où 


Si,  par  exemple,  on  adopte 


on  Iroiive 


d'où 


op  H-  hq 

a  =  -L — L, 

au 

fp  =  aq  —  bp—  Ç- 


bn  —  aq  —  —  : 
a 


?'  =  (t  — ^)«i 

o"  =  (oi  —  ^)aè, 
ou,  avec  d'autres  Dotations, 

p"=(a-^)XY. 
Donc  il  suffît  de  poser 

A  =  [i  —  Y,         k  =  •(  —  %,         /  =  a  —  j3; 


on  a  du  reste 


h  -h  /{  -h  l 


La  congruence  conjuguée  (  —  h,  — k, —  /)  est  formée 
des  génératrices  de  l'autre  système. 

J'aurai  encore  à  utiliser  une  autre  dc(initii)n  de  la 
congruence  ///{/.  Pour  cela  j'énoncerai  le  théorème  sui- 
vant, bien  facile  à  vérifier  : 

Thi^oiu:mi:.  —  On  considère  un  livperboloïde  réglé  \\ 
et  une  génératrice  fixe  G  de  \\.  Soient  G'  une  gêné- 
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ratrice  mobile  du  même  système  et  AB  la  perpen- 
diculaire commune  à  GG': 

("  AB  décrit  lin  cvliiidroïde  d'axe  G  dont  l'une  des 
génératrices  est  la  |)er|)endicalaire  à  G  menée  par  le 
point  central  dans  le  plan  central  ; 

2°  Ce  cvlindroïde  coupe  H  suivant  une  conique  qui 
se  projette  suivant  un  cercle  sur  un  plan  perpendi- 
culaire à  G.  (^ette  ellipse  est  le  lieu  des  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  sur  les  génératrices  du  cvlin- 
droïde de  tous  les  points  de  la  génératrice  G,  parallèle 
à  G. 

Considérons  mainlenani  une  des  surfaces  H„  et  sur 
elle  une  génératrice  G'  du  deuxième  système,  elle  coupe 
sa  sphère  de  Monge  en  deux  points  M  et  N  par  lesquels 
il  passe  une  génératrice  du  premier  système.  Donc  G' 
est  la  perpendiculaire  commune  à  deux  génératrices  de 
ce  premier  système.  D'où  .... 

Troisième  définition  dune  congrueuce  hkl. 

On  considère  un  hyperboloïde  H  et  les  génératrices 
de  l'un  des  systèmes  5  les  perpendiculaires  communes  à 
ces  génératrices  [«rises  deux  à  deux  forment  une  con- 
grueuce hkl  c\y\\  reste  la  même  si  l'on  remplace  H  par  un 
quelconque  des  hv|)erl)(>loïdes  ayant  les  mêmes  droites 
de  Cayley. 


Ordre  et  classe  de  la  congruence  hkl.  —  Si  l'on  se 
reporte  à  la  première  définition  au  moyen  des  deux 
complexes  £?£.  FPp,  on  voit  qu'il  faut  laisser  de  côté  les 
droites  qui  coupent  EF  ortliogonalement. 

Ceci  admis,  il  est  facile  de  véiifier  que  l'ordre  est  3 
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et  la  classe  2.  Cette  congruence  jouit  de  la  propriété 
remarquable  suivante  : 


PREMIERE  PROPRIETE. 

Théorème.  —  Toute  surface  équatoriale  cV une 
c.ongruence  likl.  {c'' est-à-dire  Vensemhle  des  droites 
de  la  congruence  parallèles  à  an  plan  donné)  est  un 
cylindroïde. 

En  cherchani  les  conditions  pour  que  la  droite 
X  =^  az  -\- p^  y  =^bz  -\-  q  soit  sur  H„,  nous  avons  trouvé 
des  relations  qu'on  peut  écrire 

q  =  —  a(  u  -h  'x), 
aq  —  hp  =  M  -i-  Y  : 
d'où 

a-  ^  b^  -4-  I 

Si  donc  on  se  donne  a,  6,  c'est-à-dire  la  direction 
de  la  droite  m,  par  suite  H„  est  déterminé  et  les  rela- 
tions précédentes  donnent/?,  q. 

Si  l'on  veut  les  droites  de  la  congruence  parallèles  à 
un  plan  P,  on  clierche  la  droite  A  appartenant  à  la  con- 
gruence, qui  est  perpendiculaire  à  P  et  conjuguée  sur 
le  H„  dont  elle  fait  partie,  on  prend  les  perpendiculaires 
communes  à  A  et  aux  génératrices  du  même  système, 
on  a  le  cylindroïde  de  l'énoncé. 

SECONDE  PROPRIÉTÉ. 

Théorèmk.  —  Par  un  point  M  de  l'espace  passent 
trois  droites  G, ,  (xa,  On  de  la  première  congruence  et 
trois  droites  G\ ,  G.',,  G3  de  la  congruence  conjuguée  : 
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i"  Les  deux  trièdres  G)G2G:i  et  G^GlGj  sont  sup- 
plémentaires ; 

■x"  Les  plans  G,  G',,  G2G'.,,  G3  G3  passent  par  une 
même  droite;  donc 

5°  Par  l'intersection  de  deux  surfaces  H^,  il  en  passe 
une  troisième. 

La  première  partie  rc'^sulte  de  la  considéiation  du 
cylindroïde  formé  par  les  perpendiculaires  communes 
à  G,  et  aux  général rices  de  même  système  sur  une  H„, 
les  deux  autres  résultant  de  la  première;  <lu  reste  la 
troisième  est  facile  à  vérifier  directement. 

Surface    focale    d'une    congruence    h  kl. 
Surface  médiane.  —  Surface  centrale. 

La  surface  focale  s'obtient  en  cherchant  Tenveloppe 
de  H„  lorsque  u  varie.  On  est  amené  à  éliminer  u  entre 
les  deux  équations 

X-  -I-  j'^  -T-  .3-  -f-  ;j.  =  —  3  u-  —  6X  «<, 
a a:^  -i-  "^y-  -t-  y  -5'^  -H  ''  =  —  2  a^  -^  3  X  ?<-  ; 

on  a  posé  pour  abréger 

a  +  3  -1-  Y  =  3X,         aJB  -4-  py  "+"  Y^  =^  \^i         ^?Y  =  '■'• 

Or  la  première  équation  est  la  sphère  de  Monge  de 
H„  :  donc  les  points  focaux  d'une  droite  de  la  con- 
gruence sont  les  points  où  celle  droite  coupe  le  H„dont 
elle  fait  partie.  Il  en  résulte  que  ces  deux  foyers  F  et 
F'  sont  équidistants  de  l'origine.  Donc  : 

1°  La  surface  médiane  (notations  Guichard  ;  fo//', 
par  exemple,  Coînptes  rendus^  '891,  p.  142?)  et  suiv.), 
c'est-à-dire  le  lieu  du  militm  de  FF',  coïncide  avec  le 
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lien  fin  j)icJ  K  ilc  hi  |)ei|)endicLilaire  abaissée  de  G  sur 
lii  droite  :   c'esl  iiikî  smfacc  de  Sleiner  ; 

2"  l/i  surface  cenlrale,  e'est-à-dire  l'enveloppe  du 
plan  mené  par  k  pcrpeudicuiairenient  à  la  droite,  est 
ri'duiLc  au  poinl  O. 

La  surface  focale  a  pour  écpialion 

4(.r2^  V^-X-  -2^.  ,j,  _3X-2;2 

-t-  27  f  a.r"-  -i~  3jK-  -i-  Y-^"  —  ''-  ^ •^■'"  +7"^  -^ ^'  —  [^ )  "^  '•'•  '^^  -K  V  ]  =  o. 

Celle  surface  est  fort  intéressante.  Je  nie  conten- 
terai d'indiquer  rtine  de  ses  propriétés  : 

Thf.oiîème.  — La  surface  focale  cV une  conf>ruencc 
hkl  possède  six  cercles  de  contact  (c'est-à-flire  tout  le 
long  desquels  le  plan  du  cercle  est  tangent  à  la  surface^ 
la  surface  des  ondes  a  par  exemple  quatre  cercles  île 
contact). 

Les  équations  écrites  plus  haut  prouvent  que  la  sur- 
face focale  est  le  lieu  d'une  conique  spliérique.  La  con- 
sidération des  plans  cycliques  du  cône 

a:r-2-4-  '^y'^-\-  '(Z^=  o 

m'amène  à  mettre  les  équations  précédentes  sous  trois 
formes.  Chacune  de  ces  formes  me  donne  deux  cercles 
de  contact.  Si  comme  plus  haut  je  suppose  y  ■<;  a  <;  ^ 
et  a,  [3,Y^o  la  forme  c|ui  donne  les  cercles  réels  est 
la  suivante  : 

cr"^ -\- y-  +  z^ ^  ij.  =  —  3 u-  —  Gl u, 

(p  — a)jK2-t-  (v  — a)s2=  (ff -t-a)2(2i/  -hP-+-y). 

Pour  u=  —  a  on  a  deux  cercles  réels  perpendicu- 
laires aux  droites  de  Cajiey  de  H„.  Le  plan  d'un  de  ces 
cercles  coupe  la  surface  suivant  ce  cercle  compté  deux 
fois,  plus  un  autre  cercle. 
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Surfaces  de  Steiner. 

Ces  surfaces  du  quiilrième  degré  étudiées  par  Weier- 
slrass,  Cavlev,  Cremona,  elc.  (voir  Journal  de 
d'elle,  t.  63-64  par  exemple)  possèdent  trois  droites 
doubles  concourantes  et  quatre  coniques  de  contact 
situées  sur  une  même  quadrique.  Il  en  résulte  que  tout 
plan  tangent  coujie  la  surlace  suivant  deux  coni(jues. 
Toutes  ces  propriétés  se  déduisent  bien  facilement  de 
l'étude  d'une  congruencc  hkl.  Soit  M  un  point  quel- 
conque de  coordonnées  a,  [3,  y.  Si  de  ce  |)oint  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur  les  droites  de  la  congruencc 

p  =  /«  YZ, 

p'=/.ZX, 

p"=/XY, 

les  coordonnées  x,  y,  z  du  pied  sont  données  par  les 
formules 


7  = 


X^^V^  — Z^ 

qui  définissent  une  surface  de  Steiner  en  coordonnées 

X  Y  , 

1/  =z  — ,  V  ^=-  ■=  par  exemple. 

Les  droites  de  la  congruencc  peuvent  être  groupées 
en  cjlindroïdes  et  les  axes  de  ces  cjlindroïdes  forment 
la  congruencc  conjuguée  :  il  v  ;i  trois  de  ces  axes  qui 
passent  par  M  :  ce  sont  évidemment  les  trois  droites  dou- 
bles de  la  surface  de  Steiner.  Doîi  la  pro|iriété  des  plans 
tangents.  Du  reste  les  ellipses  Iracces  sur  la  surface 
s'obtiennent  au  moven  des  cn  lindroïdes. 


\2 

__  \t 

-Z5 

/.ZX 

-^- Y( 

'J.\ 

^?Y 

-^- 

r^) 

Xî 

+  Y* 

^Z^ 

/XY 

-Zi 

aX 

-?v 

— 

tZ) 

(  ^ii  ) 

Pour  la  dernière  propriété  je  supposerai  a,  j,  v  nuls, 
mais  il  est  l)ien  facile  de  généraliser.  La  surface  de 
Sleiner  est  alors 

/(YZ  /.ZX  /XY 


C(JU|)ons  celle  surface  par  le  plan 

S.X  ^  By  -h  Cz  -h  D  =  o. 

Il  faudra  prendre  les  droites  de  la  congruence  parallèles 
aux  génératrices  du  cône 

A/i\Z  +  BAZX-i-C/XY  +  D(X24- Y2+Z2)  =  o. 

Si  le  plan  se  déplace  parallèlement  à  lui-même,  c'est- 
à-dire  si  A,  B,  C  restant  fixes  on  fait  varier  D,  le  cône  se 
décomposera  trois  fois  en  deux  plans,  les  droites  cor- 
respoiidanles  donneront  deux  cjHndroïdes,  donc  les 
plans  correspondants  donneront  deux  eilij)ses  :  ainsi 
tiois  pians  tangents  parallèles  à  un  plan  donné.  Mais  si 
le  cône  est  de  révolution,  dans  le  cas  limite  les  deux 
ellipses  seront  confondues  et  l'on  aura  une  ellipse  de 
contact.  Il  s'agit  donc  de  clierclier  les  cônes  de  révo- 
lulion  de  la  forme 

A  h  YZ  +  B  A  ZX  +  C  /XY  =  o, 

c'est-à-dire  passant  |)ar  les  trois  axes  de  coordonnées. 
Or,  par  trois  droites  formant  un  trièdre,  on  peut  ("aire 
passer  quatre  cônes  de  r('\olution  :  on  a  donc  hien 
([uatre  ellipses  de  contact. 

Transformation  biralionnelle  faisant  correspondre 
une  sphère  et  une  surface  de  Steiner. 

Les  considc-ralions  (pii  précèdent  m'ont  conduit  à 
des  transformations  hirationnellcs  faisant  coiresiiondre 
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une  sphère  et  une  surface  de  Sleiner.  Exeni|)le  : 
.r  =  Y'  -^  —  "J  •■ 

Ixy  Ix  y' 

Z    =   =^  1  z    =   ^ 

hkz  z' 

Si  le  point  (x' ,  y,  z' )  ilccrit  la  sphère 
(S)  x'- -h y'-  -h  z'- — ■2z'=o, 

le  point,  ^,  JK,  :;,  tlécrit  Va  surface  de  Sleiner 
(S)  A  j'2  32—  A -s  2  372-4-  /z\v-—  ■ihkixyz  =  o. 

Il  existe  quatre  cônes  de  rcvohilion  conleiianl  Ox, 
Oj',  Os.  Pour  obtenir  les  plans  des  coniques  de  con- 
tact il  faut  envisager  l'intersection  de  S  |)ar  un  de  ces 
quatre  cônes. 

A  une  section  plane  de  S  correspond  sur  S  l'inlei- 
section  d'un  cône  avant  son  sommet  à  l'origine  et  de  S. 
Si  le  plan  est  tangent  à  S,  ce  cône  se  décompose.  Etc. 

Surfaces  S,;  qui  correspondent  à  une  congruence  A//. 

Ayant  choisi  les  nombres  A,  A",  /  tels  que  /i  +  A-i-  /=o, 
on  aura  une  surface  Sg  en  envisageant  les  droites  de 
cette  congruence  qui  sont  parallèles  aux  génératrices 
d'un  cône  du  deuxième  degré 

A  X-  ■+-  B  >-2  -H  C  ^2  -I-  \)rz  -f-  E  zx  -i-  F  xy  —  o . 

Si  l'on  cherche  les  points  de  Caylejde  la  surface,  on 
trouve  une  sextique,  intersection  de  deux  surfaces  du 
troisième  degré.  Celle  inlerspclion  se  décompose  en 
une  cubique  qui  ne  convient  pas  el  la  sexl  ique.  J'njoule 
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que   cette  sextiqiie  ne  change  pas  si  l'on  remplace  le 
cône  par  un  cône  lioniocvclique. 

Pour  simplilier  un  peu  récriture  je  m'en  tiendrai  au 
cas  d'un  cône  de  la  (orme 

(C)  Ax^--i-By-^Cz^=o. 

Les  équations  de  la  surface  Sp,  sont  alors 


a:  =  «^  -i- 


jK=  bz 


„{l;  —  h-il  ) 


a"-  -}-  è-  -î-  1 

A  a-  -f-  1>  6-  -i-  C  ^  o  ; 

c'est-à-dire   qu'on  aura  l'équation  de  cette  surface  en 
éliminant  a,  b. 

Soieni  {x^y^  :■)  un  point  de  Gajlej  et 

Px-hQy-hRz-i-S  =  o 

le  pinn  correspondant.  (Jn  doit  avoir 

P/tYZ-T-Q/rZX^  R/\Y-^S(X-^+  Y^^  Z^) 

-(-(.rX+jKY-H^Zj(PX^QY-4-RZ)  =  X(AX2-+-BY2+CZ2), 


ce  (1111  doiim 


S  -h  Pa:  =  À  A ,  \'/i  —  R  K  -^-  Q^  =  o, 

S-f-QjK  =  Àli,  QA  -h  P5  -f- R.r  =  o, 

S  -H  Ri!  =  ÀC,  RI  -t-  Qx  -f-  Pj-  =  o. 

Donc  dans  l'abaque 

h     z     y  (B  — G)a7 

-     /-     ^  (G-A)^ 

r     .r     /  (  A    -  B  ;  - 

il  faut  annuler  deux  déterminants  à  trois  colonnes,  par 


(  544  ) 


exemple 

(S) 

(S') 


h 

z 

y 

■3 

k 

X 

y 

X 

l 

—  o, 


(B  — G)a-     (G  — A)^    (A  — B)^ 


Si  je  prends  h  >  o,  A  ■<  o,  l  <^o,  ces  deux  surfaces 
ont  trois  dioites  communes  qui  ne  comptent  pas:  la 
droite  de  l'infini  du  plan  :;  =  o  et 


z   ^       Il  V  ■ 

-x=-'% 


hk 


(£=±,). 


Reste  la  sexlique  annoncée  qui  admet  Ox^  OjKj  ^^ 
comme  axes  de  symétrie.  Nous  verrons  plus  loin  qu'elle 
a  six  directions  asjmplotiques  qui  sont  perpendiculaires 
aux  pians  cycliques  du  cône  (C). 

Courbe  nodale  de  Sn.  —  Si  l'on  prend  un  point  A 
sur  la  sextique  et  (|ue  de  ce  point  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  les  génératrices  de  S^,  les  pieds  sont 
dans  un  plan  P^^  qui  coupe  Se  suivant  une  courbe  du 
quatrième  degré  tracée  sur  la  surface  de  Steiner  qui 
correspond  à  A  et  en  outie  suivant  deux  droites  :  le 
point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  décrit  la  courbe 
nodale  que  j'ai  jju  déteiniiner  dans  certains  cas  parti- 
culiers; je  donnerai  des  exemples  où  elle  se  compose 
de  trois  conitpies. 

Conditions  de  décomposition  de  la  sextique. 

Il  faut  s  assurer  qu  en  général  cette  sextique  ne  se 
décompose  pas;  il  est  facile  de  trouver  tous  les  cas  de 
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décomposilion.  Je  reprends  les  six  éqiialions  en  x,  y,  z, 
P,  Q,  1^.  S.  Les  trois  dernières  me  donnenl  les  équa- 
tions de  la  surface  (S)  en  coordonnées  u  =  ~  ,  r  —  ^ 


X  = 


P(/tP2  —  /.Q2__/R2) 

.iPQK 


^  '  y        tpqh —  ' 

/  .  ^  R(/R^  —  AP^-XQ2) 
!   "  aPnR 

En  portant  dans  l'équalion 

F(B  — C)a"^QrG-Ajj^+R(A-H)::  =  o, 
on  trouve  la  condition 
(2)  (B  — C;P2(7iP2_/r.Q,_ /j^,^ 

4-(G-A)Q2(/.-Q2-/K2_  /,p2) 

+  (A  -  B)R2(/R2  _Ar2_XQ2)^„. 

Si  le  point  (P,  Q,  R)  décrit  la  quartique  (2)  le  point 
i^^yj  -)  donné  par(i)  décrit  la  sextique  tracée  sur  (  S). 
Pour  que  la  sextique  se  décompose,  il  faut  et  il  suffit 
que  (2)  se  décompose. 

Or  on  a  un  polynôme  bicarré  en  P;  l'étude  esl  donc 
facile  et  l'on  trouve  : 

Premier  cas  de  décomposition.  —  La  sextique  se 
décompose  en  une  quartique  et  une  conique  si  l'une 
des  conditions  suivantes  esl  remplie  : 

/,B  -  C)-^  h(\  —  B)  =  o, 
A  (G  -  A  )  +  /.(B  — C;  =  o, 
/•(A-B)+/{G- A)  =  o. 

Exemple  numérique  : 

// =  2,  /.=!,  /=— 3. 

Ann.  (le  MalltenuU.,  4"  série,  t.  \.  (Décembre  igni.)  3G 
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Pour 

//(G  -  A;-i-/(B  — G)  =  o, 

on  trouve  la  conique 

z  =  O,  2  3"'+ J'2-l-  6  =  o, 

qui  est  imaginaire  et  la  quartique 

2X^  —  y^-h     z^  —  2  =  o, 
xyz-i-y'^ — \x-  =  o, 

qui  ont  deux  droites  communes 

Je  laisse  de  cùlé  le  cas  oui  deux  des  nombres  /i,  k,  l 
sont  égaux;  dans  ce  cas  on  peut  avoir  trois  coniques  : 
un  cercle  et  deux  paraboles. 

Deuxième  cas  de  décomposition,  —  Ce  cas  corres- 
pond à  la  condition 

A/j  +  BA  +  G/  =  o, 
ou  bien 

h  k  I 


B        A  —  G        B  — A 


c'est-à-dire  que  le  cône(C)  doit  avoir  pour  plans  cycli- 
ques 


x"-         y-^ 

y-      -' 

z'-        x-^ 

h          k  ' 

k       i  ' 

l      h 

Dans  ce  cas-là  la  surface  peut  s'écrire 

A/t 
y^bz-^^-^a, 

Art2-|-B62-i-G  =  o. 
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En  éliminant  ab,  on  trouve 

Ar2 -f- Bj2 ^  G 2»  +  ^-^^i^^ /,2  =  o, 

et    la    sextique    se  décompose  en  six  droites.  La  sur- 
face (S) 

( S )  ixyz  —  C /? r2 -H  /.-jî  -f-  /  g2 )  -}-  hkl  =  o 

possède  six  droites  à  dislance  finie  :   deux  parallèles  à 
chacun  des  plans  de  coordonnées.  Par  exemple 

hx=  yz, 
OU 

Z     r=t/hÂ- 

y         h  (-^=±0- 


Ces  six  droites  appartiennent  à  S'. 

Si  l'on  considère  l'Iiyperboloïde  habituel 

x^         r"        z2 
a-         o^         C' 

avec(7>.  b,  les  six  droites  de  Gayley  forment  un  tétraèdre 
comme  celui  dont  j'ai  parlé  tout  au  début.  Deux  arêtes 
opposées  sont  réelles  et  ont  pour  équations 

i/(  a'^  —  /'*  )  (  (f-  -+-  c-  ) 
X  —  z 


(e=±i). 


y  —  acx 


X        bia'^^c'^) 

Les  plans  de   Caylej  corresjiondants  sont  les  plans 
cycliques.  Ces  six  droites  de  Cajlej  sont  les  perpendi- 
culaires communes  aux  génératrices  isotropes. 
■     Soit  A  une  de  ces  droites  5  elle  est  perpendiculaire  à 
un  plan  cyclique.  Si  par  un  point  A  de  A  on   abaisse 


(  548  ) 
des  perpendiculaires  sur  les  généralrices   du   système 
considéré,  les  pieds  sont  sur  un  cercle  de  la  quadrique 
dontle  plan  n'est  pas  parallèle  au  premier  plan  cvclique 
considéré. 

Cas  particulier  des  liyperboloïdes  rectangles.  — 
Il  peut  arriver  que  les  droites  de  Gayley  soient  des 
génératrices  de  Thyperboloïde. 

Ceci  se  produit  pour  les  hyperboloïdes  que  j'appel- 
lerai rectangles  et  qui  sont  engendrés  par  la  droite 
d'intersection  de  deux  plans  rectangulaires  tournant 
respectivement  autour  de  deux  droites  A,  A'.  Ces  droites 
A,  A'  sont  précisément  des  droites  de  Cajlej  :  ici  la  pro- 

priété  devient  évidente.  Pour  que  —  +  -7-2  —  -^  —  1=0 

soit  rectangle  si  a  >>  6,  il  faut  et  il  suffît  que 

Il  1 

6î  ""  ô»  "^  c2* 

Directions  asymptotiques  des  sextiques  de  Cayley. 

Lemme.  —  Soit  O  le  point  de  Vaxe  du  cylindroïde 
où  se  croisent  deux  génératrices  rectangulaires  qui 
forment  a^'cc  l'axe  un  trièdre  trirectangle.  Si  un 
point  M  s'éloigne  à  l'infini  sur  une  droite  ).,  P,,  de- 
vient P  perpendiculaire  à  l'axe.  Pour  obtenir  ce 
plan  on  mène  par  l'axe  le  plan  parallèle  à  X,  il 
coupe  le  cylindroïde  suivant  une  génératrice  qui 
coupe  l'axe  en  un  point  A.  P  passe  par  B  symé- 
trique de  A  par  rapport  à  O. 

Je  ne  donne  pas  la  démonstration,  qui  est  immédiate. 

Théorème.  —  Les  directions  asymptotiques  d'une 
sextique  de  Cayley  correspondant  à  une  S©  d'une 


congruence  hkl  sont  les  six  pcr/  endiculaircs  aux 
plans  cycliques  du  cône  choisi.  La  sextique  ne 
change  pas  si  l'on  remplace  le  cône  par  an  cône  ho- 
niocy clique;  on  peut  donc  le  prendre  é^'anouissant, 
mais  alors  le  So  se  décompose  en  deux  cylindroïdes 
ayant  une  génératrice  commune,  la  perpendiculaire 
commune  à  leurs  axes. 

Soient  [JL,  tj.'  les  axes  de  ces  deux  cjlindroïdes  ;  O,  le 
point  dont  j'ai  parlé  plus  liant  situé  sur  l'axe  du  premier  : 
CD  la  perpendiculaire  coninuine  à  p.  et  à  ix'.  Le  plan  l^ 
perpendiculaire  à  p.  et  passant  par  CD  est  tangent  au 
deuxième  cjlindroïde.  Il  existe  donc  une  droite  A  pa- 
rallèle à  p.'  et  telle  que,  pour  tout  point  A  de  A,  P^  soit 
confondu  avec  P, 

Si  A  va  à  l'infini  sur  A,  P^  ne  change  pas  dans  le 
premier  cjlindroïde  et  tend  vers  P  dans  le  deuxiènte. 
Donc  .... 

S\irfaces  réglées  réciproques. 

Soient  S  une  surface  réglée,  A  une  génératrice,  A'  la 
perpendiculaire  à  A  menée  dans  le  plan  langent  au  [)oint 
central  O  et  passant  par  ce  point.  A'  décrit  une 
deuxième  surface  que  j'appelle  réciproque  de  la  pre- 
mière. Je  vais  faire  voir  que  le  point  O  décrit  la  ligne 
de  striction  conimune  aux  deux  surfaces  qui  sont  tan- 
gentes tout  le  long  de  cette  ligne  de  striction.  Adoptons 
la  méthode  dont  M.  Darboux  s'est  servi  si  souvent  dans 
sa  théorie  des  surfaces  et  soit  Oxyz  le  trièdre  mobile 
O^^A,  Ox^^M.  Les  projections  de  la  vitesse  d'un 
point  (lié  au  trièdre)  sur  les  axes  mobiles  sont  avec  les 
notations  habituelles  : 

Vx  =  $  -^qs  —  ry, 
\y=  r^-^-  rx  — pz, 

\z=^-^py  —  qx. 
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Pour  un  point  de  Oz 

On  en  déduit  l'équation  du  plan  tangent  à  S  en  un 
point  de  Oz  et  en  écrivant  que  O  est  le  point  central 
et  zOx  le  plan  central,  on  trouve 

q  =o,        r,  =  o, 

et  réciproquement. 

On  en  déduit  que  deux  droites  rectangulaires  quel- 
conques se  croisant  en  O  dans  le  j)lan  zOx  décrivent 
deux  surfaces  réglées  réciproques. 


Surfaces  réglées  réciproques  des  quadriques. 

Soil  S  une  quadrique  sur  laquelle  on  n'envisage  qu'un 
système  de  génératrices.  Soit  S'  sa  réciproque.  Je  dis 
que  c'est  une  des  surfaces  So  définies  plus  haut.  En 
effet,  considérons  la  congruence  hkl  formée  par  les 
perpendiculaires  communes  aux  génératrices  considé- 
rées de  S  :  les  génératrices  de  S'  en  font  partie.  En 
outre,  elles  sont  parallèles  aux  génératrices  du  cône 
réciproque  du  cône  asymptote  de  S.  Ceci  démontre  la 
proposition. 

Autres  surfaces  Sg. 

Elles  proviennent  de  la  décomposition  des  S9  et  il 
est  facile  de  voir  qu'on  les  obtient  en  posant 

p  =ç(X,Y,Z), 
p'  =  <p'(X,Y,Z), 
p''=cp"(X,Y,Z); 
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(p,  'f\  ci"élanl  trois  fondions  homogènes  et  du  deuxième 
degré  lelh^s  (|ue,  ou  bien 

X  9  -f-  Y  ©'  -i-  Z  (p"  ^  o, 

on  obtient  alors   les  surfaces  étudiées   plus  haut;  ou 
bien 

X9-4-  Y 9'+ 2^"=  P*, 

P  étant  linéaire  et  <!>  du  deuxième  degré.  Il  faut  alors 
prendre 

*(X,Y,Z)  =  o 

pour  cône  directeur  de  la  surface. 

Pour  ne  pas  trop  allonger  cet  article,  je  me  conten- 
terai d'indiquer  deux  exemples  numériques  qui  con- 
duisent à  des  cas  de  décomposition  intéressants. 

Premier  exemple.  —  La  considération  des  trois 
complexes  AP^,  BP^,  CP^;,  où 

Fa:^  =  o,        P|t:jK  =  o,  Pc:  3  =  0; 

A   :o,  o,  2,       B  :o,  o,  —  i,       C   :  0,0,1, 

conduit  à  la  surface 


y  =  bz-^ 


a^-+-  b- 
■xb 


a2-(-  6--f-  I  ' 

62=  2^2-1-1. 

La  sextique  de  Cajley  se  décompose  en  trois  coni- 
ques dont  les  directions  asjmptotiques  sont  bien  per- 
pendiculaires aux  plans  cycliques  du  cône  directeur. 
Ces  trois  coniques  sont  : 

i"  X  =  O,  y--^'\z-=Z; 

î      •.  /  3\2       3 

3°  3  =  - ,  S.rï  —  ^y-  -4-  y  =  o. 
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Celte;  surface  possède  une  courbe  nociale  formée  des 
trois  coniques  : 

l"  _y  =  O,  2a"2_i_  3  2(  -  ^_  j|  _  „. 

3"  ^  =  -,         8.r- —  4j'--T- 9  =  o. 

Celte   dernière    est   triple  et  coïncide   avec  une  des 
coniques  de  Cajiey. 

Deuxième  exemple.  —  Avec  les  trois  complexes 

p'  =  xz. 

La  surface  correspondante 

b 
X  =  az  —  —  ) 

,  b  —  4« 

a'^  -r-  b-  -r-  i  -+-   I  ab  =  o. 
La  sextique  se  décompose  en 

z  =  o.         (ar  -f-  i)j'  =  4, 

et  la  biquadratique 

y^-h  z^^  X -i- \  =  o. 

x{x-hf)  =y{y—  4), 

qui  est  unicursale.  On    trouve   une   livperbole   nodale 
qui  a  pour  équations 

c  =  o,         .\xy  =  X  -h  i. 
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Les  trois  espèces  de  droites  de  Cayley. 

Je  me  contenterai  d'énoncer  les  résultats  snivanls, 
faciles  à  vérifier.  Une  surface  réglée  peut  posséder  une 
droil<;  de  Cajiev;  dans  ce  cas  son  cône  directeur  est 
du  deuxième  degré  et  la  droite  est  perpendiculaire  à 
l'un  des  plans  cycliques  de  ce  cône.  Ces  droites  A  sont 
de  trois  espèces  : 

Premicre  espèce.  —  Si  A  décrit  A,  l\  roule  sur  une 
suriace  de  troisième  classe.  [)araljolique. 

Deuxième  espèce.  —  l\  enveloppe  un  cvHndre  pa- 
rabolique. 

Troisième  espèce.  —  P^  reste  parallèle  à  lui-même. 

Comme  exercice,  j'indiquerai  le  suivant  :  Démontrer 
que  les  surfaces  qui  possèdent  deux  droites  de  Caylev 
de  troisième  es[)èce  sont  du  quatrième  degré  avec  cône 
directeur  du  deuxième  et  que  la  courbe  nodale  est  une 
cubique  gauche  que  les  génératrices  coupent  deux 
fois. 

Détermination  des  courbes  gauches 
qui  possèdent  une  infinité  de  podaires  planes. 

J'envisage  maintenant  les  surfaces  développables. 
Chaque  point  de  Cavley  donne  une  podaire  plane  de 
l'arêle  de  rcbroussemeni  de  la  suiface.  Pour  avoir  une 
infinité  de  points  de  Cayley  il  faut  envisager  deux 
con)plexes  MPm  et  M'  P,,-,  où  P^,  P„.  soient  parallèles.  On 
a  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  une  suifaee  possède  deux  /joints 
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de  Cayley  M',  M  dont  les  plans  Pj,.,  P„  soient  pavai- 
lèles^  alors  : 

i"  Le  cône  est  du  deuxième  degré; 

2°  Tous  les  points  de  la  droite  MM'  sont  des  points 
de  Cayley,  les  plans  correspondants  sont  parallèles 
entre  eux  et  correspondent  homo graphiquement  aux 
points. 

Il  n'y  a  qu'un  point  double  à  dislance  finie,  c'esl- 
à-dire  un  seul  point  F  se  trouve  dans  le  plan  Pp  cor- 
respondant :  je  l'appellerai  point  spécial  de  Cayley; 

3°  Les  plans  cycliques  du  cône  sont  :  l'un,  paral- 
lèle à  Pj.-;  Vautre,  perpendiculaire  à  la  droite  de 
Cayley. 

En  effet,  soient 

M  :aPY'  Pm  :  Aa7-f- B^  + C5  +  D  =o. 

M':a'^'Y',         Pm  :  A2-+  B^-^G*  -t-  D'=  o; 

les  deux  complexes  s'écrivent  : 

Ap  +  Bp'-4-Cp"-HD  (X2+ Y-^-f-Z2) 

+  (AX-^  BY-T-GZH^cX-f-pY-i-YZ)     =  o, 

Ap  -^  Bp'-^  Gp"-r-  D'(X2-^  Y2+  Z2) 

-4-(AX  +  BY-4-GZ)(a'X-^P'Y-4-Y'Z)  =  o. 
On  en  déduit  le  complexe 

.  g  +  Àg'       ;3  -^  X^ii'       Y  +  >-y' 

Pn  :  Aa-  -f-  Bj^  +  G  ^  H ^^^j-4 —  =  o, 


Les  droites  communes  à  tous  ces  complexes  forment 
donc  une  congruence  dont  la  surface  focale  se  décom- 


(  555  ) 
pose  en  une  conique  à  1'^  et  une  surface  que  je  vais 
chercher. 

Théorème.  —  Toutes  les  droites  de  la  congruence 
MPj,  MP„,,  où  Pj,,  P„.  sont  parallèles^  sont  tangentes  à 
un  cône  du  deuxième  degré  ayant  pour  sommet  le 
point  spécial  F  de  MM';  ses  focales  sont  perpendicu- 
laires aux  plans  cycliques  du  cône  directeur^  il  est 
bitangent  à  ce  cône  le  long  des  génératrices  princi- 
pales. 

Soit 

X  =  az  -t-/?, 
y  ^  bz-^q 

la  droite  qui  di^crit  la  congruence. 

Je  suppose  que  a,  h  soient  les  deux  variables,  p  el  q 
étant  des  fonctions  de  a  et  b.  Je  vais  déterminer  la 
fonction  A  de  façon  que  le  plan 

az  -\- p  —  X  -^K{bz  -r  q  —  y)  z=i  o 

soit  focal,  c  est-à-dire  ait  son  point  caractéristique  sur 
la  droite.  Ce  j)oint  caractéristique  est  défini  par 

az  -r p  —  X  -r-\{b z  -{-  q  —  y)  =  o, 
On         Ok     ,  .  dq 

da        Oa  t       J  I  ^^ 


dp        dX 
ôb'^  db 


bz-^q-y)^x(^z^^^  =  o. 


J'écris  qu'il  est  sur  la  droite 


dp  .  dq 

da  da 

dp  dq 

do  da 


J'élimine  z  et  j'ai 

da  \da       dbj        db  ' 
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qui  donne   |)Our  ).  deux  valeurs  ).|).2;  If  poinl  fcical  est 
alors  donné  par 


- 

= 

dp 

Oa 

— 

Oa 

X 

= 

az  ^ 

P- 

y 

= 

.''2  ^ 

9- 

J'applique  celle  mélhode  à  la  congruence  considérée. 
Soit  A  la  droite  de  Ca}^ey,  que  je  suppose  dans  le 
plan  zOx,  l'origine  des  coordonnées  étant  le  poinl 
spécial  de  CaylcA',  et  1*,,  ^  a- O  r.  Soient  (a,  O,  y)  un 
deuxième  point  de  Cayley  et  z^li  le  point  corres- 
pondanl. 

Si  l'oit  pose 

^^  _  .„  T  _  ..   .    . 


la  congruence  s'écril 


ap  -^  bq  ^  o, 

a-  -f-  b-  =  ma  -h  n. 


La  deuxième  équation  montre  que  a,  b  ne  sont  pas 
indépendants,  elle  donne  la  conique  à  I'td.  Je  |)rends 
alors  pour  variables  a  ei  q  ;  b  ne  dé|»end  pas  de  q.  Le 
poinl  focal  esL  donné  par 


(2) 


^P 


X  -{-  1{  b  z  — 
(In  ,  Oa 
Oa  Oa 


q  -jj  =  o, 
=  o, 


Oq 


-1-  X  =  o. 


ou 


a  dernière  donne 

X: 

_            àp 

Oq 

1=-^ 

9 
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Elle  exprime  (jiie  le  plan  ( i)  passe  pnr  l'origine.  Dès 
lors,  la  surface  focale  est  l'enveloppe  du    plan 

qx  -  py  =  zuu/  —  hp). 

mais  /?,  rj   sont    proportionnels  à    — -h-\-a.    Le  plan 
s'écrit 

ax  -fr-  bf  =  z(a-  -^-  b^  ), 
ou 

(3)  ax -\- by  —  z(ma-hn)  =  o. 

Ainsi  la  surface  focale  (deuxième  nappe)  est  l'enve- 
loppe du  plan  (3). 

Soit 

ux  -1-  vj'  +  (r5  =  o 

ce  plan.  On  trouve 

n(  II-  -^  v^  )  -  »>(  mu  -h  w)  =  o, 

qui  permet  d'étudier  le  cône.  Ce  dernier  a,  du  reste, 
pour  équation 

( m^ -+-  4 n )y^ -i-  ^n(x'^  —  nz-  —  nixz)  =  o. 
Surfaces  développables. 

On  écrit  -4-=^  -^,  d'où  facilement 
da        CIO 

dq        (m  —  ■ia)( ma  -f-  2 n )    , 

'«  — ^  =  T-, :; d^  ; 

(j  ■?.  a^{ —  a°  -t-  ma  -+-  n  ) 

le  problème   est  ramené  aux  (piadratures. 

Deuxième  méthode.  —  On  peut  traiter  la  question 
par  une  méthode  rentrant  tout  à  fait  dans  le  pro- 
gramme dessalasses  de  Sp<*ciales. 

Nous  savons  que  les  droites  considérées,  c'est-à-dire 
les  tangentes  à   Tune  des  courbes  cherchées,  doivent 


(  558  ) 
être  parallèles  aux  génératrices  d'un  cône  de  deuxième 
degré.  Soit 

(l)  ^2=  a*a72^-62J^^2 

ce  cône.  Le  cône  réciproque 
(2) 


^2 


sera  le  cône  des  normales  aux  plans  osculateurs  ou  cône 
des  binormales. 

Si  donc  F(/)  désigne  une  fonction  arbitraire,  l'équa- 
tion du  plan  osculateur  peut  s'écrire 


(a  cos^).r  -4-  (6  i\nt)y 


¥(t)  =  o- 


d'oii  les    équations   de  la    courbe   sous    forme    para- 
métrique : 

X  = 


F'  sint  —  F"cos^ 


y 


—  F'  cos/  —  F"sin/ 


z  =F-^  F\ 

En  écrivant  que  les  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées de  l'origine  sur  les  tangentes  sont  dans  le 
plan  z==mXj  on  trouve  pour  déterminer  la  fonc- 
tion F 

C_    r  a- ^in- 1  —  b'^  co%^  t  —  inab-cost 
F       J        sin i  [c  -  cost  -i-  ma {i  -T-  b'^  )] 


dt. 


où  C  est  une   constante  arbitraire.  L'une  des  valeurs 
de  F  est 


F  =  (l  —  COS?)     ^''       (l-r-COS/)     -'"     ; 

m  esl  d'ailleurs  déterminé  en  fonction  de  abc  : 


V 
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Si  l'on  pose  R  =  — .  les  courbes  cherchées  ont 

pour  équations  paramétriques 


(A)  y 


■.>.at'^-*-i 

I  —  /.2 

^//■-    ' 

/,l(k^:,^t-2-i-(A-- 

')] 

2//'  +  ' 


Il  faut  adjoindre  à  ces  courbes  leurs  homolhétiques 
par  rapport  à  l'origine.  Elles  sont  algébriques  si  k  est 
entier  ou  fractionnaire.  On  peut  se  donner  arbitraire- 
ment b  et  A"  par  exemple.  Il  est  facile  de  vérifier  sur  les 
formules  (A)  que  chaque  courbe  est  tracée  sur  un  cône 
du  deuxième. degré  ayant  pour  sommet  l'origine  et  lié, 
comme  il  a  été  dit  plus  haut,  au  cône  directeur. 

En  effet,  on  tire  de  (A)  : 

ax  -'r  z  = 


ax  —  5  = 
d'où 


c'est  l'équation  du  coue  cherché. 

On  peut  généraliser  ceci  et  démontrer  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  On  considère  une  courbe  gauche 
telle  que  la  podaire  d\in  point  O  soit  plane  et  que 
son  plan  Po  passe  par  O.  Soil  C,  le  cône  formé  par 
les  parallèles  aux  tangentes  menées  par  O,  et 
soit  Cj  le  cône  de  sommet  O  sur  lequel  est  la  courbe. 
Ces  cônes  C,,C2  sont  tels  que  tout  plan  parallèle 


t/c-l 

k(l-k) 

lli-+-l 

b-^k'- 

f  56o  ) 

à  P„  les  coupe  suivant  deux  courbes  -',,  •%,  telles 
que  V,  soit  la  podaire  de  ^'.y  par  rapport  au  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  de  G  sur  le  plan  de  la 
section. 

La  droite 

X  =  a  5  -ir-  p,        y  =  f?  z  -r-  q 

doit  avoir  une  enveloppe  et  en  outre 

ap  -{-  bq  =r^  o. 
Donc 

yj  =  À  6,  q  =  —  A  a; 

les  équations  de  la  droite  deviennent 

X  =^  a  z  -^  /  h, 
y  =1  h  z  —la. 

Je  suppose  (jue  dans  ces  formules  Jc,y^  z  désignent 
les  coordonnées  du  point  de  contact  de  la  droite  avec 
son  enveloppe.  Alors 

dx        dy  _  dz 

d'où 

z  da  -^t.db-^b  dh  =  o, 

z  db  —  À  da  —  a  d/.  =  o. 

Prenons  a   comme   variable.    Se  donner  /y  =  F(fl), 

c'est  se  donner  le  cône  Ci  ;  soit  b'  =  -r-  : 

da 


=  eJ  "  +  '''''' 


(  n  1  =  e 

A  une  fois  connu,  .r,  j>^,  z  sont  donnés  par  les  formule? 
.r         j.ab  —  I  b-  —  a^  )b' 


>. 

a  — 

bl> 

y 

= 

(/>-2 

—  a^-  ) 

—  ia 

bb' 

A 

ti  — 

bli 

,- 

b-^ 

ab 

a  —  bb 
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En  forinanl  l'éqiialion  du  cône  Cj,  A  disparaît. 
Cherchons  la  section  de  ce  cône  |);tr  le  plan  :■        \ 
Cette  section  sera  définie  par 


(n) 


y 


h  —  ab' 
(b^  —  a^)  —  labb' 


b  -  ab' 
C'est  la  courbe  y2  dn  plan  :;  =  i .  Posons 

a  ==  r  oosO, 
b  :=  r  sinO, 

r-  0  étant  les  coordonnées  polaires  de  la  conrhe  v, 

db       ,, 

—r-  =  6   =  tanj:^- 

cla 

Fis.  2. 


Soit   V  l'angle  de   la   tani^enle  à  y,   avec  le  rajon  vec- 

tenr 

a  =  6  +  V; 

les  formules  (Yo)  peuvent  s'éciire 

i   T  =  —. TT  cos  (  0  -+-  -  —  V  ) , 

Anu.  de  Matlu-mat.,  4'  série,  t.  X.  (Décembre  1910.)  3^ 
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Soient  M  le  poinl  /•,  6  ;   N  le  point  — -. — r— >  O -h  -• 
I  '  ^  sin  V  -2 

Je  forme  le  rectangle  MONP;  P  décrit  la  courbe  yo  ; 

M'  décrit  le  lieu  du  centre  dun  cercle  passant  |)ar  O  et 

tangent  à  Y|.  Si  V  décrit  y^,  le  cercle  de  diamètre  OP 

enveloppe  v,  ;  donc  y,   est  la  podaire  de  yo. 

Cas  particulier  des  courbes  (A)  cfui  ont  une  droite 
de  Cayley.  —  yj  doit  être  un  cercle  etyoune  conique 
de  fojer  O  ;  on  voit  facilement  que  y,  est  le  cercle 
principal  de  la  conique  yo. 


Détermination  de  toutes  les  courbes 
qui  possèdent  un  point  spécial  de  Cayley. 

Les  formules  trouvées  plus  haut  résolvent  la  ques- 
tion, mais  la  quantité  A  esl  donnée  par  une  quadrature. 
On  peut  trou\er  des  formules  n'en  contenant  aucune. 
Aous  trouverons  un  exemple  intéressant  d'équations 
aux.  dérivées  partielles  signalées  par  M.  de  Tannenherg 
et  qui  admettent  un  groupe  continu  de  transformations. 
Je  prendrai  les  équations  de  la  ligne  droite  sous  la 
forme 

,         .   ,        ,  ,  ,    .  dz      dz 

et  je  garderai  les  lettres  y?,  cj  pour   designer  -j-y   — • 

Il  s'agit  donc  de  trouver  les  courbes  dont  les  tangentes 
appartiennent  au  complexe 

Les  courbes  cherchées  seront  les  courbes  intégrales 
d'une  équation  au\  dérivées  partielles,  facile  à  former 
et  qu'on  peut  écrire  sous  la  forme 

(B)  {px-h(jY  —  ■iz)^=  ix'--^^y^)(p'--h  q-^). 
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On  aperçoit  de  suite  la  solution 


où  k  est  une  constante  arbitraire;  la  transformation  de 
Legendre  ne  change  pas  ré(|uation.  Je  vais  faire  voir 
(|u'une  transformation  ponctuelle  chauge  léqnation  (B) 
en  l'équation 

(C)  H_^2^^2^0. 

Au  lieu  de  considérer  ces  écpiations  en  />,  q^  il  est 
plus  commode  de  considérer  les  équations  associées. 
Par  exemple,  l'équalion  associée  de  (  B)  sera 

(B')  z{dx'^^  dy'-)  ^i  dzi  X  dx  ~- y  dy ). 

A  tout  point  (x,y,z)  de  l'espace,  elle  (ait  corres- 
pondre une  direction  (dx,  dy,  dz)  parlant  de  ce  point 
et  située  sur  le  cône  du  complexe.  Or,  il  est  facile  de 
transformer  (B')  pour  obtenir  la  forme 

(  G'  )  dx-  -t-  dy-  -+-  d2-=  o. 

associée  de  (C).  Eu  etfel  (  B')  peut  s'éciire 

dx^  -i-  dy-  —  du  (  x  dx  -+-  y  dy  )         (  z  =  e"  ). 
Je  pose 


X  :=  p  cosO, 

y  =  psin 

0, 

r 

equati 

ion 

devient 

dpi  -r  p2  db'-  ^ 

p  du  dp, 

P 

^-  s  — --  =  au 

dfy^ 

dV   H ;—    = 

ûf02=  dv{du 

(?  = 
=  du, 
—  di'); 

d'où  facilement  la  forme  indiquée.   On  trou.c  ainsi  la 


(  ^M  ) 

transformation  pontiielle 


X  =  arc  lang  — j 

X 


z'  =  îL\/^, 

qui  fait    correspondre   les    courbes    cherchées    et    les 

mini  ma,  ou 

dx- -k- dy'^  ^  dz- ^=  o 

et 

dz  dx--h  dy^ 

z  X  dx  -+-  y  dy 

Or,  une  intégrale  complète  de  i  +/?-  -f-  ^-  =  o  se 
compose  de  tous  les  plans  tangents  au  cercle  imaginaire 
de  l'oo  : 

ax  -r-  t  y/i  -;-  a- y'  —  5'  -^  è  =  o, 

«7,  h  étant  deux  constantes  arbitraires  ;  elle  devient  par 
la  transformation 


-r  arc  tan< 


V'  \  —  a-      /  x--^  } 


—  Ls/z  —  b  =  0; 


doù  facilement 


ke  '■{^r^^y^-y-'^-. 


On  a  là  une  intégrale  complète  de  l'équation  (B). 
Pour  h  ^  o  on  a 


z  =  k\/x-^^y'\ 

h  et  k  sont  les  deux  constantes  arbitraires. 

Pour  avoir  les  courbes  intégrales,  il  faut  lier  h  et  k 
par  une  relation  arbitraire  et  chercher  lenveloppe  des 
surfaces  précédentes. 

En  coordonnées  cjlindropolaires,  cette  surface  peut 
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s'écrire 

C'est  une  surface  spirale.  F^es  courbes  chercliées  sont 
donc  l'envelo[)|)e  d'une  suiface  spirale 

z  —  F^/()e2'''<Pp'-'''% 

quaud  k  varie.  F  est  une  lonclioii  abilraire. 

Toutes  ces  courbes  acbnetlent  un  groupe  conlinu  de 
transformations  à  lo  paramètres.  En  particulier,  le 
groupe  h()nio<;raphi(pie 

x'  =  l(  lix  —  ky), 
z'  =  l(h^+k^)z, 

échange  les   unes  dans  les  autres  les  droites  du   com- 
plexe 


Note  sur  les  surfaces  réglées  réciproques  et  sur  la 
détermination  de  toutes  les  surfaces  réglées  qui 
admettent  une  ligne  de  striction  donnée. 

Nous  allons  retrouver  la  propriété  des  surfaces 
réglées  réciproques  en  traitant  le  problème  suivant  : 
Une  courbe  étant  donnée,  tramer  toutes  les  sur- 
faces réglées  cjui  l^ admettent  comme  ligne  de  stric- 
tion. 

Considérons  le  Irièdre  de  Frenet  de  celte  courbe. 
Soient  O  un  point  (juelconque  de  cette  courbe,  Ox  la 
tangente,  Oy  la  normale  principale,  Oz  la  binormale, 
S  l'arc  de  la  courbe.  Les  projections  de  la  vitesse  d'un 
poir)t  sur   les  axes  mobiles  O.r,  Or,  G:;  sont,   en   re- 
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marquant  que  r,  :^  o,  «^  =  o.  /y  =  o  : 

\,r=  —  -i-l  —  ry  =  X  -^■  —  ry, 
\y  =  y^  rx—pz, 

Soil  a;  =  ay,  y  =  bz  la  droite  qui  décrira  la  surface 
réglée  où  a,  b  varient  avec  t.  Les  formules  précédentes 
permeilent  d'obtenir  l'équation  du  plan  langent.  En 
écrivant  que  l'origine  est  le  f)oint  central,  on  trouve 
l'équation 


(I) 


a'(i-f-  b'^)  —  abb'=  br{i -^  b'^-^  a^). 


On   peut  supposer   t  ^=:  s,    alors   /■  =  -  ,  R   étant  le 

l'ayon  de  courbure  en  O.  On  a  d'abord  la  solution 
b  =  o  avec  rt  =  consl.  Si  dans  (I)  on  traite  6  comme 
une  fonction  connue  de  s  qu'on  se  donne,  alors  a  est 
l'inconnue  du  problème,  et  l'on  a  à  résoudre  l'équation 
différentielle  (1),  qui  est  une  équation  de  Riccati.  On 
voit  de  suite  que  cette  équation  est  vérifiée  si 

a^-h  b-  -~i  =  0, 

ce  qui  donne  deux  solutions  en  a.  On  intègre  facile- 
ment en  posant 


a  =  u\/b^-i-i. 

Si   l'on   remplace  dans  (1),  on  trouve,  pour  déter- 
miner M,  l'équation 

(II)  "-'  ^'' 


I  +  «2     /Tqrp 

La  solution  complète  du    problème  est  donnée  par 


les  formules 


(  ^(>:  ) 


/•  tnn<,'a 

a  = 


s/r-^- 


OÙ  a  est  une  fonction   aibihaiie  de   l'arc  a  cl  a'  sa  dé- 
rivée; /•  est  la  courbure  de  la  courbe  donnée. 

Interprétation  géoinélilque.  —  Nous  avons  pris 
j-  =  ac.         y  —  b  z 

comme    équalions  de  la  génératrice    par  rapport   aux 

axes  mobiles.  Appelons  a  l'angle  de  cette  droite  avec 

yOz   et  9j  l'angle  que   forme   sa    projection   sur  yOz 

avec  O  ^  ;  alors 

tan  s  a  ,  „ 

a  =  V'  6  =  lanc3: 

on  a  bien 

u  =  t  a  n  g  a . 

La  forniiile  (II)  devient 
(III;  a'=  /•  sinp. 

Le  plan  tangent  en  O,  c'est-à-dire  \(i  plan  central, 
passe  par  Ox  et  fait  l'angle  ^  avec  zOx.  Si  deux  sur- 
faces réglées  ont  le  même  plan  central,  c'est-à-dire  si 

j3  est  le  même, 

cIt.  =  rfxi, 

1  —  ai  =  const., 

et  réciproc|uement. 

Ainsi,  quand  on  aura  une  surface  répondant  à  la 
question,  on  en  auia  une  autre  en  menant  dans  cbaf|ue 
plan  central,  par  le  point  central,  une  droite  A'  taisant 
un  angle  constant  avec  la  généi'atrice  A  de  la  première 
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surface.  A'  décrira  la  deuxième.  Ces  deux  surfaces  au- 
lonl  mèine  j)lan  langent  loul  le  long  de  leur  ligne  de 
slriclion  commune.  Si  A,  A'  sont  reclangu laires,  on  a 
deux  surfaces  réglées  réci|)roques.  Naturellement,  les 
cônes  directeurs  de  ces  surfaces  sont  réciproques  (voir 
JJauiîoux,  Théorie  des  surfaces,  t.  IV,  Cliap.  XÏV). 

Note  sur  la  congruence  hkl. 

Je  me  suis  aperçu  en  terminant  que  c'était  la  con- 
gruence formée  par  les  axes  des  complexes  linéaires  à 
trois  termes  : 

XA-r-  ;aB  -hvG  =  o, 

où  A,  [JL,  V  sont  trois  paramètres  variables,  et  A=o, 
B  =  o,  C  =  o  les  équations  de  trois  complexes  li- 
néaires fixes  (voir,  par  exemple,  Géométrie  réglée 
de  Kœnigs,  p.  5o).  On  sait  que  ces  oo^  complexes  ont 
en  commun  les  génératrices  de  l'un  des  systèmes  d'un 
hjperboloïde  H.  Les  axes  coupent  ces  génératrices  à 
angles  droit,  ce  qui  nous  conduit  à  la  troisième  défini- 
tion de  la  congruence.  Mais  on  peut  remplacer  H  par 
l'un  quelconque  des  hjperboloïdes  ayant  les  mêmes 
éléments  de  Cajley.  On  peut  prendre  un  hyperboloïde 
dégénéré  en  faisceaux  plans  (Koenigs,  Géorriétrie 
réglée,  p.  02),  on  retrouve  alors  la  première  défini- 
tion. Avec  ce  nouveau  point  de  vue,  on  retrouve  bien 
facilement  les  cjlindroïdes  circonscrits  à  la  surface  fo- 
cale et  que  j'ai  considérés. 
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cbkuficat  de  calcul  dipfekemiel  et  l\tegral. 


Lille. 


lipuicuvn  THKOKiQi  K.  —  I.  Séries  entières.  Définition. 
Cercle  de  converf^ence.  Continuité. 

II.  La  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe  C  rencontre 
l'axe  Ox  en  T.  Déterminer  G  de  façon  que  le  milieu  de 
AIT  décrive  la  parabole  y'^  =  ipx. 

Construire  la  courbe  (1  lorsque  la  constante  d'intégra- 
tion est  nulle. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer 

dx 


h. 
f 


—  I  )  /j-2  —  5  j"  -+-  6 
dx 


(x  —  I  )  V  X-  —  5  vT  -i-  6 

(Novembre  1909.) 

Poitiers. 

Épreuve    théorique.    —    A.    On    considère    la    fonction 
implicite  Z(z)  déjinie  par  l'équation 

.    Z-h  z 

sin  •= =  s. 


i"  On  pose  Z  =  A-i-{B,  z  =  a-^ib;  A,  B,  a,  b  étant 
réels,  et  l'on  demande  d'exprimer  les  relations  qui  lient 
ces  quatre  quantités  en  n'utilisant  que  des  symboles  de 
fonctions  réelles  de  variables  réelles; 
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2°  Quels  sont  les  points  singuliers-  de  Z;  ces  points 
sont-ils  tous  de  même  nature? 

3"  Pour  une  valeur  Sy  de  z  on  donne  deux  détermina- 
tions Zq,  Z'q  de  Z(z).  Peut-on  faire  décrire  à  z  un  chemin 
continu  faisant  passer  Z  de  la  première  détermination  à 
la  seconde?  Si  cela  est  possible,  comment  clioisira-t-on  ce 
chemin? 

B.  Les  axes  étant  rectangulaires,  le  plan  des  xy  étant 
horizontal,  on  considère  les  courbes  de  niveau  et  les 
courbes  de  plus  grande  pente  d'une  surface  S. 

1°  Quelle  est  l'équation  générale  des  surfaces  S  pour 
lesquelles  les  courbes  de  niveau  sont  des  circonférences? 
De  quel  ordre  est  l'équa/ ion  aux  dérivées  partielles  carac- 
téristique de  ces  surfaces?  comment  la  formerait-on? 

2"  Quelle  est  l'équation  générale  des  surfaces  S  pour 
lesquelles  les  courbes  de  niveau  sont  des  circonférences  et 
pour  lesquelles  les  lignes  de  plus  grande  pente  se  projettent 
suivant  des  circonférences  sur  le  plan  des  xy? 

Ces  surfaces  sont-elles  caractérisées  par  une  équation 
aux  dérivées  partielles? 

3°  Parmi  les  surfaces  considérées  au  paragraphe  pré- 
cédent, il  y  en  a  qui  admettent  une  ligne  de  plus  grande 
pente  plane.  On  demande  de  former  l'équation  de  ces 
surfaces  et  de  les  étudier. 

Epreuve  pratique.  —  Trouver  celles  des  surfaces  z  =f{x,y) 
qui  satisfont  à  l'équation 

p^x  ^  q^y  =  o 

et  qui  passent  par  la  courbe  y  =  <f(z),  située  dans  le  plan 
a-  =:  o,  qui  vérifie  l'équation 

dy 

(z^—  3z  -i-  -2) -^  -^  -zy-  —  3 zy  -h  3 z  —  -2  =  o, 

et  qui  contient  le  point  x  =  \,y  =  —  i.  z  =  o. 

(Novembre  1909.) 
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Rennes. 


Composition  écrite.  -  I.  On  conddère  les  courbes  (G) 
qui  rapportées  à  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oc,  ont 
pour  équation 

(.^2+^2)2—  2  «2  (^2  -^2)   =:o, 

a  désignant  une  constante  arbitraire  : 

Former  l'équation  différentielle  des  courbes  (G); 

Déterminer  leurs  trajectoires  orthogonales. 

Soit  M  un  point  d'une  courbe  (G),  et  soient  0  et  %   les 

angles  que  forment,  avec  Ox,  le  rayon  OM  et  la  tangente 

en  Ma  (G);  montrer  qu'on  a 


a  +  -  =30. 

2 


Calculer  le  rayon  de  courbure  en  M,  R  =      —-,  s  dési- 
gnant  l  arc  de  la  courbe. 

II.  On  considère  les  surfaces  (S)  qui,  définies  en  coor- 
données semi-polaires  r,  lo  et  3,  ont  pour  équation 

f(io)  désignant  une  fonction  arbitraire  de  to. 

Former  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  à  laquelle  satisfait  la  fonction  z  de  r  et  de  w  qui 
correspond  à  l'une  quelconque  des  surfaces  (S). 

En  supposant  que  f{M)  se  réduit  à  une  constante,  la"-, 
on  obtient  une  surface  (S')  de  révolution  autour  de  Oz. 
Calculer  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  de  (S') 
en  un  point  de  la  méridienne  située  dans  le  plan  oj  =  o. 

Épreuve  pratique.   —   Intégrer  l'équation  différentielle 

x^y'" ^  x^y"  —  -ixy' ^  -ly  =  1.  ^  f^,r^i\nx  ^  .ricosar. 

x^ 

(Novembre   1909.) 
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CEIiriFICAT  DASTROXOMIE. 


Besançon. 


EpRHi  vii  licitiTK.  —  i"  Théorie  de  la  parallaxe  planétaire  ; 
exposer  en  particulier  le  développement  axiiel  de  —•  For- 
mules pratiques  pour  les  applications.  Tables. 

•i"  Latitude  terrestre.  Détermination  par  l'observation 
de  la  Polaire  et  du  temps.  Mise  en  nombre  de  la  Connais- 
sance des  temps. 

EpuKiVK  l'iivrioUK.  —  Calcul  sur  le  mouvement  elliptique. 


Bordeaux. 

Epreuve  teikohique.  —   Méthode  des  moindres  carrés. 

Principe  de  la  méthode.  Formation  des  équations  nor- 
males-. Calcul  des  poids  des  inconnues.  Détermination  de 
l'erreur  moyenne  des  mesures. 

EpuEi  VE  PRATIQUE.  —  A  Bordeaux  (latitude  44"5o'7"),  une 
étoile  B.  dont  l'ascension  droite  est  supérieure  de  i  heure 
à  celle  d'une  étoile  A,  se  lève  %  heures  après  celle-ci. 

Calculer  les  coefficients  numériques  de  la  relation 
algébrique  qui  lie  les  tangentes  des  déclinaisons  de  Pi.  et  B. 

(  Novembre  rgog. } 

Grenoble. 

Composition.  —  Les  éléments  d' une  planète  étant  connus, 
calculer  ses  coordonnées  équatoriales  à  une  époque  t. 
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Eprelve    l'nvTiyLE.    —   Passage   des   coordonnées    hélio- 
centriques  d'une  planète  à  ses  coordonnées  géocentriques. 

Données  : 

Coordonnées  héliocentriques  de  la  planète 

o         ,         „ 

//,  =  208. 46. 3g 
A/,  =      0.37.42,3 
Y/,  =      I  jSgHo^io 

Coordonnées  géocentriques  du  Soleil 

O  =  248"ri'.28','2 
Xo=      o 
R  =     0,9868428 


(Novembre  190g.  ; 


Nancy. 


ÉPREI  VE  ÉCRITE.  —  !.  Expliquer  en  détail  comment  on 
établit  que  le  mouvement  des  planètes  satisfait  aux  trois 
lois  de  Kepler. 

II.  On  considère  le  lieu  géométrique  des  points  de  la 
surface  tei'restre  pour  lesquels  une  étoile  M  se  lève  ou  se 
couche  au  moment  où  elle  passe  au  méridien  supérieur  à 
Nancy  : 

1°  Trouver  les  équations  de  ce  lieu  en  coordonnées  rec- 
tangulaires ; 

•2"  Trouver  son  équation  en  coordonnées-  géographiques 
(longitude  l  et  latitude  cç); 

3°  Distinguer  sur  le  lieu  les  points  qui  correspondent  au 
lever  et  au  coucher  de  l'étoile  E. 

On  connaît  le  grand  axe  xa  et  l'excentricité  e  du  méri- 
dien elliptique  de  la  Terre;  on  connaît  aussi  la  longitude  Iq 
de  Nancy  et  la  déclinaison  (i)  de  rétoile  E.  Les  longitudes 
sont  supposées  comptées  à  partir  du  méridien  de  Paris  et 
vers  l'Est  de  o  à  3Go". 

Epreuve  PRAXigi  e.   —  On  a,    relativement    à    la  planète 


'   ^74  ) 

Mercure,    les   valeurs    suivantes  pour   quatre    de  ses    élé- 
ments : 

o  ,       „ 

Longitude  (lu  nœud  aseeiidanl o=:  46.33.   9 

Inclinaison t  =    7.   o.    8 

Excentricité e  =    o,2o56 

Longitude  du  périhélie ro  =:  75"7'i4" 

Quelles  sont  les  valeurs  de  sa  longitude  et  de  sa  latitude 
héliocentriques  au  moment  oii  son  anomalie  excentrique 
est 

u  =  io5°  J3'58",  5  ? 

I  Juin  1909.) 


Rennes. 

Composition  écritk.  —  Etude  des  éclipses  de  Soleil  et  de 
Lune. 

Eprkuve  phatique.  —  A  une  certaine  époque,  la  longitude 
et  la  latitude  gcocentriques  de  la  planète  Jupiter  sont  : 

Longitude i32°i9'i6",i 

Latitude o"29'37  , 2 

Trouver,  pour  la  même  époque,  l'ascension  droite  et  la 
déclinaison,  sachant  que  V inclinaison  de  l'écliptique  est 

w  =  23°27'4",7. 

(Novembre  1909.) 
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CERTIFICAT  DE  MATIIEMATIOIES  GENERALES. 


Toulouse. 


Épreuve  écrite.  —  I.  Une  barre  AB  homogène,  pesante, 
s'appuie  par  son  extrémité  A  sur  l'axe  O.r  supposé  hori- 
zontal, et  par  son  extrémité  B  sur  la  partie  positive  de 
l'axe  Oy  supposé  vertical  et  dirigé  vers  le  haut .  On  néglige 
les  frottements. 

Trouver  le  mouvement  de  la  barre,  et  le  temps  que  la 
barre  mettra  à  venir  s'appliquer  sur  l'axe  des  x,  en  sup- 
posant qu'elle  parte  du  repos  et  fasse  primitivement  un 
angle  i  avec  l'horizontale. 

II.  Trouver  l'intégrale  générale  de  l 'équation  di[f'é- 
rentielle 

-r^  -T- i -^ -I- 2  K  =  i  J-- 4- e^ -T- e-^. 
dx^  (IX 

III.  Calculer  jusqu'au  terme  en  x^  inclusivement  le 
développement  de  logcos^r  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  X,  le  signe  \6\^  désignant  un  logarithme  népérien. 

lù>KEi  VE  l'UATiyLE.  —  Construire  les  courbes  représentées 
par  l'équation  différentielle 

dy  _      (  r  —  e  ■^){x  —  ■i){x  —  b) 
^^        ^x{.T  —  'i)(x  —  4)(-^*-i-i) 

où  X  et  y  représentent  des  coordonnées  rectangulaires. 

(Novembre   1908.) 

Ki'RELVE  ÉciRiTE.   —   I.    Trouver  /es  courbes  telles  que  la 
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tangente  et  la  normale  en  chacun  de  leurs  points  découpent 
sur  une  droite  fixe  Qx  un  segment  constant  de  lon- 
gueur 7.  a. 

Il  existe  deux  familles  de  courbes  Ci  et  Cj  jouissant  de 
cette  propriété  ;  en  un  point  M  où  passent  une  courbe  Cj  et 
une  courbe  Cj  les  tangentes  à  ces  courbes  sont  également 
inclinées  sur  la  direction  de  l'une  des  bissectrices  des  axes. 
Raison  géométrique  élémentaire  de  ce  fait. 


II.   Calculer  l'intégrale  définie 

Je  "     dx 


Que  peut-on  prendre  pour  valeur  approchée  du  résultat 
lorsque  a  est  très  grand  ? 

Epreuve  pratique.  —  Moments  d'inertie  d'un  cône  de 
révolution  homogène  par  rapport  à  trois  axes  rectangu- 
laires passant  par  le  sommet  et  dont  l'un  est  l'axe  du 
cône.  (  On  appellera  h  la  liauteur  du  cône,  r  le  rayon  de 
la  base.  ) 

Le  cône  étant  suspendu  par  son  sommet  et  oscillant  à  la 
manière  d'un  pendule  composé,  on  demande  la  longueur 
du  pendule  simple  synchrone.  (Juillet    1909.) 
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TAKIi:  DES  MATIËKËS  PAU  OKURE  MÉTIIOUIQliE 

(TOME  \,  4^  SÉRIE). 


r^a  classification  adoptée  est  celle  de  l'Index 
du  Péperloire  bibliographique  des  Sciences  mathémati<iues . 


C.  —  Principes  du  Calcul  différentiel  et  intégral;  applications 
analytiques;  quadratures;  intégrales  multiples;  déter- 
minants fonctionnels;  formes  différentielles;  opérateurs 
différentiels. 
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jiéiu •>  •  I 
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M .  M.  Fréchet i^  " 

C2j  Sur  les  formules  de  quadrature  de  Cotes.  Gé- 
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Fontené 87 


D.  —  Théorie  générale  des  fonctions  et  son  application  aux 
fonctions  algébriques  et  circulaires  ;  séries  et  développe- 
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